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2013

Caracas - Venezuela



palabra



Reducción dimensional de vectores y

escalares en dimensión D = 5

Br. Fernando C. Álvarez R.
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7.2.1. Término tipo Yang-Mills . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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Resumen

Nos interesa el estudio de la reducción dimensional de una acción que consiste en

el sector bosónico de un multiplete vectorial con supersimetŕıa N = 1, en D = 4 + 1,

abeliana y no abeliana . Dicha acción cuenta con un término tipo Yang-Mills, otro

tipo Klein-Gordon y Chern-Simons acoplados a un campo escalar φ (ver ecu. 1.1).

La idea es compactificar y expresar dicha acción en D = 3 + 1 a través del método

de Kaluza-Klein. Se hace particular énfasis en la forma en la que se manifiesta la

simetŕıa de calibre en ambos casos (abeliano y no abeliano), donde se observa que la

invariancia de calibre se preserva de una forma sencilla a pesar de la presencia del

término de Chern-Simons y de la aparición de nuevos campos escalares no masivos

(A
(0)I
4 ) que son producto de la compactificación. En el caso no abeliano aparece,

además, un término de potencial cuártico g2/8[z, z∗]I [z, z∗]JzKCIJK , donde zI es un

campo escalar complejo definido como: zI = φI + iA
(0)I
4 . Este potencial preserva la

invariancia de calibre y debe ser considerado en la acción por criterios de simetŕıa

que permiten generalizarla incluyendo aquellos términos que conservan la simetŕıa

de calibre.

xix
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Caṕıtulo 1

Introducción

La reducción dimensional o compactificación de una teoŕıa permite el estudio de

la misma en dimensiones inferiores. Por ejemplo, si se parte de la idea de Kaluza-

Klein, la compactificación de la gravitación en D = 5 sobre un ćırculo de radio R

genera como resultado una teoŕıa 4D, pero con la aparición de un campo vectorial

extra que puede interpretarse como un fotón. Este tipo de riqueza es, en parte, lo

que hace de la reducción dimensional una técnica matemática interesante, sobre todo

para aquellas teoŕıas que requieren de la existencia de dimensiones adicionales a las

3+1 habituales. En el caṕıtulo 4 se explorará sobre la técnica a lo Kaluza-Klein.

Por otro lado, son de particular interés aquellas teoŕıas que poseen en su estruc-

tura algunas simetŕıas peculiares; estas son: las simetŕıas de calibre o invariancias de

gauge. Estos sistemas son ampliamente estudiados en teoŕıa de campos ya que, según

el teorema de Nöther, las simetŕıas implican la conservación de la carga del campo en

cuestión. Dichos sistemas son también llamados singulares, pues el determinante de

la matriz hessiana del lagrangiano es nulo y, por tanto, las velocidades y posiciones

no están uńıvocamente determinadas como unas en función de las otras. El caṕıtulo

1



2 Caṕıtulo 1. Introducción

2 está destinado a un corto repaso de estos sistemas, aśı como también se hará una

breve introducción al método de Dirac para tratarlos. El caṕıtulo 3 dedica un espa-

cio a algunos ejemplos de sistemas singulares tales como: la part́ıcula relativista, la

part́ıcula no relativista y el campo de Maxwell -entre otros- aśı como también el uso

del método de Dirac.

A partir del caṕıtulo 5 en adelante, el estudio se enfocará, entonces, en la com-

pactificación de una acción 5D que consiste en un campo vectorial acoplado a un

campo escalar y un término de Chern-Simons. La acción, en su forma general no

abeliana, es la siguiente:

L5 = −1

4
F I
µνF

µνJφKCIJK −
1

2
DγφIDγφJφKCIJK (1.1)

− 1

24
εµνλρσAIµ(F J

νλF
K
ρσ +

1

2
g[Aν , Aλ]

JFK
ρσ +

1

10
g2[Aν , Aλ]

J [Aρ, Aσ]K)CIJK .

Ésta representa el sector bosónico de un multiplete vectorial D = 5 mucho más

general (ver ecuación 5.1), con supersimetŕıa N = 1. Por ser una teoŕıa 5D, los ı́ndices

espaciales cumplen: µ = 0, 1, 2, 3, 4; y los ı́ndices del grupo de calibre I = 1, 2, 3, ..., n,

donde n es la dimensión del grupo. Los dos primeros miembros de la expresión

(1.1) son los términos de Yang-Mills y Klein-Gordon respectivamente, acoplados a

un campo escalar; el último término es Chern-Simons en D = 5. En particular,

este trabajo se enfocará en la reducción dimensional de dicha acción (abeliana y no

abeliana), con el fin de verificar y estudiar la forma en la que la simetŕıa de calibre

se manifiesta en la teoŕıa 4D. También se dedicará un caṕıtulo especial al estudio

del término de Chern-Simons (caṕıtulo 8) donde se discute, a partir de la definición



3

de dicho término y el teorema de Stokes, la simetŕıa de calibre del mismo y de su

compactificación.

Como es usual en teoŕıas de campos, las unidades elegidas para trabajar las

ecuaciones son las unidades naturales; esto es, se toma la velocidad de la luz y la

constante de Planck como unitarias y adimensionales (c = h̄ ≡ 1), lo que trae como

consecuencia las siguientes equivalencias entre unidades:

De la velocidad de la luz (c) adimensional se deduce la equivalencia entre las

unidades de longitud y tiempo, esto es: [L]=[T]; por lo que las distancias se

pueden medir en segundos (1s = 3 · 108m/c).

Por otro lado, la constante de Planck adimensional implica una equivalencia

entre las unidades de enerǵıa y el inverso del tiempo, es decir, la enerǵıa se

expresa como [T ]−1 o, lo que es igual, como inverso de longitud ([L]−1).

Por último, de la ecuación de Einstein, E = m · c2, si c es adimensional, las

unidades de masa y enerǵıa son equivalentes; es decir [E] = [M ] y aśı las masas

también se expresan como [L]−1.

Esto último es importante pues, producto de la reducción dimensional, aparecen

en la teoŕıa campos con masas del orden de [R]−1 (donde R es el radio de la dimensión

compacta) las cuales son extremadamente grandes para ser medidas, ya que R es del

orden de la longitud de Planck y aśı, las masas pueden ser tan grandes como 1019

GeV ó 1016 TeV, es decir, dieciséis órdenes de magnitud superiores a los medibles

con el mayor colisionador de part́ıculas existentes hoy en d́ıa: el LHC (7 TeV).
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Es importante, además, señalar que en algunas ocasiones será necesario redefinir

la notación utilizada para tratar las ecuaciones, pues no siempre el sistema elegido

se ajusta cómodamente a las necesidades; sin embargo, en cada caṕıtulo se adver-

tirá oportunamente al lector a fin de evitar inconvenientes con la lectura de las

ecuaciones y su posible interpretación.



Caṕıtulo 2

Sistemas singulares.

En este caṕıtulo se hará un bosquejo general de los llamados sistemas singulares,

los cuales, tal como veremos, son sistemas con v́ınculos y además están asociados a

las simetŕıas de calibre.

Un buen punto de partida para el análisis lo encontramos en el formalismo lagran-

giano, el cual servirá de base para hacer posteriormente la transición a la definición

Hamiltoniana. Aśı, partimos de la acción [4]

S =
∫
dtL(pi, q̇i), (2.1)

donde pi, q̇i son las variables dinámicas y L(pi, q̇i) es el lagrangiano. Las ecuaciones

de movimiento son:

d

dt

∂L
∂q̇i

=
∂L
∂qi

. (2.2)

Desarrollando la derivada total con respecto al tiempo y reorganizando términos se

tiene:

5



6 Caṕıtulo 2. Sistemas singulares.

∂L
∂q̇i∂q̇j

q̈j =
∂L
∂qi
− ∂L
∂q̇i∂qj

q̇j, (2.3)

ecuación que se puede escribir de la siguiente manera:

Mij q̈
j = Ki, (2.4)

con Mij = ∂L
∂q̇i∂q̇j

y Ki = ∂L
∂qi
− ∂L

∂q̇i∂qj
q̇j.

Visto de esta forma, podemos analizar lo siguiente[8]: si la matrizMij es tal que

su determinante es distinto cero, esto es, si det(M) 6= 0, entonces las aceleraciones

están uńıvocamente determinadas como función de las q′s y q̇′s, debido a que M es

invertible y se puede escribir

q̈j = (M−1)ijKi. (2.5)

Por el contrario, si el determinante de la matrizM es cero (detM = 0), entonces

las soluciones para la expresión (2.5) son ambiguas, por lo que las aceleraciones no

están uńıvocamente determinadas y en general las soluciones de las ecuaciones de

movimiento podŕıan contener funciones arbitrarias del tiempo. Aśı pues, aquellos

sistemas que cumplen con esta condición se llaman sistemas singulares.

Ahora bien, el paso al formalismo Hamiltoniano se obtiene al definir la variable

canónica

pi =
∂L
∂q̇i

(2.6)

y el Hamiltoniano se escribe como:
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H = q̇ipi − L |q̇i=q̇i(q,p) . (2.7)

Sin embargo, esta expresión representa un problema para los sistemas singulares,

pues no todas las velocidades pueden escribirse en términos de las posiciones y los

momenta. Aśı, surge la necesidad de buscar un método que permita el tratamiento

de estos sistemas.

2.1. Método de Dirac.

El hecho de que la matrizM tenga por determinante cero, implica que existe un

número de filas o columnas que no son linealmente independientes. Dicho de otra

manera: sea la matriz Mij, con i = 1, 2...N . El máximo número de filas o columnas

que son linealmente independientes viene dado[8] por : rankMij = n, donde n < N .

Llamemos m al número de filas o columnas que no son linealmente idependientes

(N −n) de esa misma matriz. Desde este punto de vista y usando la definición (2.6)

podemos escribir:

pi =
∂L
∂q̇i

| i = 1, 2, ..., n (2.8)

y

pj =
∂L
∂q̇j

| j = n+ 1, ..., N (2.9)

Debido a que el rank( ∂L
∂q̇i∂q̇j

) = n, podemos encontrar n velocidades en términos de

la q′s, p′s y q̇′s restantes, esto es,
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pi =
∂L
∂q̇i

=⇒ q̇i = q̇n(qi, pn′ , q̇j) (2.10)

y de donde se puede escribir

pi −
∂L
∂q̇i
≡ 0 ; (2.11)

por otro lado, sustituyendo (2.10) en (2.9) se tiene

pj =
∂L
∂q̇j

=⇒ φj(q, p) ≡ pj −
∂L
∂q̇j
|q̇i=q̇i(qi,pi′ ,q̇j)= 0. (2.12)

Es decir, aunque hay m variables que no pueden despejarse en términos de las q′s,

p′s y q̇′s, existen unas relaciones φj(q, p); con j = 1, ...,m , que cumplen φj(q, p) = 0

y, además, por inspección puede verse que hay una independencia expĺıcita de las q̇′s

porque, de lo contrario, podŕıa utilizarse (2.12) para conseguir otras velocidades en

términos de las posiciones y momenta, lo cual es contrario a la suposición inicial.

Las relaciones φj(q, p) se llaman v́ınculos primarios , y las ecuaciones φj(q, p) = 0

son superficies impĺıcitas que representan una subvariedad en el espacio de fase.

2.1.1. Hamiltoniano de un sistema singular.

Definimos, entonces, la densidad Hamiltoniana del sistema como la cantidad [2, 4]

H = q̇αpα − L |pi= ∂L
∂q̇i

. (2.13)

Esta expresión es, por construcción, independiente de las velocidades (q̇′s). Por

ser el sistema singular, el Hamiltoniano no está uńıvocamente determinado pues
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siempre se puede agregar funciones de p y q sin que esto modifique el sistema. En

particular se puede escribir

H0 = H + λjφj(q, p), (2.14)

donde los λm son multiplicadores de Lagrange.

Las ecuaciones de movimiento son:

q̇ =
∂H0

∂p
y ṗ = −∂H0

∂q
(2.15)

y si utilizamos la expresión (2.14) tenemos

q̇ =
∂H
∂p

+ uj
∂φj
∂p

y ṗ = −∂H
∂q
− uj ∂φj

∂q
. (2.16)

Se puede escribir, entonces, de forma general el Hamiltoniano total:

HT = H + ujφj. (2.17)

Ahora bien, los φm son cantidades conservadas, entonces φ̇j = 0. En términos de

corchetes de Poisson se escribe

{φj,HT} = 0, (2.18)

lo cual puede reescribirse utilizando (2.17) de la forma

{φj,H}+ uj
′{φj, φj′} = 0. (2.19)

De esta ecuación se desprenden dos posibles situaciones interesantes: 1) que (2.19)
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se satisfaga exactamente o genere relaciones que son combinaciones lineales de los φj,

en cuyo caso se dice que los v́ınculos están completos; 2) que (2.19) genere relaciones

que no son combinaciones lineales de los φj. En esta última situación se tiene un

nuevo conjunto de v́ınculos χ = 0 los cuales se denominan v́ınculos secundarios.

2.1.2. Vı́nculos de primera clase.

Definimos los v́ınculos de primera clase como aquellos que cumplen [2]

{φj, φ′j} = Ci
jj′φi ≈ 0 (2.20)

y, en general, cualquier variable dinámica g se definirá de primera clase si

{g, φj} = Ci
jφi ≈ 0. (2.21)

2.2. Simetŕıa de calibre.

Como se dijo al inicio del caṕıtulo, los sistemas singulares están estrechamente

ligados a las simetŕıas de calibre. Una forma interesante de ver esto es haciendo el

siguiente análisis: [2]

Dada una variable dinámica g en general y de primera clase, cuyo valor inicial es

g0, su valor en un δt se puede escribir:

g(δt) = g0 + ġδt
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g(δt) = g0 + {g,HT}δt (2.22)

g(δt) = g0 + δt({g,H0}+ uj{g, φj}).

Si tomamos ahora otro valor u′j arbritrario, de manera que g(δt) sea diferente,

podemos calcular ∆g(δt):

∆g(δt) = δt(uj − u′j){g, φj} (2.23)

ó

∆g(δt) = εj{g, φj} con εj = δt(uj − u′j). (2.24)

Aśı podemos cambiar, por ejemplo, todas las variables del Hamiltoniano usando

la expresión (2.24) y éste permanecerá invariante, pues estos cambios consisten en

transformaciones locales cuyas funciones generadoras son los εjφj. En otras palabras,

los v́ınculos de un sistema singular son las funciones generadoras de las transforma-

ciones de calibre; luego, un sistema singular tiene simetŕıas de calibre.
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Caṕıtulo 3

Ejemplos de sistemas singulares.

3.1. Part́ıcula relativista.

A continuación estudiaremos algunos sistemas singulares a modo de ejemplo de

lo tratado en el caṕıtulo anterior.

En primer lugar estudiaremos la part́ıcula relativista en D = 2 + 1, para la cual

tomaremos como densidad lagrangiana la siguiente expresión [3]:

L = −m(−ẋµẋµ)
1
2 . (3.1)

Usando la ecuación (2.6), podemos calcular el momento

pµ = m
ẋµ

(−ẋαẋα)
1
2

, (3.2)

donde hemos supuesto µ = 0, 1, 2, y usamos la métrica definida como:

η = diag(−1,+1,+1). Por otro lado, calculamos la matriz

13



14 Caṕıtulo 3. Ejemplos de sistemas singulares.

Mµν =
∂L

∂q̇µ∂q̇ν
=
∂pµ
∂q̇ν

=
m

ẋ
3
2

[ẋµẋν − ẋ2ηµν ] =
m

ẋ
3
2

M̃µν . (3.3)

Escribimos M̃µν expĺıcitamente:

M̃ =


ẋ2

0 + ẋ2 ẋ0ẋ1 ẋ0ẋ2

ẋ1ẋ0 ẋ2
1 − ẋ2 ẋ1ẋ2

ẋ2ẋ0 ẋ2ẋ1 ẋ2
2 − ẋ2

 ,

matriz cuyo determinate, al ser desarrollado, se escribe:

detM̃ = ẋ4(ẋ0
2 − ẋ1

2 − ẋ2
2 + ẋ2) (3.4)

y se anula ya que: ẋ2 = −ẋ0
2 + ẋ1

2 + ẋ2
2. Aśı, pues, el sistema es singular y además

vemos que

pµpµ = −m2 ẋ
µẋµ
ẋαẋα

= −m2; (3.5)

aśı reconocemos de forma inmediata el v́ınculo

φ = pµpµ +m2 = 0. (3.6)

Luego, el cálculo de la cantidad H0 arroja: H0 = q̇ipi − L = 0, por lo que el hamil-

toniano queda expresado en términos de puro v́ınculo:

HT = H0 + uφ = u(p2 +m2). (3.7)

Una propiedad interesante de esta acción es que es invariante bajo reparametri-
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zaciones. Esto es, al redefinirla usando un parámetro arbitrario t′ que, en este caso,

puede interpretarse como el tiempo propio de la part́ıcula, la forma de la acción no

cambia. Esto es: sea el parámetro t′ función del tiempo como

t′ = f(t) | f(t) diferenciable (3.8)

y, por otro lado, la transformación de x′µ se escribe:

x′µ =
dxµ
dt′

=
dxµ
dt

dt

dt′
; (3.9)

vemos que al sustituir x→ x′ en la integral

∫
−m(−ẋµẋµ)

1
2dt, (3.10)

la acción es invariante pues, de igual forma, el diferencial dt cambia como

dt′ =
dt′

dt
dt, (3.11)

lo que conserva la expresión.

Aśı, pues, una reparametrización en este caso es una transformación local que

preserva la acción, y vemos que dichas reparametrizaciones son transformaciones

asociadas a las simetŕıas de calibre.

Esto supone que la part́ıcula relativista puede estudiarse como una teoŕıa de

campo en una dimensión descrita por la ĺınea de mundo.

Otra forma de tratar este problema es tomando una densidad lagrangiana dife-

rente. Sea
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x0

x

Figura 3.1: Ĺınea de Mundo de la part́ıcula relativista.

L = η−1ẋµẋµ − ηm2, (3.12)

donde η, la métrica del espacio de Minkowski, aqúı es cosiderada un campo.

Usando (2.6) se puede scribir

pµ =
∂L
∂ẋµ

= 2η−1ẋµ (3.13)

y la matriz hessiana se escribe:

Mµν =
∂L

∂q̇µ∂q̇ν
=



0 0 0 0

0

0 2η−1δαβ

0


,

cuyo determinante es claramente cero. Luego, el sistema es singular.

El primer v́ınculo se reconoce, pues

pη =
∂L
∂η̇

= 0 = φ1 (3.14)
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y al calcular la cantidad H0 = ẋµpµ − L se obtiene:

H0 =
1

4
η(p2 +m2), (3.15)

donde, finalmente, podemos escribir un segundo v́ınculo:

η(p2 +m2) = u2φ2; (3.16)

Aqúı es importante hacer notar que la métrica η es un multiplicador de Lagrange,

lo que la convierte a toda la expresión que lo multiplica en un candidato perfecto

para ser un v́ınculo; como en efecto lo es. Aśı, obtenemos el hamiltoniano

HT = u1φ1 + u2φ2 = u1pη + η(p2 +m2). (3.17)

Por otro lado, es fácimente verificable que las ligaduras entán completas, pues

{φ1, φ2} = {pη, p2+m2} = 0, según la propiedad de los corchetes de Poisson {qi, qj} =

{pi, pj} = 0.

3.2. Part́ıcula no relativista.

El siguiente ejemplo trata el problema para una part́ıcula libre no relativista y

en una dimensión. El lagrangiano, también invariante bajo reparametrizaciones, se

escribe de la siguiente manera [3]:

L =
1

2
m
ẋ2

ṫ
. (3.18)

El tratamiento de este problema es similar al anterior: se plantea el estudio de
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la part́ıcula no relativista como una teoŕıa de campo, al considerar a x y t como

campos que dependen de un parámetro τ y la part́ıcula queda descrita por la ĺınea

de mundo.

Los momenta conjugados (p0, p1) corresponden a (E, p) y se escriben:

E = −∂L
∂ẋ

=
1

2
m
ẋ2

ṫ2
, p =

∂L
∂ẋ

= m
ẋ

ṫ
(3.19)

y el determinante de la matriz

det(
∂L

∂q̇i∂q̇j
) = m2 ẋ

2

ṫ4
−m2 ẋ

2

ṫ4
= 0. (3.20)

El v́ınculo se obtiene al escribir:

p2 − 2mE = 0 = φ (3.21)

y finalmente

HT = uφ = u(p2 − 2mE). (3.22)

La part́ıcula relativista está regida por la ecuación de Klein-Gordon, mientras

que la no relativista se expresa en términos de la ecuación de Shroedinger.

3.3. Campo de Maxwell libre.

Por último veamos cómo funciona este tratamiento con el campo libre de Maxwell.

Comenzamos definiendo la densidad lagrangiana:
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L = −1

4
FµνF

µν , (3.23)

donde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ; µ = 0, 1, 2, 3 y la métrica η = diag(−1, 1, 1, 1).

Las velocidades q̇µ se escriben q̇µ = ∂0A
µ, con lo que se puede calcular los mo-

menta

πα = −1

4

∂FµνF
µν

∂(∂0Aµ)
=

1

2
(∂µAν − ∂νAµ)

∂(∂µAν − ∂νAµ)

∂(∂0Aµ)

=
1

2
(∂µAν − ∂νAµ)(ηµ0ηνα − ην0ηµα) (3.24)

= (∂µAν − ∂νAµ)ηµ0ηνα = (∂0Aα − ∂αA0);

aśı podemos escribir:

πµ = (∂0Aµ − ∂µA0) = F0µ = Eµ. (3.25)

Con esto obtenemos el primer v́ınculo primario, pues

π0 = F00 = 0 = φ1. (3.26)

Ahora, la densidad Hamiltoniana se escribe:

H = q̇µπµ − L, (3.27)

pero los q̇µ = ∂0A
µ ; πµ = Eµ y L = −1

4
FµνF

µν = 1
2
(E2−B2). Sustituyendo todo en

(3.27) y despejando los ∂0A
µ de (3.25), finalmente se obtiene:
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H =
1

2
(E2 +B2) + (∂µA0)Eµ. (3.28)

Al integrar apropiadamente en todo el espacio la densidad H se tiene el Hamil-

toniano H =
∫
Hd4q. El primer término es

H =
1

2

∫
(E2 +B2)d4x (3.29)

y el segundo término de la densidad puede desarrollarse de la siguiente manera:

(∂µA0)Eµ = ∂µ(A0Eµ)− A0∂
µEµ. (3.30)

Usando el teorema de la divergencia y exigiendo que los campos sean cero en el

infinito, la integral del primer término se anula mientras que, del segundo término,

reconocemos el segundo v́ınculo:

∂µEµ = ∇ · E = φ2, (3.31)

ya que A0 6= 0 es un multiplicador de Lagrange pues Ȧ0 es una variable ćıclica, de

la misma forma que η es un multiplicador y η̇ una variable ćıclica en el caso de la

part́ıcula relativista. Luego A0∇ · E ≡ u2φ2 = 0 y ∇ · E = 0 es la ley de Gauss en

un espacio libre de cargas.
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Caṕıtulo 4

Reducción dimensional o

compactificación.

Este caṕıtulo se enfocará en el estudio de la reducción dimensional o compacti-

ficación sobre un ćırculo de un campo en cinco dimensiones (D = 4 +1) [7] [6]. El

estudio se hace a partir de la idea de Kaluza-Klein, la cual considera la existencia

de una cuarta dimensión espacial que se encuentra enrollada sobre śı misma en un

ćırculo de radio R muy pequeño.

Publicado por primera vez en 1921, este modelo fue pionero en el intento de uni-

ficar la gravitación con el electromagnetismo, ya que el tratamiento de la gravitación

en 5D, al ser compactificado sobre un ćırculo, se reduce a la teoŕıa 4D pero con la

aparición de una campo vectorial que puede ser interpretado como un fotón.

En la figura 4.1 se puede ver una representación gráfica donde los xµ, con µ =

0, 1, 2, 3, representa el espacio 4D tradicional y la dimensión espacial adicional “y”que

se encuentra enrollada sobre el ćırculo. El radio de dicho ćırculo es tan pequeño (del

22
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Figura 4.1: Representación de la cuarta dimensión espacial.

orden de la longitud de Planck; R ∼ 10−32cm) que a nuestra escala es imperceptible

e imposible de medir experimentalmente.

El intento de unificar la gravitación con el electromagnetismo de esta forma ha

sido hoy en d́ıa descartado, pues la teoŕıa no incorpora part́ıculas cargadas sin masa;

sin embargo, el formalismo matemático detrás de ella sigue vigente, aśı como la moti-

vación (ahora presente en muchas teoŕıas) de considerar más de cuatro dimensiones.

Sea S5 la acción de un campo en 5D:

S5 =
∫
L(φ(xµ,y),∂φ(xν,y),..)dt. (4.1)

Ya que la dimensión extra está cerrada sobre un ćırculo de radio R, se puede

identificar y con y + 2πR, por lo que podemos expandir los campos en términos de

soluciones periódicas de la siguiente manera:

φ(xµ, y) =
∞∑

n=−∞
e
iny
R φ(n)(xµ), (4.2)

o bien,

φ(xµ, y) = φ(0) +
∑
n6=0

e
iny
R φ(n)(xµ) (4.3)
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y al sustituir estas expresiones en (4.1) rápidamente observamos que se puede escribir

como:

S5 = S
(0)
4 + S

(n)
4 , (4.4)

donde llamaremos los S
(0)
4 modos cero y los S

(n)
4 modos Kaluza-Klein (o modos KK).

Es decir, la expresión (4.4) nos dice que, en efecto, el campo en 5D se puede

expresar en términos de una sumatoria infinita de objetos en 4 dimensiones. Sin

embargo, en general, en este trabajo estaremos interesados en los modos cero, ya

que los campos correspondientes a los modos KK, tal y como veremos en ejemplos a

continuación, están constituidos por part́ıculas extremadamente masivas (del orden

de 1/R ∼ 1032cm−1 ó 1019GeV ) y por ende imposibles de medir.

A continuación, y a modo de ejemplo, aplicaremos este tratamiento a algunos de

los campos conocidos.

4.1. Reducción dimensional del campo de Klein-

Gordon en D = 4+1

Partimos, entonces, para nuestro primer ejemplo con la densidad lagragiana co-

rrespondiente a un campo de Klein-Gordon masivo en 5D. Se quiere expresar dicho

campo en 4D mediante la compactificación Kaluza-Klein, para lo cual escribimos lo

siguiente:
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L5 =
1

2
∂Mφ∂

Mφ+m2φ2, (4.5)

donde los ı́ndices M = 0, 1, 2, 3, 4; µ = 0, 1, 2, 3 y la dimensión extra se expresa

x4 = y.

Expandiendo los campos:

φ(xµ, y) =
∞∑
−∞

φ
(n)
(xµ)e

iny
R (4.6)

y por otro lado se tiene que

∂µφ(xµ, y) =
∞∑
−∞

∂µφ
(n)
(xµ)e

iny
R ; (4.7)

además

∂yφ(xµ, y) =
∞∑
−∞

in

R
φ

(n)
(xµ)e

iny
R . (4.8)

Al introducir estas expresiones en (4.5) finalmente se puede escribir la acción

(4.1):

S5 = −
∫
d4x2πR[

1

2
∂µφ(0)∂

µφ(0) +m2φ2
(0)] (4.9)

−
∑
n6=0

∫
d4x2πR[

1

2
∂µφ(n)∂

µφ(n) + (m2 + (n/R)2)φ2
(n)],

de donde podemos reconocer los modos

S0 = −
∫
d4x2πR[

1

2
∂µφ(0)∂

µφ(0) +m2φ2
(0)] (4.10)
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y

Sn = −
∑
n6=0

∫
d4x2πR[

1

2
∂µφ(n)∂

µφ(n) + (m2 + (n/R)2)φ2
(n)]. (4.11)

Como puede observarse, los modos cero, en este caso, conservan la forma del

campo original pero ahora expresados en 4 dimensiones. Por otro lado, los modos

KK (n 6= 0) contienen ahora unos campos φ(n) com masas m2 +(n/R)2, muy grandes

para ser medidas. Aśı, pues, será necesario truncar la sumatoria únicamente hasta

los términos n = 0 para garantizar que las part́ıculas estén dentro de los rangos de

enerǵıa manejables.

Es interesante notar que, aún al compactificar el campo no masivo (es decir, si en

la ecuación 4.5 tomamos m = 0), el resultado arroja campos con masa, evidenciado

en el término (n/R) que, como se ha discutido, representa la masa de las part́ıculas

nuevas debido a la compactificación.

En el siguiente ejemplo se manifiesta algo mucho más interesante.

4.2. Reducción dimensional del campo de Max-

well en D = 4+1

Tomemos nuevamente la lagrangiana del campo libre de Maxwell, pero esta vez

en D=5, es decir:

L5 = −1

4
FMNF

MN , (4.12)

donde FMN = ∂MAN − ∂NAM ; M = 0, 1, 2, 3, 4 y µ = 0, 1, 2, 3.
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Como se dijo anteriormente, hacemos uso de la perioricidad en y los campos

pueden expandirse de la siguiente manera:

Aµ =
∑
n

A(n)
µ e

iny
R (4.13)

A4 =
∑
n

A
(n)
4 e

iny
R . (4.14)

También debemos expresar FMNF
MN = FµνF

µν+2Fµ4F
µ4 a fin de facilitar el cálculo

y, de esta forma, al introducir todo en (4.12) se puede escribir la acción

S5 = −
∫
d4x2πR[

1

4
F (0)
µν F

µν
(0) +

1

2
∂µA

(0)
4 ∂µA4

(0)] (4.15)

−
∑
n6=0

{
∫
d4x2πR[

1

4
F (n)
µν F

µν
(n) +

1

2
∂µA

(n)
4 ∂µA4

(n)]

−
∫
d4x2πR(n/R)2A(n)

µ Aµ(n)}

+(n/R)2T(FA,F∂A,A∂A,etc...)

Rápidamente podemos extraer los modos cero:

S0 = −
∫
d4x2πR[

1

4
F (0)
µν F

µν
(0) +

1

2
∂µA

(0)
4 ∂µA4

(0)] (4.16)

y

Sn = −
∑
n6=0

{
∫
d4x2πR[

1

4
F (n)
µν F

µν
(n) +

1

2
∂µA

(n)
4 ∂µA4

(n) −
1

2
(
n

R
)2(A

(n)
4 )2] (4.17)

+
∫

(n/R)2T(FA,F∂A,A∂A,etc...)}.



28 Caṕıtulo 4. Reducción dimensional o compactificación.

Ahora, es claro de la expresión (4.17) que los campos A
(n)
4 tienen masa (n/R), pues

obedecen a Klein-Gordon masivo y por ello debemos truncar la sumatoria únicamente

hasta los modos cero; igual que en el ejemplo anterior, las masas, del orden de 1016

TeV, no son medibles. Por otro lado se tiene que los campos A
(0)
4 son campos sin

masa ya que, al contrario de los A
(n)
4 , éstos obedecen a Klein-Gordon no masivo.

Aśı, pues, vemos que la expresión de interés es únicamente (4.16), donde pode-

mos notar que el problema, ahora reducido a 4 dimensiones, consiste en el campo

electromagnético tradicional más un campo escalar no masivo adicional A
(0)
4 . Este

campo escalar se manifiesta al hacer la reducción dimensional del campo de Maxwell

libre y evidencia la riqueza de la compactificación.
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Caṕıtulo 5

Sector Bosónico del multiplete

vectorial D=5 con supersimetŕıa

N=1.

5.1. La acción en su forma general

Sirva el siguiente caṕıtulo para introducir la acción en cuyo estudio se enfocará el

objetivo principal de este trabajo: Compactificar y estudiar la simetŕıa de calibre de

una teoŕıa 5D.

La densidad lagrangiana general de partida es la siguiente: [1]

L = [(−1

4
F I
µνF

µνJ − 1

2
ψ
ID/ψJ − 1

2
DαφIDαφJ + Y I

ijY
ijJ)φK − (5.1)

− 1

24
εµνλρσAIµ(F J

νλF
K
ρσ +

1

2
g[Aν , Aλ]

JFK
ρσ +

1

10
g2[Aν , Aλ]

J [Aρ, Aσ]K)−

30
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−1

8
iψ

I
γ · F JψK − 1

2
iψ

iI
ψjJY K

ij +
1

4
igψ

L
ψHφIφJfKLH ]CIJK ,

donde los ı́ndices espaciales son: µ = 0, 1, 2, 3, 4; y los ı́ndices del grupo: I = 1, 2,

3,...,n. Sin embargo, para este trabajo restringiremos el análisis únicamente al sector

bosónico del multiplete; incluso sólo se considerarán los términos cinéticos de los

campos vectoriales y escalares. Aśı, eliminando aquellos términos correspondientes

a los campos fermiónicos aśı como también los Yij que, aunque son campos auxi-

liares de la teoŕıa supersimétrica completa, no serán considerados en este trabajo.

Conservando el término de Chern-Simons, la acción se reduce a lo siguiente:

5.2. a) Caso no abeliano

Escribimos:

L5 = −1

4
F I
µνF

µνJφKCIJK −
1

2
DγφIDγφJφKCIJK (5.2)

− 1

24
εµνλρσAIµ(F J

νλF
K
ρσ +

1

2
g[Aν , Aλ]

JFK
ρσ +

1

10
g2[Aν , Aλ]

J [Aρ, Aσ]K)CIJK .

Los dos primeros términos representan los campos tipo Yang-Mills y Klein-

Gordon no masivo; y el último no es más que el término topológico de Chern-Simons.

En su forma general, los campos son elementos de un grupo no conmutativo (no abe-

liano) que están definidos por un álgebra cuyas constantes de estructura vienen dadas

por el tensor antisimétrico f IJK ; estos es, los campos cumplen:

[φITI , φ
JTJ ] = φIφJ [TI , TJ ] = φIfKIJφ

JTK , (5.3)
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y lo mismo se puede decir de los vectores AIµ.

El término CIJK es un tensor simétrico constante y la condición necesaria para

garantizar la simetŕıa de calibre es: [1]

fKM(LCIJ)K = 0; (5.4)

Ahora bien, debido a que los campos están en la representación adjunta, la va-

riación de los mismos viene dada por el conmutador de los generadores de la trans-

formación con el campo; por ejemplo, la transformación de un campo escalar φ es:

δφI = −g[Λ, φ]I (5.5)

y, por otro lado, la variación del campo vectorial AIµ se escribe:

δAIµ = ∂µΛI + g[Aµ,Λ]I . (5.6)

El tensor Fµν en su forma no abeliana se expresa:

F I
µν = ∂µA

I
ν − ∂νAIµ + g[Aµ, Aν ]

I (5.7)

y la derivada covariante Dµ se define como:

DµφI = ∂µφ
I + g[Aµ, φ]I . (5.8)
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5.3. b) Caso abeliano

En este caso el grupo es conmutativo y por lo tanto las constantes de estructura

f IJK son cero. Aśı, la acción dada por la expresión (5.2) se reduce a lo siguiente:

L5 = (−1

4
F I
µνF

µνJφK − 1

2
DγφIDγφJ · φK −

1

24
εµνλρσAIµF

J
νλF

K
ρσ)CIJK , (5.9)

donde los ı́ndices latinos en mayúscula (I = 1, 2, 3, ..., n) pasan a enumerar n campos

abelianos.

De igual forma, considerando que los conmutadores se anulan, las variaciones de

los campos, el tensor de Fµν y las derivadas quedan escritas de la siguiente manera:

δφI = 0 (5.10)

δAIµ = ∂µΛI (5.11)

F I
µν = ∂µA

I
ν − ∂νAIµ (5.12)

DµφI = ∂µφ
I (5.13)

Aśı, una vez definida la acción y las trasnformaciones, el objetivo de este trabajo

se enfocará en reconocer la forma en la que se manifiesta las simetŕıas de calibre

tanto en la acción abeliana como no abeliana y en sus formas 5-dimensional y com-

pactificada.



Caṕıtulo 6

Compactificación y simetŕıa de

calibre de la acción 5D abeliana.

A partir de aqúı nos enfocaremos en la reducción dimensional y la simetŕıas de

calibre del siguiente campo en D = 4+1 dimensiones:

L5 = −1

4
F I
µνF

µνJφKCIJK −
1

2
∂γφ

I∂γφJφKCIJK −
1

24
εµνλρσAIµF

J
νλF

K
ρσCIJK . (6.1)

6.1. Simetŕıa de calibre de la acción 5D.

Tomemos, pues, esta acción y estudiemos la invariancia de calibre. Por simplici-

dad, y ya que estamos en el caso abeliano, podemos tomar sólo un campo; esto es

I = J = K = 1 y además fijamos C111 = 1. Aśı tenemos:

L5 = −1

4
FµνF

µνφ− 1

2
(∂γφ∂

γφ)φ− 1

24
εµνλρσAµFνλFρσ. (6.2)

34
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Podemos comprobar que posee simetŕıas de calibre si calculamos la variación δL5

y por resultado obtenemos que dicha variación es nula o a lo sumo una divergencia.

Por razones de escritura y para no trabajar con expresiones muy largas, realicemos

el estudio término a término:

6.1.1. Término tipo Maxwell.

Tomemos, pues, el primer término

− 1

4
FµνF

µνφ. (6.3)

Ahora, sea la transformación

T : A→ A′, con A′ = A+ ∂Λ, (6.4)

es decir, la variación de A se escribe δA = ∂Λ, donde Λ es una función escalar

arbritraria. Ahora, queremos verificar δ(1
4
FµνF

µνφ) de la siguiente manera:

δ(
1

4
FµνF

µνφ) =
1

2
F µνδFµν · φ+

1

4
F µνFµν · δφ. (6.5)

En el caso abeliano, la variación de un campo escalar cumple δφ = 0, por lo que sólo

nos queda verificar el término:

1

2
F µνδFµν · φ =

1

2
F µν(∂µδAν − ∂νδAµ) · φ =

1

2
F µν(∂µ∂νΛ− ∂ν∂µΛ) · φ = 0. (6.6)

En efecto, se cumple.
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6.1.2. Término tipo Klein-Gordon.

La variación del término 1
2
(∂γφ∂

γφ)φ se anula de manera trivial, pues δφ =

−gΛJf IJKφ
K , pero justamente en el caso abeliano los f IJK = 0 y aśı δφ = 0.

6.1.3. Término de Chern-Simons.

Por último veamos la variación del término de Chern-Simons:

δ(εµνλρσAµFνλFρσ) = εµνλρσ(δAµ · FνλFρσ + 2AµFνλδFρσ); (6.7)

pero δFρσ = 0 y aśı sólo nos queda

εµνλρσδAµ · FνλFρσ = εµνλρσ∂µΛFνλFρσ, (6.8)

expresión que se puede reescribir como:

εµνλρσ∂µΛ · FνλFρσ = εµνλρσ[∂µ(ΛFνλFρσ)− 2Λ(∂µFνλ)Fρσ]. (6.9)

El segundo término se anula, pues los términos del tipo εµνλρσ(∂µFνλ) obedecen

a la identidad de Bianchi (∂µF̃
µρσ) = 0 y, finalmente, el único término que sobrevive

es ∂µ(εµνλρσΛFνλFρσ), con lo cual podemos concluir que

δL5 = ∂µ(εµνλρσΛFνλFρσ). (6.10)

Es decir, la variación de la densidad lagrangiana en este caso es una divergencia que

no afecta la teoŕıa.



6.2. Simetŕıa de calibre de la acción compactificada. 37

6.2. Simetŕıa de calibre de la acción compactifica-

da.

A continuación haremos este mismo análisis pero con la acción compactificada,

pues interesa estudiar cómo se expresa la simetŕıa de calibre de dicha acción. Tome-

mos entonces la acción dada en la expresóin (6.2) y reescribámosla de la siguiente

manera:

L5 = −1

4
FMNF

MNφ− 1

2
(∂Aφ∂

Aφ)φ− 1

24
εMNLRSAMFNLFRS, (6.11)

donde simplemente hemos retomado la notación: M = 0, 1, 2, 3, 4 y µ = 0, 1, 2, 3 para

poder escribir:

L5 = −1

4
(FµνF

µν + 2Fµ4F
µ4)φ− 1

2
(∂µφ∂

µφ+ ∂4φ∂
4φ)φ (6.12)

− 1

24
(ε4νλρσA4FνλFρσ + 4εµνλρ4AµFνλFρ4),

ecuación mucho más fácil de manipular al reemplazar los campos

Aµ =
∞∑

n=−∞
A(n)
µ e

iny
R | A4 =

∞∑
n=−∞

A
(n)
4 e

iny
R (6.13)

φ(xµ, y) =
∞∑

n=−∞
φ

(n)
(xµ)e

iny
R | ∂yφ(xµ, y) =

∞∑
n=−∞

in

R
φ

(n)
(xµ)e

iny
R .

Introduciendo (6.13) en (6.12), integrando en y desde 0 hasta 2πR y tomando
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sólo los modos n = 0, se tiene acción en 4 dimensiones:

S(0)
4 =

∫
d4x2πR{−1

4
F (0)
µν F

µν
(0)φ

(0) − 1

2
∂αA

(0)
4 ∂αA4

(0)φ
(0) − 1

2
∂αφ

(0)∂αφ(0) · φ(0)

− 1

24
(ε4νλρσA

(0)
4 F

(0)
νλ F

(0)
ρσ + 4εµνλρ4A(0)

µ F
(0)
νλ ∂ρA

(0)
4 )}. (6.14)

La variación del primer término se verifica de forma similar a (6.6) aunque en

este caso hay que considerar que

δAM = ∂MΛ, ó δAµ = ∂µΛ y δA4 = ∂4Λ = ∂yΛ (6.15)

y los ∂MΛ se escriben usando la expansión de la siguiente manera:

∂µΛ(xµ, y) =
∑
n

∂µΛ
(n)
(xµ)e

iny
R | ∂yΛ(xµ, y) =

∑
n

in

R
Λ

(n)
(xµ)e

iny
R ; (6.16)

al tomar sólo el modo cero (n = 0), nos queda

∂MΛ(xµ, y) = ∂MΛ(0)(xµ), (6.17)

el cual, al ser sustituido en el primer término de (6.14) nos conduce, como se hab́ıa

mencionado, al resultado expresado en (6.6).

Los términos 2 y 3 son campos escalares abelianos (A
(0)
4 y φ(0)) cuya variación

es nula según lo visto en la subsección 6.1.2. Aśı, sólo nos queda analizar el último

término, que no es sino el remanente que proviene de la expresión de Chern-Simons

(recordemos que no existe C-S en dimensiones pares):
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− 1

24
(ε4νλρσA

(0)
4 F

(0)
νλ F

(0)
ρσ + 4εµνλρ4A(0)

µ F
(0)
νλ ∂ρA

(0)
4 ). (6.18)

Integrando por partes el segundo término y al notar que ∂ρAµ = 1
2
(∂ρAµ − ∂µAρ),

gracias a la antisimetŕıa de ε, podemos reescribir (6.18) de la siguiente manera:

− 1

24
ε4νλρσ[3A

(0)
4 F

(0)
νλ F

(0)
ρσ + 4∂ρ(A

(0)
ν F

(0)
λρ A

(0)
4 )] (6.19)

El segundo término es familiar, pues no es sino una divergencia, mientras que el

primero se trata de un término topológico tipo A4F̃F y cuya variación bajo estas

transformaciones es nula pues δA
(0)
4 = 0, ya que A

(0)
4 es un campo escalar abeliano 1

y, por otro lado δ(F
(0)
νλ F

(0)
ρσ ) = 2(∂ν∂λΛ

(0) − ∂λ∂νΛ(0))F (0)
ρσ = 0.

De esta forma, la acción compactificada conserva la simetŕıa de calibre.

1En el caṕıtulo 7, sección 7.3 se explica por qué los A
(0)
4 transforman como un campo escalar.



Caṕıtulo 7

Compactificación y simetŕıa de

calibre de la acción no abeliana.

En este caṕıtulo haremos el mismo análisis realizado en el caṕıtulo anterior,

pero esta vez con la lagrangiana en su forma no abeliana y enfocando la atención

únicamente en el estudio de los términos cinéticos. Al término de Chern-Simons

dedicaremos un caṕıtulo aparte (caṕıtulo 8), pues el análisis no se hará de forma

variacional, como hasta ahora, y además la sutileza del asunto aśı lo amerita. Por

ahora consideremos la acción:

L5 = −1

4
F I
µνF

µνJφKCIJK −
1

2
DγφIDγφJφKCIJK (7.1)

Tal como se mencionó en el caṕıtulo 5, los campos son ahora elementos de un

grupo G cuyas constantes de estructura f IJK definen el álgebra de dicho grupo. Las

40
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constantes CIJK son las componentes de un tensor simétrico que cumple

fKM(LCIJ)K = 0, (7.2)

a fin de preservar las simetŕıas de calibre.

Ahora bien, será necesario cambiar nuevamente la notación de los ı́ndices, pues

en esta oportunidad enumeraremos los elementos de grupo haciendo uso de las letras

latinas en mayúscula: I = 0, 1, 2, ...n; lo cual nos deja con las letras griegas en

minúsculas para trabajar con los ı́ndices espaciales: µ = 0, 1, 2, 3, 4.

7.1. Simetŕıa de calibre de la acción 5D.

De la misma forma que se ha procedido en el caso abeliano, calcular la variación

δL5 nos da información sobre la simetŕıa de calibre al realizar las transformaciones

de los campos T : AI → A′I , con A′I = AI + δAI y aqúı δAIµ = ∂µΛI + gAJµf
I
JKΛK ,

aśı como tambien δφI = −gΛJf IJKφ
K .

7.1.1. Término tipo Yang-Mills.

Tomemos, pues,

δ(−1

4
F I
µνF

µνJφK)CIJK . (7.3)

Para calcular la variación de este término, hallemos primero δF I
JK :

δF I
JK = δ(∂µA

I
ν − ∂νAIµ + gfJK

IAµ
JAν

K) = ∂µ(δAIν)− ∂ν(δAIµ) + gδ[Aµ, Aν ]
I . (7.4)
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Ahora,

gδ[Aµ, Aν ]
I = gδ(AJµf

I
JKA

K
ν ) = gδAJµf

I
JKA

K
ν + gAJµf

I
JKδA

K
ν . (7.5)

Sustituimos los δAIµ = ∂µΛI + gAJµf
I
JKΛK en (7.4) y (7.5) y además, usando la

identidad de Jacobi del grupo (fJMNf
I
JK + f IMJf

J
KN = fJKMf

I
NJ), podemos escribir:

δF I
µν = [∂µA

M
ν − ∂νAMµ ]f IMNΛN + g[AMν ∂µ(ΛN)− AMµ ∂ν(ΛN)]f IMN (7.6)

+g[AMµ ∂ν(Λ
N)− AMν ∂µ(ΛN)] + g2AOµA

K
ν ΛNfMOKf

I
MN ,

pero el segundo y tercer término se anulan; aśı sólo queda

δF I
µν = [∂µA

M
ν − ∂νAMµ ]f IMNΛN + g2AOµA

K
ν ΛNfMOKf

I
MN ; (7.7)

Sacando como factor común f IMNΛN , finalmente se tiene

δF I
µν = g(∂µA

M
ν − ∂νAMµ + gAOµ f

M
OKA

K
ν )f IMNΛN = gFM

µν f
I
MNΛN , (7.8)

o, en notación de corchetes:

δF I
µν = g[Fµν ,Λ]I . (7.9)

Usando (7.9) se simplifica el cálculo de (7.3), pues permite escribir esta expresión

de la siguiente manera:
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δ(−1

4
F I
µνF

µνJφK)CIJK = −[
1

2
(gFM

µν f
I
MNΛN)F µνJ · φK

+
1

4
F I
µνF

µνJ(−gΛLfKLOφ
O)]CIJK . (7.10)

Simplificando (7.10) se obtiene

δ(−1

4
F I
µνF

µνJφK)CIJK = −g
2
FM
µνF

µνJΛNφK(2f IMNCIJK − f INKCMJI), (7.11)

expresión que se anula si reescribimos, considerando la simetŕıa en los ı́ndices MJ ,

el paréntesis del lado derecho de (7.11) de la forma

2f IMNCIJK − f INKCMJI = 2(
f IMNCIJK + f IJNCIMK

2
)− f INKCMJI (7.12)

= −f INMCJKI − f INJCKMI − f INKCMJI

= −f IN(MCJK)I = 0,

y donde, además, se ha reorganizado los ı́ndices considerando que los CIJK son

simétricos y los f IJK antisimétricos.

7.1.2. Término tipo Klein-Gordon (no abeliano)

Una vez comprobado que la variación del término tipo Maxwell es nula, centremos

el estudio a la siguiente expresión:
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δ(
1

2
DγφIDγφJφK) · CIJK . (7.13)

De igual forma, y para simplificar, debemos desarrollar primero δ(DγφI):

δ(DγφI) = δ(∂γφ
I + gAJγf

I
JKφ

K); (7.14)

aplicando la δ a cada miembro de la ecuación, sustituyendo δφ = −gΛMf IMNφ
N ,

δAIµ = ∂µΛI + gAJµf
I
JKΛK y reorganizando términos se obtiene que

δ(DγφI) = −gΛJf IJKDγφK . (7.15)

Con este resultado podemos analizar (7.13). Escribimos:

δ(
1

2
DγφIDγφJφK) · CIJK = −gΛOf IOPφ

P (DγφJ) · φKCIJK (7.16)

−1

2
DγφIDγφJ · (gΛNfKNMφ

N)CIJK ,

expresión que al ser reorganizada y tratada de forma similar a (7.12) se expresa como

− g

2
ΛOφKDγφJDγφP (2f IOPCIJK + f IOKCPJI) = −g

2
ΛOφKDγφJDγφPf IO(PCJK)I = 0

(7.17)

Nuevamente se observa que la simetŕıa se cumple término a término debido a

(7.2), lo cual era de esperarse. A continuación veamos cómo se manifiesta la simetŕıa

en la acción compactificada.
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7.2. Compactificación de la acción no abeliana.

Tomemos pues la acción y compactifiquemos sobre un ćırculo de rario R.

En su forma general, la acción D = 4+1 se escribe:

L5 = −1

4
F I
M̂N̂

F M̂N̂JφKCIJK −
1

2
DĜφ

IDĜφJφKCIJK , (7.18)

donde los letras latinas en mayúsculas con acento circunflejo representan los ı́ndices

espaciales que cumplen: M̂ = 0, 1, 2, 3, 4, mientras que la letras latinas mayúsculas

son los ı́ndices del grupo.

Tal como puede observarse, la notación es complicada, poco práctica y confusa;

por lo que será necesario adoptar la siguiente convención:

1. Se usarán los caracteres griegos en minúscula para denotar los ı́ndices es-

paciales pero en una dimensión menos; es decir: µ = 0, 1, 2, 3, por lo que

será necesario reescribir cada término de la acción 5D como la suma expĺıci-

ta de una parte 4D más la dimensión faltante. Es decir, si tomamos, por

ejemplo, el término de Yang-Mills, debemos escribir −1
4
F I
M̂N̂

F M̂N̂JφKCIJK =

−1
4
(F I

µνF
µνJ + 2F I

µ4F
µ4J)φKCIJK , de la misma forma que se trató la ecuación

(6.11) para expresarla como la (6.12).

2. Las letras latinas en mayúsculas denotarán los ı́ndices del grupo: I = 0, 1, 2, 3....
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3. Las letras latinas en minúscula y entre paréntesis (n) se usarán para la suma-

toria de la expansión en serie del campo en la dimensión espacial y.

7.2.1. Término tipo Yang-Mills

De acuerdo a lo anterior este término se escribe:

L5(M) = −1

4
(F I

µνF
µνJ + 2F I

µ4F
µ4J)φKCIJK (7.19)

Siguiendo el mismo procedimiento aplicado en el caṕıtulo 4, se propone la ex-

pansión de los campos aprovechando la naturaleza periódica en y de la siguiente

manera:

AIµ =
∞∑

n=−∞
A(n)I
µ e

iny
R | φI =

∞∑
n=−∞

φI(n)e
iny
R (7.20)

Sin embargo, y para simplificar los cálculos, se puede expandir de la misma forma

el tensor Fµν en términos de los coeficientes F (n)I
µν :

F I
µν =

∞∑
n=−∞

F (n)I
µν e

iny
R , (7.21)

donde F (n)I
µν están bien determinados gracias a las propiedades de las sumatorias al

sustituir los campos AIµ por sus respectivas expansiones en la definición del tensor

F I
µν .

Por otro lado, recordando que ∂4Aµ = ∂yAµ, la expansión del término F I
µ4 se

escribe:
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F I
µ4 =

∞∑
n=−∞

(∂µA
(n)I
4 − in

R
A

(n)I
4 )e

iny
R + g

∞∑
n=−∞

∞∑
m=−∞

[A(n)
µ , A

(m)
4 ]Ie

i(n+m)y
R . (7.22)

Aśı, sustituyendo (7.20), (7.21) y (7.22) en (7.19), integrando en y y truncando la

sumatoria hasta los modos cero, se puede escribir finalmente el término tipo maxwell

reducido:

S(0)
4(M) =

∫
d4x− 2πR{1

4
F (0)IµνF (0)µνJ + (7.23)

1

2
(∂µA

(0)I
4 + g[A(0)

µ , A
(0)
4 ]I)(∂µA4J

(0) + g[Aµ(0), A
4
(0)]

J)}φK(0)CIJK ,

en cuyo último término se reconoce la expresión ∂µA
(0)I
4 + g[A(0)

µ , A
(0)
4 ]I como una

derivada covariante, y aśı

S(0)
4(M) =

∫
d4x− 2πR{1

4
F (0)I
µν F µνJ

(0) +
1

2
DµA(0)I

4 DµA4J
(0)}φ(0)KCIJK . (7.24)

7.2.2. Término de Klein-Gordon (no abeliano)

De la misma forma podemos escribir el término tipo Klein-Gordon (K-G):

L5(K−G) = −1

2
{DµφIDµφJ +D4φ

ID4φJ}φKCIJK ; (7.25)

donde la expansión de los campos viene dada según las expresiones (6.13) y la deri-

vada covariante se escribe:



48 Caṕıtulo 7. Compactificación y simetŕıa de calibre de la acción no abeliana.

DµφI = ∂µφ
I + g[Aµ, φ]I | D4φ

I = ∂4φ
I + g[A4, φ]I . (7.26)

Sustituyendo (7.20) en (7.26) y organizando términos obtenemos la expansión de

dichas derivadas. Escribamos expĺıcitamente el término D4φ
I :

D4φ
I =

∑
n

in

R
φ(n)Ie

in
R + g

∑
n

∑
m

[A
(n)
4 , φ(m)]Ie

i(n+m)y
R . (7.27)

Aśı, sustituyendo todo en (7.25),integrando en y, reorganizando y tomando sólo los

modos cero, finalmente se tiene:

S4(K−G) = −
∫
d4xπR{Dµφ(0)IDµφ(0)JφkCIJK (7.28)

+g2[A
(0)
4 , φ(0)]I [A4

(0), φ(0)]JφKCIJK}

7.2.3. Definición del campo escalar complejo “z”

Una forma interesante de escribir la acción completa es haciendo uso de la defini-

ción de un campo complejo que reúna ambos campos escalares (A
(0)
4 y φ(0)); de esta

forma se construye un nuevo campo escalar z. Escribamos entonces dicho escalar de

la siguiente manera:

z = φ(0) + iϕ; (7.29)

el campo φ(0) es el mismo que aparece en la expresión (7.28); solamente se ha rede-

finido A
(0)
4 ≡ iϕ. Aśı, es fácil verificar que



7.3. Simetŕıa de la acción compactificada 49

[z, z∗] = 2i[φ(0), ϕ]; (7.30)

y, por otro lado

Dµφ(0)Dµφ(0) +DµA(0)
4 DµA

(0)
4 = DµzDµz∗, (7.31)

con lo cual (7.24) y (7.28) pueden reescribirse en una sola expresión (S4(M)+S4(K−G))

de la siguiente manera:

S(0)
4 =

∫
d4xπR{−1

4
F (0)I
µν F µνJ

(0) (z + z∗)KCIJK −
1

2
DµzIDµz∗J(z + z∗)KCIJK

−g
2

8
[z, z∗]I [z, z∗]J(z + z∗)KCIJK} (7.32)

Ahora sólo resta verificar la simetŕıa de calibre de (7.32).

7.3. Simetŕıa de la acción compactificada

La acción (7.32) resulta interesante por dos razones fundamentales: el campo

escalar z que conserva los φ(0) originales más los A
(0)
4 que provienen de la compactifi-

cación y, en segundo lugar, el término de potencial cuártico ([z, z∗]2) que también es

una manifestación de la compactificación de la acción no abeliana. A estas alturas,

comprobar la simetŕıa de calibre resulta casi trivial para los dos primeros miembros

de la acción, pues la relación (7.2) sigue siendo válida sin importar la dimensión de

la teoŕıa. Esto es, calcular las variaciones de los términos −1
4
F (0)I
µν F µνJ

(0) (z+z∗)KCIJK

y −1
2
DµzIDµz∗J(z + z∗)KCIJK resulta en un cálculo prácticamente idéntico a los
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realizados para las expresiones (7.3) y (7.13), con la única sutileza de observar que

los campos A
(0)I
4 transforman como un campo escalar por la siguiente razon: la trans-

formación del AI4 vendŕıa dada, según la expresión (7.33) por:

δAI4 = ∂4ΛI + g[A4,Λ]I , (7.33)

pero al expandir los campos según la relación (6.13) y (6.17), la transformación queda

expresada en términos de una sumatoria que, al ser limitada únicamente a los modos

n = 0, el término ∂4ΛI (donde ∂4 = ∂y) desaparece porque es proporcional a n; de

manera que sólo queda el término g[A
(0)
4 ,Λ(0)]

I y aśı se tiene:

δA
(0)I
4 = g[A

(0)
4 ,Λ(0)]

I , (7.34)

ecuación que, al reescribirse como

δA
(0)I
4 = −g[Λ(0), A

(0)
4 ]I , (7.35)

la reconocemos como la trasformación de un campo escalar dada por la expresión

(5.5). Es importante señalar que para n 6= 0, (7.35) no es cierta.

Ahora bien, el nuevo término que aparece debido a la reducción dimensional es:

− g2

8
[z, z∗]I [z, z∗]J(z + z∗)KCIJK , (7.36)

La simetŕıa de calibre de (7.36) se comprueba fácilmente si se tiene en cuenta que

el campo complejo z transforma de la siguiente manera:
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δz = −g[Λ, z], (7.37)

lo que es fácil de ver, y si, por otro lado, recordamos la relación (7.2). Esto es, calcular

δ(−g2

8
[z, z∗]I [z, z∗]J(z + z∗)KCIJK) nos conduce a lo siguiente:

=
g

16
[z, z?]I [z, z?]MΛB(z + z?)K{2fJBMCIKJ + fJBKCMIJ}, (7.38)

donde rápidamente observamos que (7.38) es simétrica en los ı́ndices MI, lo que

permite reescribir el primer término dentro de las llaves (y teniendo en cuenta que

el tensor CIJK es simétrico en todos sus ı́ndices) como:

2fJBMCIKJ = 2 · f
J
BMCIKJ + fJBICMKJ

2
= fJBMCIKJ + fJBICKMJ , (7.39)

para finalmente obtener:

g

16
[z, z?]I [z, z?]MΛB(z + z?)K{fJBMCIKJ + fJBICKMJ + fJBKCMIJ} = 0, (7.40)

gracias a (7.2)

Este resultado era de esperarse, pues los demás términos de la acción (7.32) tienen

simetŕıas de calibre por si sólos, lo que deja como única opción la ecuación (7.40)

para garantizar la simetŕıa de calibre de la acción.
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Chern-Simons no abeliano en D=5

8.1. Definición

El estudio de la simetŕıa de calibre del término de Chern-Simons (CH-S) no abe-

liano puede ser complicado cuando se realiza de la forma en la que se ha trabajado

hasta ahora. Si bien es cierto que el término por definición tiene simetŕıas de calibre,

realizar el análisis anteriormente hecho sobre los términos de Yang-Mills y Klein-

Gordon puede no ser la forma más conveniente de estudiar CH-S, sobretodo cuando

se estudia la compactificación, pues se obtienen términos que no son directamen-

te identificables como divergencias o alguna otra forma que garantice la simetŕıa.

Además, el álgebra puede ser tediosa y poco elegante. Aśı pues, realizaremos dicho

estudio a partir de un enfoque desde la definición de Chern-Simons.

En D = 3 , por ejemplo, el término de Chern-Simons K se puede construir a

partir de la siguiente 4-forma:

P = Tr[F ∧ F ], (8.1)
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donde se ha introducido el producto wedge que, por definición, permite escribir de

forma compacta la expresión:

AµAν(dx
µ ⊗ dxν − dxν ⊗ dxµ) = AµAνdx

µ ∧ dxν = A ∧ A. (8.2)

Ahora bien, (8.1) es invariante de calibre bajo las transformaciones [9]:

A→ A′ = g−1Ag + g−1dg (8.3)

y

F → F ′ = g−1Fg, (8.4)

y donde F = dA+ A ∧ A

Aśı, como dP = 0, es decir, (8.1) es cerrada; haciendo uso del lema de Poin-

caré podemos escribir P como la derivada exterior de K:

P = dK, (8.5)

siempre que se cumpla, por supuesto, las condiciones del lema; esto es: si una vecindad

U de puntos pertenecientes a la variedad M se pueden contraer en un punto p0 ∈M

[5]; o dicho de otra forma: si todos los puntos de la subvariedad están contenidos en

M y la topoloǵıa es sencilla.

De (8.1) y (8.5) se puede escribir entonces:

Tr[F ∧ F ] = dK, (8.6)
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En general, el término de Chern-Simons es la (2n−1)-forma cuya derivada exterior

es la traza de la 2n-forma

n−veces︷ ︸︸ ︷
F ∧ F ∧ F ∧ F... ∧ F . (8.7)

En 3D, por ejemplo, la 3-forma K se puede escribir:

K3 = Tr[A ∧ dA+
2

3
A ∧ A ∧ A], (8.8)

y en 5D se tiene:

K5 = Tr[A ∧ F ∧ F − A ∧ A ∧ A ∧ F +
3

5
A ∧ A ∧ A ∧ A ∧ A], (8.9)

ya que, en efecto, se puede comprobar:

tr[F ∧ F ∧ F ] = dTr(A ∧ F ∧ F − A ∧ A ∧ A ∧ F +
3

5
A5). (8.10)

Al integrar (8.10) en un espacio 6-dimensional Ω6 se obtiene:

∫
Ω6
tr[F ∧ F ∧ F ] =

∫
Ω6
dTr(A ∧ F ∧ F − A ∧ A ∧ A ∧ F +

3

5
A5), (8.11)

donde Ω6 debe tomarse como el semi-volumen xµ ε R6 | x5 ≥ 0, a fin de poder

tomar el plano x5 = 0 como frontera.

Aśı, utilizando el teorema de Stokes, es decir, evaluando el flujo deK en la frontera

de Ω6, la ecuación (8.11) puede reescribirse:
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∫
Ω6
tr[F ∧ F ∧ F ] =

∫
∂Ω6

Tr(A ∧ F ∧ F − A ∧ A ∧ A ∧ F +
3

5
A5). (8.12)

Figura 8.1: Definimos ∂Ω6 como la frontera del 6-espacio Ω6

Ahora bien, como se ha dicho, el término de la izquerda es invariante de calibre

ante las transformaciones (8.3 ) y (8.4), gracias a la propiedad ćıclica de la traza[9];

por tanto, la igualdad garantiza que el término de la derecha también lo es. Aśı, por

definición, la acción de Chern-Simons tiene simetŕıa de calibre.

8.2. Compactificación

Bajo esta premisa, el estudio de la compactificación se enfoca en evaluar la ecua-

ción (8.12) al hacer la reducción dimensional del integrando de ambos miembros de

la ecuación y ver si la igualdad se conserva, lo cual es no trivial.
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Esquemáticamente esto se resume como sigue:

∫
Ω6
P6 =

∫
∂Ω6
K5

Reduc. ↓ ↓ (8.13)∫
Ω5
P5 =

∫
∂Ω5
K4

donde P6 = tr[F ∧ F ∧ F ] y P5 su reducción dimensional.

En efecto, al compactificar la 5-forma K5 en la dirección x4 (ver figura 8.2) se

expresa como:

K4 = Tr[2dϕ ∧ dA ∧ A+ ϕdA ∧ dA+ dϕ ∧ A3 + 3ϕdA ∧ A2 + 3ϕA4], (8.14)

donde ϕ es el campo escalar A
(0)
4 que resulta de la compactificación y los vectores A

son los modos cero A(0) que quedan al restringir la sumatoria.

Figura 8.2: Tomamos x4 como la dimensión compacta
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Por otro lado, al reducir dimensionalmente la 6-forma F ∧ F ∧ F se obtiene:

3dϕ∧dA∧dA+6dϕ∧dA∧A∧A+6ϕdA∧dA∧A+3dϕ∧A4 +12ϕdA∧A3, (8.15)

o de manera más compacta y definiendo la cantidad P5 podemos escribir:

P5 = 3tr[dϕ ∧ F ∧ F + 2ϕF ∧ A ∧ dA+ 2ϕdA ∧ A3] (8.16)

Luego, es fácil comprobar que la derivada exterior de K4 es exactamente igual

a (8.16). Es decir, al compactificar, la igualdad 3tr[dϕ ∧ F ∧ F + 2ϕF ∧ A ∧ dA +

2ϕdA ∧ A3] = dK4 sigue siendo válida y por ende

3
∫

Ω5
tr[dϕ ∧ F ∧ F + 2ϕF ∧ A ∧ dA+ 2ϕdA ∧ A3] =

∫
∂Ω5
K4 (8.17)

es cierta.

Ahora bien, comprobar la simetŕıa de calibre de (8.17) nuevamente se reduce a

comprobar que el lado izquierdo de la ecuación es invariante de calibre. En D = 3, por

ejemplo, esto se ilustra de la siguiente manera: La cantidad Tr[F ∧ F ] es invariante

bajo la transformación g−1Fg y gracias a la propiedad ćıclica de la traza. Ahora, su

reducción dimensional Tr[F∧F ]→ Tr[dφ∧F ] es invariante bajo las transformaciones

dφ′ = g−1dφg y F ′ = g−1Fg, con lo que es posible escribir Tr[dφ′ ∧F ′] = Tr[dφ∧F ]

nuevamente usando la propiedad ćıclica de la traza. Esto garantiza que la reducción

dimensional de Chern-Simons 3D sea simétrico también. Sin embargo, realizar el

análisis de la compactificación de Chern-Simos 5D es mucho más compleja, toda vez

que, al aplicar las tranformaciones φ→ φ′, dφ→ dφ′, A→ A′ y F → F ′ al término
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P5, se obtiene en efecto P5 más términos que pueden escribirse com la derivada

exterior de la traza de un polinomio de grado 5 en φA y g−1dg y otro término que

es proporcional a un polinomio de grado 5 de g−1dg que dependen de la topoloǵıa

de la variedad compactificada. Por lo tanto, la simetŕıa de calibre de término de

Chern-Simons K5 y, por ende, de su compactificación K4, está garantizada por las

condiciones topológicas del lema de Poincaré, pues gracias a éste las igualdades (8.12)

se cumplen. Sin embargo, en general, si la topoǵıa es complicada, el término de Chern-

Simons no tiene simetŕıa de calibre. Veamos, por ejemplo, la expresión general para

el término de Chern-Simons de dimensiones 2n − 1 al aplicar las transformaciones

(A→ A′) a los campos del mismo [9]:

∫
M
K2n−1(A′) =

∫
M
K2n−1(A)+

∫
∂M

β+(−1)n−1n!(n− 1)!

(2n− 1)!

∫
M

[(g−1dg)2n−1], (8.18)

donde β es una función de A y depende de g como combinaciones de g−1dg. La

ecuación (8.18) ilustra como la transformación del término de Chern-Simons conduce

a una expresión que no satisface la condición de simetŕıa, pues de otra forma las

integrales proporcionales a β y g−1dg no apareceŕıan en la ecuación. Sin embargo,

si las condiciones en la frontera de M son las adecuadas y si la topoloǵıa es trivial,

entonces la integral proporcional a β se anula y la última, que son los winding

numbers o números de enrollamiento del mapa g : M → G, garantizan la

simetŕıa de calibre sólo si dichos números son cero.
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Caṕıtulo 9

Conclusiones

9.1. Análisis de la acción abeliana

La verificación de que, en efecto, la acción abeliana en 5 dimensiones tiene si-

metŕıas de calibre es bastante trivial. Término a término se obtuvo la variación de

la misma de la siguiente manera:

δ(
1

2
F µνFµν · φ) = 0

δ(
1

2
∂γφ∂

γφ · φ) = 0

δ(εµνλρσAµFνλFρσ) = ∂µ(εµνλρσΛFνλFρσ),

con lo cual la transformación de L5 es simplemente una divergencia heredada del

término de Chern-Simons que no cambia las ecuaciones de movimiento. Sin embar-

go, el problema de interés se centra en el estudio de la acción compactificada (6.14),

en este caso, la reducción dimensional del término de Chern-Simons deja como re-
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manente en la acción 4D (si bien no existe C-S en dimensiones pares) dos términos

que a primera vista lucen algo exóticos, pero en realidad son bien conocidos (6.19):

en primer lugar, un término tipo A4F̃F cuya variación δ(A4F̃F ) = 0 se ve de forma

inmediata, pues

δA
(0)
4 = 0

δ(F
(0)
νλ F

(0)
ρσ ) = 2(∂ν∂λΛ

(0) − ∂λ∂νΛ(0))F (0)
ρσ = 0,

y en segundo lugar una divergencia

∂ρ(A
(0)
ν F

(0)
λρ A

(0)
4 )

cuya presencia, como se ha dicho, no altera la f́ısica. El campo no masivo A
(0)
4 que

aparece en la acción reducida, producto de la compactificación, transforma como un

campo escalar (ver sección 7.3)

δA
(0)
4 = −g[Λ(0), A

(0)
4 ],

que en este caso es nulo (δA
(0)
4 = 0) por ser abeliano y su presencia no altera la

simetŕıa de calibre. Luego

δ(
1

2
∂µA

(0)
4 ∂µA4

(0) · φ) = 0
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y, por último,

δ(
1

4
F (0)
µν F

µν
(0) · φ

(0)) = 0

δ(
1

2
∂αφ

(0)∂αφ(0) · φ(0)) = 0

Aśı, pues, la acción abeliana compactificada (6.14) conserva la invariancia de

gauge también de una forma bastante simple.

9.2. Análisis de la acción no abeliana

Por otro lado, se esperaba que la acción no abeliana aportara algo más de riqueza

al estudio; y en efecto, la reducción dimensional de dicha acción se expresa como

un vector acoplado a un campo escalar complejo z no masivo que se define como la

combinación de los campos φ y los A
(0)
4 que surgen de la compactificación. Por otro

lado la acción reducida contiene un potencial cuártico que se escribe

−g
2

8
[z, z∗]I [z, z∗]J(z + z∗)KCIJK

y que, como se dijo en el caṕıtulo 7, es invariante de gauge por si solo (ver 7.40) pues

tanto Yang-Mills como Klein-Gordon también lo son individualmente. En términos

generales se tiene un resultado no trivial que implica la necesidad de incluir en

la acción el término del potencial debido a criterios de simetŕıa; es decir, la acción

general debe contener todos los términos posibles que preservan la simetŕıa de calibre.
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En resumidas cuentas podemos ver cómo se efectuó la verificación de la simetŕıa

de calibre de la acción no abeliana :

Para la acción 5D se verifica

δ(−1

4
F I
µνF

µνJφK)CIJK =
g

2
FM
µνF

µνJΛNφKf IN(MCJK)I = 0

δ(
1

2
DγφIDγφJφK) = −g

2
ΛOφKDγφJDγφPf IO(PCJK)I = 0

gracias a la condición fKM(LCIJ)K = 0 la cual, además, se cumple independientemente

de la dimensión de la acción; por lo tanto, para la acción compactificada (7.32)

también se puede escribir:

δ(−1

4
F (0)I
µν F µνJ

(0) (z + z∗)KCIJK) = 0

δ(−1

2
DµzIDµz∗J(z + z∗)KCIJK) = 0,

y finalmente, la variación del potencial que se escribe (7.40):

g

16
[z, z?]I [z, z?]MΛB(z + z?)K{fJBMCIKJ + fJBICKMJ + fJBKCMIJ} = 0,

donde el campo z trasforma de la siguiente manera:

δzI = −g[Λ, z]I .
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9.3. Análisis de Chern-Simons no abeliano

Es claro que la ecuación:

∫
Ω6
tr[F ∧ F ∧ F ] =

∫
∂Ω6

(A ∧ F ∧ F − A ∧ A ∧ A ∧ F +
3

5
A5), (9.1)

implica la simetŕıa de calibre de Chern-Simons en D = 5, pues tr[F ∧F ∧F ] es inva-

riante de calibre ante las trasformaciones (8.3) y (8.4). De igual forma, la reducción

dimensional:

3
∫

Ω5
tr[dϕ ∧ F ∧ F + 2ϕF ∧ A ∧ dA+ 2ϕdA ∧ A3] =

∫
∂Ω5
K4, (9.2)

tiene simetŕıa de calibre ya que al compactificar, la igualdad P5 = dK4 sigue sien-

do válida y por ende (9.2) también. Sin embargo, aqúı es interesante notar que la

simetŕıa de calibre del término del Chern-Simons y su compactificación están con-

dicionados por la topoloǵıa de la variedad, pues el lema de Poincaré aśı lo requiere

y, en general, Chern-Simons no conmutativo no tendrá simetŕıa de calibre sino para

ciertos valores discretos que dependen de los números de enrollamiento.

Aśı, mientras Chern-Simos conmutativo es simétrico ante estas transformacio-

nes locales sin restricción alguna, el término no abeliano requiere de una condición

topológica para cumplir con la simetŕıa de calibre.
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Apéndice A

Tablas Resumen

A continuación se presenta unas tablas donde se presenta un resumen del conte-

nido tratados desde el caṕıtulo 5 al cṕıtulo 7:

Cuadro A.1: Resumen acción abeliana. M = 0, 1, 2, 3, 4. y µ = 0, 1, 2, 3.

Abeliana Yang-Mills Klein-Gord. Chern-Simons Vector Escalar

Acción 5D 1
4F

MNFMNφ
1
2∂Gφ∂

Gφφ εMNLRSAMFNLFRS AM φ
Transfor. δ = 0 δ = 0 δ = Div δ = ∂MΛ δ = 0

Acción 4D 1
4F

(0)
µν F

µν
(0)φ

(0) 1
2∂αφ

(0)∂αφ(0)φ(0) εµνλρσA
(0)
4 F

(0)
νλ F

(0)
ρσ A

(0)
µ φ(0)

1
2∂αA

(0)
4 ∂αA4

(0)φ
(0) y A

(0)
4

Transfor. δ = 0 δ = 0 δ = 0 δ = ∂µΛ(0) δ = 0

Cuadro A.2: Resumen acción no abeliana. M̂ = 0, 1, 2, 3, 4; µ = 0, 1, 2, 3; e I = 1, 2, 3...n.

No Abeliana Yang-Mills Klein-Gord. Potencial Vector Escalar

Acción 5D 1
4F

I
M̂N̂

F M̂N̂JφK 1
2DĜφ

IDĜφJφK AI
M̂

φ
Transfor. δ = 0 δ = 0 —– δ = ∂M̂ΛI δ =

+g[AM̂ ,Λ]I −g[Λ, φ]I

Acción 4D 1
4F

(0)I
µν FµνJ(0) z+K 1

2Dµz
IDµz∗Jz+K g2

8 [z, z∗]2z+K A
(0)I
µ zI

Transfor. δ = 0 δ = 0 δ = 0 δ = ∂µΛI δ =
+g[A

(0)
µ ,Λ]I −g[Λ, z]I

NOTA: en el cuadro A.2 todos los términos de la acción deben ser multiplicados por CIJK y,

por otro lado, se ha escrito (z + z∗)K como z+K por razones de espacio.
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