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Resumen

Nos interesa el estudio de la reduccion dimensional de una accién que consiste en
el sector bosénico de un multiplete vectorial con supersimetria NV =1, en D = 4+1,
abeliana v no abeliana . Dicha accion cuenta con un término tipo Yang-Mills, otro
tipo Klein-Gordon y Chern-Simons acoplados a un campo escalar ¢ (ver ecu. .
La idea es compactificar y expresar dicha accién en D = 3 + 1 a través del método
de Kaluza-Klein. Se hace particular énfasis en la forma en la que se manifiesta la
simetria de calibre en ambos casos (abeliano y no abeliano), donde se observa que la
nvariancia de calibre se preserva de una forma sencilla a pesar de la presencia del
término de Chern-Simons y de la apariciéon de nuevos campos escalares no masivos
(Aflo)l) que son producto de la compactificacion. En el caso no abeliano aparece,
ademds, un término de potencial cudrtico ¢*/8|z, 2*][z, 2*]/ 2K Crx, donde 2! es un
campo escalar complejo definido como: 2! = ¢! + iAL(LO)I. Este potencial preserva la
invariancia de calibre y debe ser considerado en la accién por criterios de simetria

que permiten generalizarla incluyendo aquellos términos que conservan la simetria

de calibre.
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Capitulo 1

Introduccion

La reduccion dimensional o compactificacion de una teoria permite el estudio de
la misma en dimensiones inferiores. Por ejemplo, si se parte de la idea de Kaluza-
Klein, la compactificacion de la gravitacién en D = 5 sobre un circulo de radio R
genera como resultado una teoria 4D, pero con la aparicion de un campo vectorial
extra que puede interpretarse como un fotén. Este tipo de riqueza es, en parte, lo
que hace de la reduccion dimensional una técnica matematica interesante, sobre todo
para aquellas teorias que requieren de la existencia de dimensiones adicionales a las

3+1 habituales. En el capitulo 4 se explorard sobre la técnica a lo Kaluza-Klein.

Por otro lado, son de particular interés aquellas teorias que poseen en su estruc-
tura algunas simetrias peculiares; estas son: las simetrias de calibre o invariancias de
gauge. Estos sistemas son ampliamente estudiados en teoria de campos ya que, segin
el teorema de Nother, las simetrias implican la conservacion de la carga del campo en
cuestion. Dichos sistemas son también llamados singulares, pues el determinante de
la matriz hessiana del lagrangiano es nulo y, por tanto, las velocidades y posiciones

no estan univocamente determinadas como unas en funcién de las otras. El capitulo
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2 esta destinado a un corto repaso de estos sistemas, asi como también se hard una
breve introducciéon al método de Dirac para tratarlos. El capitulo 3 dedica un espa-
cio a algunos ejemplos de sistemas singulares tales como: la particula relativista, la
particula no relativista y el campo de Maxwell -entre otros- asi como también el uso

del método de Dirac.

A partir del capitulo 5 en adelante, el estudio se enfocard, entonces, en la com-
pactificacién de una accion 5D que consiste en un campo vectorial acoplado a un
campo escalar y un término de Chern-Simons. La accién, en su forma general no

abeliana, es la siguiente:

Ls = —iF,fVFWJCbKCUK — ;D7¢ID7¢J¢KCIJK (1.1)
_Qtlgumvaﬁ(FjAF,fj + ;g[A,,, AA]JF[fj + 11092[AV, A\[A,, A ) Ok

Esta representa el sector bosonico de un multiplete vectorial D = 5 mucho mas
general (ver ecuacién, con supersimetria N = 1. Por ser una teoria 5D, los indices
espaciales cumplen: = 0,1, 2, 3, 4; y los indices del grupo de calibre I = 1,2, 3, ..., n,
donde n es la dimension del grupo. Los dos primeros miembros de la expresion
(1.1 son los términos de Yang-Mills y Klein-Gordon respectivamente, acoplados a
un campo escalar; el iltimo término es Chern-Simons en D = 5. En particular,
este trabajo se enfocara en la reduccién dimensional de dicha accién (abeliana y no
abeliana), con el fin de verificar y estudiar la forma en la que la simetria de calibre

se manifiesta en la teoria 4D. También se dedicara un capitulo especial al estudio

del término de Chern-Simons (capitulo 8) donde se discute, a partir de la definicién



de dicho término y el teorema de Stokes, la simetria de calibre del mismo y de su

compactificacion.

Como es usual en teorias de campos, las unidades elegidas para trabajar las
ecuaciones son las unidades naturales; esto es, se toma la velocidad de la luz y la
constante de Planck como unitarias y adimensionales (¢ = h = 1), lo que trae como

consecuencia las siguientes equivalencias entre unidades:

= De la velocidad de la luz (¢) adimensional se deduce la equivalencia entre las
unidades de longitud y tiempo, esto es: [L]=[T]; por lo que las distancias se

pueden medir en segundos (1s = 3 - 10%m/c).

= Por otro lado, la constante de Planck adimensional implica una equivalencia
entre las unidades de energia y el inverso del tiempo, es decir, la energia se
expresa como [T]7! o, lo que es igual, como inverso de longitud ([L]7!).

2 si ¢ es adimensional, las

= Por ultimo, de la ecuacion de Einstein, £ = m - ¢
unidades de masa y energia son equivalentes; es decir [E] = [M] y asi las masas

también se expresan como [L]7'.

Esto 1ltimo es importante pues, producto de la reduccién dimensional, aparecen
en la teorfa campos con masas del orden de [R] ™! (donde R es el radio de la dimensién
compacta) las cuales son extremadamente grandes para ser medidas, ya que R es del
orden de la longitud de Planck y asi, las masas pueden ser tan grandes como 10
GeV 6 10'® TeV, es decir, dieciséis 6rdenes de magnitud superiores a los medibles

con el mayor colisionador de particulas existentes hoy en dia: el LHC (7 TeV).
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Es importante, ademas, senalar que en algunas ocasiones sera necesario redefinir
la notacion utilizada para tratar las ecuaciones, pues no siempre el sistema elegido
se ajusta comodamente a las necesidades; sin embargo, en cada capitulo se adver-
tirda oportunamente al lector a fin de evitar inconvenientes con la lectura de las

ecuaciones y su posible interpretacion.



Capitulo 2

Sistemas singulares.

En este capitulo se harda un bosquejo general de los llamados sistemas singulares,
los cuales, tal como veremos, son sistemas con vinculos y ademads estdn asociados a

las simetrias de calibre.

Un buen punto de partida para el analisis lo encontramos en el formalismo lagran-
giano, el cual servird de base para hacer posteriormente la transicién a la definicion

Hamiltoniana. Asi, partimos de la accién [4]

g — /dtc(pf,q‘i), (2.1)

donde p', ¢ son las variables dindmicas y L(p’, ") es el lagrangiano. Las ecuaciones

de movimiento son:

doL oL
dtdq g’

(2.2)

Desarrollando la derivada total con respecto al tiempo y reorganizando términos se

tiene:
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oc ., oL oL

J —

_ 0k O
0¢o¢ " " og ~ agog T (23)

ecuacion que se puede escribir de la siguiente manera:

oL S _ 0L 9L 4
con sz — 3¢i0¢i y ICZ — 3¢ quaqjq .

Visto de esta forma, podemos analizar lo siguiente[8]: si la matriz M,; es tal que
su determinante es distinto cero, esto es, si det(M) # 0, entonces las aceleraciones
estan univocamente determinadas como funcion de las ¢'s y ¢'s, debido a que M es

invertible y se puede escribir

i = (M™YK,. (2.5)

Por el contrario, si el determinante de la matriz M es cero (det M = 0), entonces
las soluciones para la expresion ([2.5)) son ambiguas, por lo que las aceleraciones no
estan univocamente determinadas y en general las soluciones de las ecuaciones de
movimiento podrian contener funciones arbitrarias del tiempo. Asi pues, aquellos

sistemas que cumplen con esta condicion se llaman sistemas singulares.

Ahora bien, el paso al formalismo Hamiltoniano se obtiene al definir la variable

canonica

Pi = 55 (2.6)

q’L

y el Hamiltoniano se escribe como:
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H=ip—L

Gi=d(q,p) - (2.7)

Sin embargo, esta expresion representa un problema para los sistemas singulares,
pues no todas las velocidades pueden escribirse en términos de las posiciones y los
momenta. Asi, surge la necesidad de buscar un método que permita el tratamiento

de estos sistemas.

2.1. Método de Dirac.

El hecho de que la matriz M tenga por determinante cero, implica que existe un
numero de filas o columnas que no son linealmente independientes. Dicho de otra
manera: sea la matriz M;;, con ¢ = 1,2...N. El maximo nimero de filas o columnas
que son linealmente independientes viene dado[8] por : rankM;; = n, donde n < N.
Llamemos m al nuimero de filas o columnas que no son linealmente idependientes
(N —n) de esa misma matriz. Desde este punto de vista y usando la definicién

podemos escribir:

pi = g; | 1=1,2,..,n (2.8)

Yy
pjzgq.cj | j=n+1,.,N (2.9)
Debido a que el mnk(%) = n, podemos encontrar n velocidades en términos de

la ¢'s, p's v ¢'s restantes, esto es,
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oL i ong i j
pi=gn =4 =" pw,¢’) (2.10)
q
y de donde se puede escribir
oL
i — — =0 ; 2.11
Pi~ g (2.11)

por otro lado, sustituyendo (2.10]) en (2.9)) se tiene

oL oL
Pi = g = 4P =05 — 55 lizit =0 (2.12)

Es decir, aunque hay m variables que no pueden despejarse en términos de las ¢'s,
p's y ¢'s, existen unas relaciones ¢;(g, p); con j =1,...,m , que cumplen ¢;(q,p) =0
y, ademads, por inspeccion puede verse que hay una independencia explicita de las ¢'s
porque, de lo contrario, podria utilizarse para conseguir otras velocidades en

términos de las posiciones y momenta, lo cual es contrario a la suposicion inicial.

Las relaciones ¢;(q, p) se llaman vinculos primarios , y las ecuaciones ¢;(¢q,p) =0

son superficies implicitas que representan una subvariedad en el espacio de fase.

2.1.1. Hamiltoniano de un sistema singular.

Definimos, entonces, la densidad Hamiltoniana del sistema como la cantidad [2} 4]

H:qapa_ﬁ

or | (2.13)

Pi:afqi

Esta expresion es, por construccién, independiente de las velocidades (¢'s). Por

ser el sistema singular, el Hamiltoniano no estd univocamente determinado pues



2.1. Método de Dirac.

siempre se puede agregar funciones de p y ¢ sin que esto modifique el sistema. En

particular se puede escribir

Ho=H + No,(q,p),

donde los A, son multiplicadores de Lagrange.

Las ecuaciones de movimiento son:
. 0H, ) 0H,
 Op gyop dq

y si utilizamos la expresién (2.14]) tenemos

,_ O 09 s O 9%
q—ap—l—u ap y p= 24 uaq.

Se puede escribir, entonces, de forma general el Hamiltoniano total:

HT:H+uj¢j-

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

Ahora bien, los ¢,, son cantidades conservadas, entonces ¢; = 0. En términos de

corchetes de Poisson se escribe

{0j, Hr} =0,

lo cual puede reescribirse utilizando (2.17)) de la forma

{6, H} + v/ {¢;, 05} = 0.

(2.18)

(2.19)

De esta ecuacién se desprenden dos posibles situaciones interesantes: 1) que (2.19))
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se satisfaga exactamente o genere relaciones que son combinaciones lineales de los ¢,
en cuyo caso se dice que los vinculos estan completos; 2) que ([2.19) genere relaciones
que no son combinaciones lineales de los ¢;. En esta ultima situacién se tiene un

nuevo conjunto de vinculos x = 0 los cuales se denominan vinculos secundarios.

2.1.2. Vinculos de primera clase.

Definimos los vinculos de primera clase como aquellos que cumplen [2]

{0, 05} = Cli = 0 (2.20)

y, en general, cualquier variable dinamica g se definird de primera clase si

{9,0;} = Cjo = 0. (2.21)

2.2. Simetria de calibre.

Como se dijo al inicio del capitulo, los sistemas singulares estan estrechamente
ligados a las simetrias de calibre. Una forma interesante de ver esto es haciendo el

siguiente andlisis: [2]

Dada una variable dinamica g en general y de primera clase, cuyo valor inicial es

Jo, su valor en un &t se puede escribir:

9y = go+ got
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9 = 9o+ {9, Hr}ot (2.22)

gty = 9Go+ 6t({g, Ho} + uj{97 ¢i})-

Si tomamos ahora otro valor u” arbritrario, de manera que g5ty sea diferente,

podemos calcular Ags:

Agesey = ot(w! —u”){g, ¢;} (2.23)

Agery = €{g,¢;} con € =t(w! —u"). (2.24)

Asi podemos cambiar, por ejemplo, todas las variables del Hamiltoniano usando
la expresion y éste permanecera invariante, pues estos cambios consisten en
transformaciones locales cuyas funciones generadoras son los €/¢;. En otras palabras,
los vinculos de un sistema singular son las funciones generadoras de las transforma-

ciones de calibre; luego, un sistema singular tiene simetrias de calibre.






Capitulo 3

Ejemplos de sistemas singulares.

3.1. Particula relativista.

A continuacion estudiaremos algunos sistemas singulares a modo de ejemplo de

lo tratado en el capitulo anterior.

En primer lugar estudiaremos la particula relativista en D = 2 4 1, para la cual

tomaremos como densidad lagrangiana la siguiente expresién [3]:

L= —m(—iti,)?. (3.1)
Usando la ecuacién (2.6), podemos calcular el momento

T (3.2)

=m
py, (—[I.Zaj}a)%’

donde hemos supuesto p = 0, 1,2, y usamos la métrica definida como:

n = diag(—1,+1,+1). Por otro lado, calculamos la matriz

13
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oL dp m m -~
My = oo = =8 = —[ipd, — %] = M. (3.3)
0GH0q aq 72 2
Escribimos M, explicitamente:

.2 _l_ -2 . . . .
T X Lol oo

M= dygy @?—3% dydy |

Todp Tty B3 — 3?

matriz cuyo determinate, al ser desarrollado, se escribe:

det M = i (202 — 1% — 252 + i?) (3.4)
y se anula ya que: @2 = —20? + 212 + 252, Asi, pues, el sistema es singular y ademads
vemos que
Tz
Fp, = —m?=—E = —m?, 3.5
PPy o ; (3.5)

asi reconocemos de forma inmediata el vinculo

¢ = p'p,+m* =0. (3.6)

Luego, el calculo de la cantidad H, arroja: Ho = ¢'p; — £ = 0, por lo que el hamil-
toniano queda expresado en términos de puro vinculo:

Hr = Ho + ug = u(p® + m?). (3.7)

Una propiedad interesante de esta accién es que es invariante bajo reparametri-
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zaciones. Esto es, al redefinirla usando un parametro arbitrario ¢’ que, en este caso,
puede interpretarse como el tiempo propio de la particula, la forma de la accién no

cambia. Esto es: sea el parametro ¢’ funcién del tiempo como

t'= fu | fu diferenciable (3.8)
y, por otro lado, la transformacién de :c;L se escribe:

I dx/t _ dx#ﬂ

T T (3.9)
vemos que al sustituir x — 2’ en la integral
/—m(—j:"j:u)%dt, (3.10)
la accion es invariante pues, de igual forma, el diferencial dt cambia como
dt’ = Zdt, (3.11)

lo que conserva la expresion.

Asi, pues, una reparametrizaciéon en este caso es una transformacién local que
preserva la accion, y vemos que dichas reparametrizaciones son transformaciones
asociadas a las simetrias de calibre.

Esto supone que la particula relativista puede estudiarse como una teoria de
campo en una dimension descrita por la linea de mundo.

Otra forma de tratar este problema es tomando una densidad lagrangiana dife-

rente. Sea



16 Capitulo 3. Ejemplos de sistemas singulares.

x|

\4

Figura 3.1: Linea de Mundo de la particula relativista.

L =n"tiri, —nm?, (3.12)
donde 7, la métrica del espacio de Minkowski, aqui es cosiderada un campo.

Usando ([2.6)) se puede scribir

oL 1.
Pu= 50 = 2~ ', (3.13)

y la matriz hessiana se escribe:

0]0 0 0
o oe |0
/J'V_aq'uaq'l/_ _1 ’
0 20" dagp
0

cuyo determinante es claramente cero. Luego, el sistema es singular.

El primer vinculo se reconoce, pues

pn—%—0=¢1 (3.14)
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y al calcular la cantidad Hy = 2"p, — L se obtiene:

1
Ho = 177(292 +m?), (3.15)

donde, finalmente, podemos escribir un segundo vinculo:

n(p* +m?) = uags; (3.16)

Aqui es importante hacer notar que la métrica n es un multiplicador de Lagrange,
lo que la convierte a toda la expresién que lo multiplica en un candidato perfecto

para ser un vinculo; como en efecto lo es. Asi, obtenemos el hamiltoniano

Hr = w11 + ugpo = uipy + 77(192 + m2). (3-17)

Por otro lado, es facimente verificable que las ligaduras entan completas, pues

{1, 92} = {py, p*+m?} = 0, segtin la propiedad de los corchetes de Poisson {g;, ¢;} =

{pi,p;} = 0.

3.2. Particula no relativista.

El siguiente ejemplo trata el problema para una particula libre no relativista y
en una dimension. El lagrangiano, también invariante bajo reparametrizaciones, se

escribe de la siguiente manera [3]:

1 2
L= §m%. (3.18)

El tratamiento de este problema es similar al anterior: se plantea el estudio de
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la particula no relativista como una teoria de campo, al considerar a x y t como
campos que dependen de un parametro 7 y la particula queda descrita por la linea

de mundo.

Los momenta conjugados (pg, p1) corresponden a (E,p) y se escriben:

oL 1 i? oL T
FE = ~5 = 5MG = 95 =m-— 1
- 2m R D = m ; (3.19)

y el determinante de la matriz

oL 02 i
3(}’8(}9) m m 0 (3.20)

det( i I

El vinculo se obtiene al escribir:

P’ —2mE=0=¢ (3.21)

y finalmente

Hr = up = u(p® — 2mE). (3.22)

La particula relativista esta regida por la ecuacion de Klein-Gordon, mientras

que la no relativista se expresa en términos de la ecuacion de Shroedinger.

3.3. Campo de Maxwell libre.

Por ultimo veamos cémo funciona este tratamiento con el campo libre de Maxwell.

Comenzamos definiendo la densidad lagrangiana:
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1
L=~ Ful", (3.23)

donde F),, = 0,A, — 0,A,; 1 =0,1,2,3 y la métrica n = diag(—1,1,1,1).
Las velocidades ¢ se escriben ¢" = JyA*, con lo que se puede calcular los mo-

menta

O LOFL P 1 (0,4, — ,A,)
Te = “rawean 20 A T I T
1
= 5(8#141/ - aVA#)(nuonva - TIVOTIW) (324)

= (a'uAV - 81’14“)77“077m = (aOAoc - 801140);

asi podemos escribir:

7TM = (8014“ — aqu) = FO/L = E;U«' (325)

Con esto obtenemos el primer vinculo primario, pues

o = F()O =0= ¢1. (326)

Ahora, la densidad Hamiltoniana se escribe:

" =i'r, — L, (3.27)

pero los ¢* = yA* ; m, = E, y L = —1F,, F* = 3(E* — B?). Sustituyendo todo en

(3.27) v despejando los dgA* de (3.25)), finalmente se obtiene:
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H= ;(EQ + B?) + (0" Ay)E,.. (3.28)

Al integrar apropiadamente en todo el espacio la densidad H se tiene el Hamil-

toniano H = [ Hd*q. El primer término es

H— ;/(EQ + BY)d's (3.29)

y el segundo término de la densidad puede desarrollarse de la siguiente manera:

(8“A0)Eﬂ - (9“(AOE”) - Ag@“Eu. (330)

Usando el teorema de la divergencia y exigiendo que los campos sean cero en el
infinito, la integral del primer término se anula mientras que, del segundo término,

reconocemos el segundo vinculo:
ME, =V -E = ¢, (3.31)

ya que Ay # 0 es un multiplicador de Lagrange pues Ay es una variable ciclica, de
la misma forma que n es un multiplicador y 7 una variable ciclica en el caso de la
particula relativista. Luego AV - E = u?¢y = 0y V- E = 0 es la ley de Gauss en

un espacio libre de cargas.






Capitulo 4

Reduccion dimensional o

compactificacion.

Este capitulo se enfocard en el estudio de la reduccién dimensional o compacti-
ficacién sobre un circulo de un campo en cinco dimensiones (D = 4 +1) [7] [6]. El
estudio se hace a partir de la idea de Kaluza-Klein, la cual considera la existencia
de una cuarta dimensiéon espacial que se encuentra enrollada sobre si misma en un

circulo de radio R muy pequeio.

Publicado por primera vez en 1921, este modelo fue pionero en el intento de uni-
ficar la gravitacion con el electromagnetismo, ya que el tratamiento de la gravitacion
en 5D, al ser compactificado sobre un circulo, se reduce a la teoria 4D pero con la
aparicion de una campo vectorial que puede ser interpretado como un fotén.

En la figura 4.1 se puede ver una representacion grafica donde los x*, con u =

«,,”

0,1, 2, 3, representa el espacio 4D tradicional y la dimensién espacial adicional “y”que

se encuentra enrollada sobre el circulo. El radio de dicho circulo es tan pequeno (del

22
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x! y
iy T n—R
U 1 U
U

Figura 4.1: Representacion de la cuarta dimensién espacial.

orden de la longitud de Planck; R ~ 10732¢m) que a nuestra escala es imperceptible

e imposible de medir experimentalmente.

El intento de unificar la gravitacion con el electromagnetismo de esta forma ha
sido hoy en dia descartado, pues la teoria no incorpora particulas cargadas sin masa;
sin embargo, el formalismo matemaético detras de ella sigue vigente, asi como la moti-

vacion (ahora presente en muchas teorias) de considerar mas de cuatro dimensiones.

Sea S5 la accion de un campo en 5D:

S5 = /£(¢(xu,y)78¢(wu,y),..)dt. (4.1)

Ya que la dimensién extra estd cerrada sobre un circulo de radio R, se puede
identificar y con y 4+ 27 R, por lo que podemos expandir los campos en términos de

soluciones periddicas de la siguiente manera:

Baty) = 3 T (an), (42)
o bien,

in

7 ) (2t (4.3)

o, y) =0V + Y e
n#0
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y al sustituir estas expresiones en (|4.1]) rapidamente observamos que se puede escribir

COImo:

S5 = 59 4+ 5, (4.4)

donde llamaremos los SLEO) modos cero y 1os Sin) modos Kaluza-Klein (o modos KK).

Es decir, la expresién (4.4) nos dice que, en efecto, el campo en 5D se puede
expresar en términos de una sumatoria infinita de objetos en 4 dimensiones. Sin
embargo, en general, en este trabajo estaremos interesados en los modos cero, ya
que los campos correspondientes a los modos KK, tal y como veremos en ejemplos a
continuacién, estan constituidos por particulas extremadamente masivas (del orden

de 1/R ~ 10%2em™! 6 101°GeV) y por ende imposibles de medir.

A continuacién, y a modo de ejemplo, aplicaremos este tratamiento a algunos de

los campos conocidos.

4.1. Reduccién dimensional del campo de Klein-

Gordonen D = 4+1

Partimos, entonces, para nuestro primer ejemplo con la densidad lagragiana co-
rrespondiente a un campo de Klein-Gordon masivo en 5D. Se quiere expresar dicho
campo en 4D mediante la compactificacién Kaluza-Klein, para lo cual escribimos lo

siguiente:
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L5 = 0n60M o+ m’?, (15)

donde los indices M = 0,1,2,3,4; p = 0,1,2,3 y la dimensién extra se expresa
xt=y.

Expandiendo los campos:

S y) = b ¥ (4.6)
y por otro lado se tiene que
0ud(a",y) = 3 Oudimye 7 ; (4.7)
ademas
> ZTL n iny
Oyl y) = 3 pd(ye (4.8)

Al introducir estas expresiones en (4.5) finalmente se puede escribir la accién

[ED):

1
Sy = — d4x27TR[*au¢(o)a“¢(o) + m2<z§20 ] (4.9)
2 (0)

1
n#0

de donde podemos reconocer los modos

1
So=— / d'22m R (50,609 d10) + M6y (4.10)
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Su= =Y [ d2mBIL 0,000 00 + (m? + (/RG] (A1)
n#0 2

Como puede observarse, los modos cero, en este caso, conservan la forma del
campo original pero ahora expresados en 4 dimensiones. Por otro lado, los modos
KK (n # 0) contienen ahora unos campos ¢,y com masas m?+(n/R)?, muy grandes
para ser medidas. Asi, pues, serd necesario truncar la sumatoria tinicamente hasta
los términos n = 0 para garantizar que las particulas estén dentro de los rangos de

energia manejables.

Es interesante notar que, atin al compactificar el campo no masivo (es decir, si en
la ecuaciéon tomamos m = 0), el resultado arroja campos con masa, evidenciado
en el término (n/R) que, como se ha discutido, representa la masa de las particulas

nuevas debido a la compactificacion.

En el siguiente ejemplo se manifiesta algo mucho mas interesante.

4.2. Reduccion dimensional del campo de Max-

wellen D = 4+1

Tomemos nuevamente la lagrangiana del campo libre de Maxwell, pero esta vez

en D=5, es decir:

1
L5 = —ZFMNFMN, (4.12)

donde FMN = GMAN —8NAM; M = 0,1,2,3,4 Yy u= 0,1,2,3.
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Como se dijo anteriormente, hacemos uso de la perioricidad en y los campos

pueden expandirse de la siguiente manera:

A, =S AW (4.13)

Z AMe R (4.14)

También debemos expresar Fyny FMN = F,, F" +2F,,F* a fin de facilitar el célculo

y, de esta forma, al introducir todo en (4.12) se puede escribir la accién

1
S5 = — / d4w27rR[4FW Fly + 50,400 Al (4.15)
~ 3¢ / d'227 R 4Fg; B a AP Al ]
n#0

- / d“x2rR(n/R)P AP AL}

+(n/R)*T(Faroasoacte..)

Rapidamente podemos extraer los modos cero:

/ d'z27 R| 4FW Fi 4 a AP AY) (4.16)

1
- _Z{/d4x27rR TEE + 5 Lo AP orAL, 2(%)2(A§">)2] (4.17)
n#0

+/ (n/R)*T(ra,FoA A0Aetc..) }-
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Ahora, es claro de la expresion que los campos Ain) tienen masa (n/R), pues
obedecen a Klein-Gordon masivo y por ello debemos truncar la sumatoria inicamente
hasta los modos cero; igual que en el ejemplo anterior, las masas, del orden de 10'¢
TeV, no son medibles. Por otro lado se tiene que los campos Aio) son campos sin

masa ya que, al contrario de los Afln), éstos obedecen a Klein-Gordon no masivo.

Asi, pues, vemos que la expresion de interés es inicamente , donde pode-
mos notar que el problema, ahora reducido a 4 dimensiones, consiste en el campo
electromagnético tradicional més un campo escalar no masivo adicional AZ(LO). Este
campo escalar se manifiesta al hacer la reduccién dimensional del campo de Maxwell

libre y evidencia la riqueza de la compactificacion.






Capitulo 5

Sector Bosdénico del multiplete

vectorial D=5 con supersimetria

N=1.

5.1. La accién en su forma general

Sirva el siguiente capitulo para introducir la accién en cuyo estudio se enfocard el
objetivo principal de este trabajo: Compactificar y estudiar la simetria de calibre de

una teoria 5D.

La densidad lagrangiana general de partida es la siguiente: [1]

1 I— 1 y
L = [<_ZF;{VFW/J - iwfwj . ilDa(bIDa(ﬁJ + }/;§YZ]J)¢K _ (51)
1 1 1
—51 AN g + S 0lAv, AN E 4 $50°[Av AN [Ap, AJ) —

30
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1 1 1 —ir 1 —
—gw v FIyK — 5“75 WJYJ{ + Z%ﬂﬂ Vol fElCrix,

donde los indices espaciales son: u = 0,1,2,3,4; y los indices del grupo: I = 1, 2,
3,...,n. Sin embargo, para este trabajo restringiremos el anélisis inicamente al sector
bosénico del multiplete; incluso sélo se consideraran los términos cinéticos de los
campos vectoriales y escalares. Asi, eliminando aquellos términos correspondientes
a los campos fermidnicos asi como también los Y;; que, aunque son campos auxi-
liares de la teoria supersimétrica completa, no serdan considerados en este trabajo.

Conservando el término de Chern-Simons, la accién se reduce a lo siguiente:

5.2. a) Caso no abeliano

Escribimos:
Lot s K 1 Iy 1d 1K

L; = —fwt ¢ CJJK—§D«,¢D " 0" Crik (5.2)
1

1 1
—o18 T AUENF G + S9lAn AT EL 4 1597 [Au AN TA,, Al) Crac

Los dos primeros términos representan los campos tipo Yang-Mills y Klein-
Gordon no masivo; y el dltimo no es més que el término topolégico de Chern-Simons.
En su forma general, los campos son elementos de un grupo no conmutativo (no abe-
liano) que estan definidos por un algebra cuyas constantes de estructura vienen dadas

por el tensor antisimétrico f1,; estos es, los campos cumplen:

[0"Ty, ¢ Ty) = ¢"¢7[T1,T)) = ¢" f1507 Tk, (5.3)
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y lo mismo se puede decir de los vectores Aﬁ.

El término Cjx es un tensor simétrico constante y la condiciéon necesaria para

garantizar la simetria de calibre es: [I]

firCrnk = 0; (5.4)

Ahora bien, debido a que los campos estdan en la representacion adjunta, la va-
riacién de los mismos viene dada por el conmutador de los generadores de la trans-

formaciéon con el campo; por ejemplo, la transformacion de un campo escalar ¢ es:

06" = —g[A, ¢’ (5.5)

y, por otro lado, la variacion del campo vectorial A/{ se escribe:

SAL = 9,A + g[A,, A]. (5.6)

El tensor F),, en su forma no abeliana se expresa:

Flfy = 0,Al — 8,,Ali + g[A,, A (5.7)

y la derivada covariante D, se define como:

D¢’ = 0,0" + g[Au, 9] (5-8)
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5.3. b) Caso abeliano

En este caso el grupo es conmutativo y por lo tanto las constantes de estructura

f1i son cero. Asi, la accién dada por la expresién (5.2)) se reduce a lo siguiente:

1 1 1
Ly = (—-FL Fpmlph — §D7¢IDV¢J - ﬁgwpmw F¥)Crix, (5.9)

4 nt v

donde los indices latinos en maytscula (I = 1,2, 3, ...,n) pasan a enumerar n campos

abelianos.

De igual forma, considerando que los conmutadores se anulan, las variaciones de

los campos, el tensor de F),, y las derivadas quedan escritas de la siguiente manera:

s¢f = 0 (5.10)
SA, = 0.\ (5.11)
Fl, = 0,A,—0,Al (5.12)
D' = 0,0 (5.13)

Asi, una vez definida la accion y las trasnformaciones, el objetivo de este trabajo
se enfocara en reconocer la forma en la que se manifiesta las simetrias de calibre
tanto en la accion abeliana como no abeliana y en sus formas 5-dimensional y com-

pactificada.



Capitulo 6

Compactificacion y simetria de

calibre de la accion 5D abeliana.

A partir de aqui nos enfocaremos en la reducciéon dimensional y la simetrias de

calibre del siguiente campo en D = 441 dimensiones:

1 1 1
£5 = —ZFJVFMVJCbKCIJK - 587¢187¢J¢KCIJK - QSMVAPUALFVJAF;ECIJK' (61)

6.1. Simetria de calibre de la accion 5D.

Tomemos, pues, esta accién y estudiemos la invariancia de calibre. Por simplici-
dad, y ya que estamos en el caso abeliano, podemos tomar sélo un campo; esto es
I =J=K =1y ademas fijamos C11; = 1. Asi tenemos:

1

1 1
L5 =~ FuF" 6 — (0,00 9)6 — o e Ay Fg. (6.2)

34
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Podemos comprobar que posee simetrias de calibre si calculamos la variacion 6.Ls

y por resultado obtenemos que dicha variacién es nula o a lo sumo una divergencia.

Por razones de escritura y para no trabajar con expresiones muy largas, realicemos

el estudio término a término:

6.1.1. Término tipo Maxwell.

Tomemos, pues, el primer término

1
— 1 FwF"d. (6.3)

Ahora, sea la transformacion

T:A— A, con A =A+0A, (6.4)

es decir, la variacion de A se escribe A = OA, donde A es una funcion escalar

arbritraria. Ahora, queremos verificar ¢ (iF wFH* @) de la siguiente manera:

1 1 1
6(;FuF"§) = SF"0F - &+ JF" F - 6. (6.5)

En el caso abeliano, la variaciéon de un campo escalar cumple d¢ = 0, por lo que sélo

nos queda verificar el término:

;F‘“’éFW = ;FW@MV —0,04,) ¢ = ;F“”(c‘)u&,A —9,0,A)-¢=0. (6.6)

En efecto, se cumple.



36 Capitulo 6. Compactificacion y simetria de calibre de la accion 5D abeliana.

6.1.2. Término tipo Klein-Gordon.

1

La variacién del término 5(0,¢07$)¢ se anula de manera trivial, pues d¢ =

—gA’ L% pero justamente en el caso abeliano los fi- =0y asf d¢ = 0.

6.1.3. Término de Chern-Simons.

Por ultimo veamos la variacion del término de Chern-Simons:

5(6NVAPUAMFV)\FPO'> = €W)\po(5f4u : Fu/\FpU + QAMFVAéFW); <6'7)

pero 0F),, = 0 y asi s6lo nos queda

5“1/)"00514“ . FV)\FpU = 6“”’\p‘7(9MAFu>\FpU7 (68)

expresion que se puede reescribir como:

e,uuApaaMA X FI/)\FIDO' — {_:,UV)\pU [aN(AFu)\FpU) — ZA(GMFV)\)F,;U]- (69)

El segundo término se anula, pues los términos del tipo 5“”)“"’(8qu,\) obedecen
a la identidad de Bianchi (GMF #ro) = () y, finalmente, el tinico término que sobrevive

es 0, (" AF,,F,,), con lo cual podemos concluir que

6L5 = 0, ("M AF\F,p). (6.10)

Es decir, la variacién de la densidad lagrangiana en este caso es una divergencia que

no afecta la teoria.
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6.2. Simetria de calibre de la accién compactifica-

da.

A continuacién haremos este mismo analisis pero con la accién compactificada,
pues interesa estudiar como se expresa la simetria de calibre de dicha accién. Tome-
mos entonces la accién dada en la expresdin (6.2)) y reescribamosla de la siguiente

manera:

L5 = — [ FunF "6~ L(010040)6 —

1
4 féMNLRSAMFNLFRS, (611)

24

donde simplemente hemos retomado la notacion: M = 0,1,2,3,4y u = 0,1, 2,3 para

poder escribir:

L; = _le(F,WFW + 2F, g — 1(8u¢8“¢ + 0,00 9)¢ (6.12)
1

~5 — (M7 AYF \Fp + 4sM AL F )\ FLy),

ecuacion mucho mas facil de manipular al reemplazar los campos

o0

A, = Z APSE | Z AR (6.13)
O(asy) = X Hme® | 9ot y) = ; TN

Introduciendo (6.13)) en (6.12)), integrando en y desde 0 hasta 2rR y tomando
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s6lo los modos n = 0, se tiene accién en 4 dimensiones:

1 1 1
R / d'a2rR{— 7 FDFlyo" — faaAg‘”aaA‘gO)(p(O) — 502000760 -
1

24( 4V>\pUA (O)Fp( ) + 4€HV>\P4A 8 A(O )} (614)

La variacién del primer término se verifica de forma similar a aunque en

este caso hay que considerar que

§Ay =0uh, 6 A, =0,A y O6A =0\ =0,A (6.15)

y los Oy A se escriben usando la expansion de la siguiente manera:

A(z#,y) = Z(?A e | A, ) Z%A e (6.16)

al tomar sélo el modo cero (n = 0), nos queda

OuA(xt,y) = Oy A (2#), (6.17)

el cual, al ser sustituido en el primer término de (6.14) nos conduce, como se habia

mencionado, al resultado expresado en .

, . . 0 . s
Los términos 2 y 3 son campos escalares abelianos (AL(L) y ) cuya variacién
es nula segun lo visto en la subseccién 6.1.2. Asi, sélo nos queda analizar el ltimo
término, que no es sino el remanente que proviene de la expresion de Chern-Simons

(recordemos que no existe C-S en dimensiones pares):
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1

vipo 4 (0 v 0 0
— 5 AV ERFD 4+ 4 AP FY 0, AP, (6.18)
Integrando por partes el segundo término y al notar que 9,4, = %(@Au —0,A,),

gracias a la antisimetria de e, podemos reescribir (6.18) de la siguiente manera:

~ 5 e 3AP FVFO 4 40,(ADFD AP (6.19)

El segundo término es familiar, pues no es sino una divergencia, mientras que el

primero se trata de un término topoldgico tipo A4FF y cuya variaciéon bajo estas
. 0 0 .

transformaciones es nula pues 6AZ(L ) = 0, ya que Afl ) es un campo escalar abehano

y, por otro lado (5( FOY =2(9,00A0) — 8,\8,,A(0))F/§2) =0.

1//\ po

De esta forma, la acciéon compactificada conserva la simetria de calibre.

(0)

'En el capitulo 7, seccién 7.3 se explica por qué los Ay transforman como un campo escalar.



Capitulo 7

Compactificacion y simetria de

calibre de la accion no abeliana.

En este capitulo haremos el mismo analisis realizado en el capitulo anterior,
pero esta vez con la lagrangiana en su forma no abeliana y enfocando la atenciéon
unicamente en el estudio de los términos cinéticos. Al término de Chern-Simons
dedicaremos un capitulo aparte (capitulo 8), pues el anédlisis no se hard de forma
variacional, como hasta ahora, y ademas la sutileza del asunto asi lo amerita. Por

ahora consideremos la accion:

1 1
Ls = _ZF;{,/FWJ¢KCUK - §DV¢1D7¢J¢KCIJK (7.1)

Tal como se mencioné en el capitulo 5, los campos son ahora elementos de un

grupo G cuyas constantes de estructura f. definen el dlgebra de dicho grupo. Las

40
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constantes Cr i son las componentes de un tensor simétrico que cumple

fiwCrnk =0, (7.2)

a fin de preservar las simetrias de calibre.

Ahora bien, sera necesario cambiar nuevamente la notacién de los indices, pues
en esta oportunidad enumeraremos los elementos de grupo haciendo uso de las letras
latinas en mayuscula: I = 0,1,2,...n; lo cual nos deja con las letras griegas en

mintsculas para trabajar con los indices espaciales: © = 0,1, 2, 3, 4.

7.1. Simetria de calibre de la accién 5D.

De la misma forma que se ha procedido en el caso abeliano, calcular la variacion
0L5 nos da informacion sobre la simetria de calibre al realizar las transformaciones
de los campos T : A" — A", con A" = A" + 6 A" y aqui 6A], = 9,A" + g A f A",

asi como tambien §¢! = —gA”7 1 oK.

7.1.1. Término tipo Yang-Mills.

Tomemos, pues,

1
5(_1F;{VFWJ¢K)CIJK- (7.3)

Para calcular la variacién de este término, hallemos primero §F4,.:

SFj i = 0(0,AL — 8,Al +g fix" A AK) = 0,(0A0) — Oy (6AL) + go[A,, A)F. (7.4)
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Ahora,

90 A, AZ/]I = 95(A;{f§KA§> = g(SA/{f:;KAf + QA,{ijdAi{- (7.5)

Sustituimos los dA], = 9,A" + gAJ f1 A" en (7.4) y (7.5) y ademds, usando la

identidad de Jacobi del grupo (fi;nfix + [ fin = firarfas), podemos escribir:

0F,, = [0uA) = 0, A, | fnAY + gl A 0, (AY) — A0, (M) fin (T7:6)

+glAL 0, (AY) — AJ 9 (AY)] + g* AT AT AN [k Frun

pero el segundo y tercer término se anulan; asi sélo queda

0F,, = 0,40 = O, AV Fan A + g* AL AT AN fGic fion (7.7)

Sacando como factor comiin fi,,AY, finalmente se tiene

0F,, = 9(0uA) = O, A + gAD fO1 A Fun A = gFu funA™, (78)
0, en notacién de corchetes:
0F}, = g[Fuw, A" (7.9)

Usando ([7.9)) se simplifica el calculo de ([7.3]), pues permite escribir esta expresién

de la siguiente manera:
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1 1
(= FL 6 Crre = (5 (gEM i AN F -

1
+ZFJVFWJ(—9ALffo¢O)]CIJK~ (7.10)

Simplificando ([7.10]) se obtiene

1
5(—ZFJVF“VJ¢K)CIJK = —gF/%FWJAN¢K(2fJ{4NCIJK — faxCuar),  (7.11)

expresion que se anula si reescribimos, considerando la simetria en los indices M J,

el paréntesis del lado derecho de ([7.11)) de la forma

fHnCrix + finCrur
2

QfJ{/[NCIJK - f]{/’KCMJI = 2( ) - f]{IKCMJI (7'12)
= —fJIVMC'JKI - f]{fJCKMI - f]{[KCMJI

= —fxawCorryr =0,

y donde, ademads, se ha reorganizado los indices considerando que los Cr ik son

simétricos y los f1, antisimétricos.

7.1.2. Término tipo Klein-Gordon (no abeliano)

Una vez comprobado que la variacion del término tipo Maxwell es nula, centremos

el estudio a la siguiente expresién:
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53D,/ D665 - Coe. (7.13)

De igual forma, y para simplificar, debemos desarrollar primero §(D,¢"):

3(D0") = 6(040" + g AT f15cd™); (7.14)

aplicando la § a cada miembro de la ecuacién, sustituyendo d¢ = —gAM fi oV,

0AL = 0N + gAJ fiA® y reorganizando términos se obtiene que

5(D’Y¢I) = _QAijKD%bK- (7~15)

Con este resultado podemos analizar ([7.13)). Escribimos:

S(5 D0 DT70%) - Cre = —gA hpo"(D767) - 6" Crpi (7.16)

1
_§Dw¢1737¢‘] (gAY 50N Cir,

expresion que al ser reorganizada y tratada de forma similar a (7.12]) se expresa como

— SACHD O D" (21 pCric + foxCrat) = ~5 AN D, DO 1 pCseyr = 0
(7.17)
Nuevamente se observa que la simetria se cumple término a término debido a

(7.2)), lo cual era de esperarse. A continuacién veamos cémo se manifiesta la simetria

en la accion compactificada.
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7.2. Compactificacion de la accién no abeliana.

Tomemos pues la acciéon y compactifiquemos sobre un circulo de rario R.

En su forma general, la accién D = 441 se escribe:

1 N 1 .
L; = _ZFJ{ZNFMN%KCUK - §DG¢1DG¢J¢KCIJKa (7.18)

donde los letras latinas en maytsculas con acento circunflejo representan los indices
espaciales que cumplen: M = 0,1, 2, 3,4, mientras que la letras latinas mayusculas

son los indices del grupo.

Tal como puede observarse, la notacion es complicada, poco practica y confusa;

por lo que serd necesario adoptar la siguiente convencién:

1. Se usaran los caracteres griegos en minuscula para denotar los indices es-
paciales pero en una dimensiéon menos; es decir: p = 0,1,2,3, por lo que
sera necesario reescribir cada término de la acciéon 5D como la suma explici-
ta de una parte 4D mas la dimension faltante. Es decir, si tomamos, por
ejemplo, el término de Yang-Mills, debemos escribir —3F, o F MNJ$K Gy e =
— 3 (FL ™ 4 2F FrY7)oR Cp g, de la misma forma que se traté la ecuacion

(6.11)) para expresarla como la (6.12]).

2. Las letras latinas en mayusculas denotaran los indices del grupo: I = 0,1, 2, 3....



46 Capitulo 7. Compactificacion y simetria de calibre de la accion no abeliana.

3. Las letras latinas en mintscula y entre paréntesis (n) se usardn para la suma-

toria de la expansion en serie del campo en la dimensién espacial .

7.2.1. Término tipo Yang-Mills

De acuerdo a lo anterior este término se escribe:

1
Lo = =3 (Eu B+ 2F, M) ¢8 Cr e (7.19)

Siguiendo el mismo procedimiento aplicado en el capitulo 4, se propone la ex-
pansion de los campos aprovechando la naturaleza periddica en y de la siguiente

manera:

IS ALﬂ)Iei%” e =% ¢{n)e%” (7.20)

n=—0oo n=—oo

Sin embargo, y para simplificar los calculos, se puede expandir de la misma forma

el tensor F),, en términos de los coeficientes F| IS’;)I ;

Fl,= Y FWew, (7.21)

n=—oo
donde F ;EZ)I estan bien determinados gracias a las propiedades de las sumatorias al
tituir 1 Al ti i la definicién del t
sustituir los campos A, por sus respectivas expansiones en la definicién del tensor
I
FL.
Por otro lado, recordando que 0,4, = 0,A,, la expansiéon del término F 54 se

escribe:
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o0

Fu= D (%Ai")l—%fli er +g Z Z (A AT (7.22)

n=—oo n=—oo Mm=—0o0

Asi, sustituyendo ([7.20), (7.21]) y (7.22)) en (7.19), integrando en y y truncando la

sumatoria hasta los modos cero, se puede escribir finalmente el término tipo maxwell

reducido:

1
59, = / d's — 20 R{{ F(0)}, F(0)"” + (7.23)

1
§(aqu(10)I + gAY, Az(lo)]l)(a”A?o‘]) +glAf), A1) o) Crx,

en cuyo ultimo término se reconoce la expresion 8#144(10)[ + g[ALO), Aio)]f como una

derivada covariante, y asi

1

S / d*z — 27TR{4 IR + §DMA§0)ID“A‘(‘6’)}¢(O)KCUK. (7.24)

7.2.2. Término de Klein-Gordon (no abeliano)

De la misma forma podemos escribir el término tipo Klein-Gordon (K-G):

1
Lsx-c) = _E{DWID“ ¢” + Dag"D'¢" Yo" O (7.25)

donde la expansién de los campos viene dada segin las expresiones ((6.13) y la deri-

vada covariante se escribe:
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D,o' = 0,0" + glAL, 0 | Duod! = 04" + gAs, 0] (7.26)

Sustituyendo (7.20) en (7.26]) y organizando términos obtenemos la expansién de

dichas derivadas. Escribamos explicitamente el término D¢’

Dio! = 3 Potneh 49X TP, s(m)le .

n m
Asi, sustituyendo todo en ([7.25)),integrando en y, reorganizando y tomando sélo los

modos cero, finalmente se tiene:

Suk-c) = — / d'om R{D,6(0) D (0)’ ¢*C1 (7.28)
+g* (AL, 9(0))' [Aly), 6(0))/¢" Cryxc}

7.2.3. Definicion del campo escalar complejo “z”

Una forma interesante de escribir la accion completa es haciendo uso de la defini-

., . . 0
ciéon de un campo complejo que retina ambos campos escalares (Afl ) Y ¢(0)); de esta
forma se construye un nuevo campo escalar z. Escribamos entonces dicho escalar de

la siguiente manera:

2= ¢(0) + itp; (7.29)

el campo ¢(o) es el mismo que aparece en la expresién ((7.28)); solamente se ha rede-

finido AELO) = 1. Asi, es facil verificar que



7.8. Simetria de la accion compactificada 49

2, 2] = 2il60), 01 (7.30)
y, por otro lado
Db D"d(0) + DuAL DAY = D,2D"2", (7.31)

con lo cual ([7.24) y (7.28)) pueden reescribirse en una sola expresion (Saa) +Sux—a))

de la siguiente manera:

1 1
SLEO) — /d4iL‘7TR _ZF;E?IF(%,;J(Z + Z*)KC[JK - i'DuZ['D“Z*J(Z—I— Z*)KC[JK
2
_i[zaz*]f[za Z*]J(z+ Z*)KCIJK} (732)

8

Ahora sélo resta verificar la simetria de calibre de ((7.32)).

7.3. Simetria de la accién compactificada

La accién resulta interesante por dos razones fundamentales: el campo
escalar z que conserva los ¢ originales mas los Aflo) que provienen de la compactifi-
cacién y, en segundo lugar, el término de potencial cudrtico ([z, 2*]?) que también es
una manifestacion de la compactificaciéon de la accién no abeliana. A estas alturas,
comprobar la simetria de calibre resulta casi trivial para los dos primeros miembros
de la accién, pues la relacién sigue siendo valida sin importar la dimensién de
la teoria. Esto es, calcular las variaciones de los términos —iFlSB)[F(‘(‘f)'J(z +25Crk

y —%'DNZI'D“Z*J<Z + 29Kk resulta en un cédlculo practicamente idéntico a los
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realizados para las expresiones (7.3]) y (7.13]), con la unica sutileza de observar que
(0)I .
los campos A, " transforman como un campo escalar por la siguiente razon: la trans-

formacién del Af vendria dada, segin la expresién (7.33) por:

SAY = 0,A" + g[Ay, A), (7.33)

pero al expandir los campos segtin la relacién (6.13)) y (6.17)), la transformacién queda
expresada en términos de una sumatoria que, al ser limitada tinicamente a los modos
n = 0, el término 9,A’ (donde 9y = 9,) desaparece porque es proporcional a n; de

manera que solo queda el término g[Aflo), A v ast se tiene:

sAOT = gAY A, (7.34)

ecuacion que, al reescribirse como

SAPT = —g[A ), ALY, (7.35)

la reconocemos como la trasformacién de un campo escalar dada por la expresion

(5.5). Es importante senalar que para n # 0, (7.35)) no es cierta.

Ahora bien, el nuevo término que aparece debido a la reduccién dimensional es:

2
— %[Z, 2z, 2% (2 4+ 25 Crk, (7.36)

La simetria de calibre de (|7.36)) se comprueba facilmente si se tiene en cuenta que

el campo complejo z transforma de la siguiente manera:
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dz = —g[A, 2], (7.37)

lo que es facil de ver, y si, por otro lado, recordamos la relacién ([7.2)). Esto es, calcular
5(—%[2, 21z, 2*)7 (2 + 2*)5C15x) nos conduce a lo siguiente:

= 1%[2, [z, 2PMAB (2 + )20 Crics + FhCorrs} (7.38)
donde répidamente observamos que ((7.38) es simétrica en los indices M1, lo que

permite reescribir el primer término dentro de las llaves (y teniendo en cuenta que

el tensor Cy x es simétrico en todos sus indices) como:

féMCIKJ + féIOMKJ

5 = fanCixis + forCratr, (7.39)

21 Crrs =2

para finalmente obtener:

1612V e A G 2 Crics + [ Conss + S Corns} =0, (7.40)

gracias a ((7.2)

Este resultado era de esperarse, pues los demés términos de la accién ([7.32)) tienen
simetrias de calibre por si solos, lo que deja como tunica opcién la ecuacion ([7.40)

para garantizar la simetria de calibre de la accion.



Capitulo 8

Chern-Simons no abeliano en D=5

8.1. Definicion

El estudio de la simetria de calibre del término de Chern-Simons (CH-S) no abe-
liano puede ser complicado cuando se realiza de la forma en la que se ha trabajado
hasta ahora. Si bien es cierto que el término por definicién tiene simetrias de calibre,
realizar el andlisis anteriormente hecho sobre los términos de Yang-Mills y Klein-
Gordon puede no ser la forma mas conveniente de estudiar CH-S, sobretodo cuando
se estudia la compactificacién, pues se obtienen términos que no son directamen-
te identificables como divergencias o alguna otra forma que garantice la simetria.
Ademas, el dlgebra puede ser tediosa y poco elegante. Asi pues, realizaremos dicho
estudio a partir de un enfoque desde la definiciéon de Chern-Simons.

En D = 3, por ejemplo, el término de Chern-Simons K se puede construir a

partir de la siguiente 4-forma:

P =Tr[F AF), (8.1)

52
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donde se ha introducido el producto wedge que, por definicion, permite escribir de

forma compacta la expresion:

A A (dat @ da” — do” @ dat') = A A da Nda” = AN A. (8.2)

Ahora bien, (8.1]) es invariante de calibre bajo las transformaciones [9]:

A= A =g tAg+ g ldg (8.3)

F—F =g'Fg, (8.4)

ydonde F =dA+ANA

Asi, como dP = 0, es decir, (8.1 es cerrada; haciendo uso del lema de Poin-

caré podemos escribir P como la derivada exterior de K:

P =dK, (8.5)

siempre que se cumpla, por supuesto, las condiciones del lema; esto es: si una vecindad
U de puntos pertenecientes a la variedad M se pueden contraer en un punto py € M
[5]; o dicho de otra forma: si todos los puntos de la subvariedad estdn contenidos en

M v la topologia es sencilla.

De (8.1)) y (8.5) se puede escribir entonces:

Tr[F A F] = dK, (8.6)
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En general, el término de Chern-Simons es la (2n—1)-forma cuya derivada exterior

es la traza de la 2n-forma

n—uveces

FEANFANFANF.NE.

En 3D, por ejemplo, la 3-forma K se puede escribir:

IC3:Tr[AAdA+§AAAAA],

y en 5D se tiene:

/C5=T7“[A/\F/\F—A/\A/\A/\F+iA/\A/\A/\A/\A],

ya que, en efecto, se puede comprobar:

tr[F/\F/\F]:dTr(A/\FAF—AAAAAAF+§A5).

Al integrar (8.10)) en un espacio 6-dimensional 2° se obtiene:

/6tr[F/\F/\F]:/GdTr(A/\FAF—AAAAAAF+§A5),
Q Q

(8.7)

(8.8)

(8.9)

(8.10)

(8.11)

donde Q5 debe tomarse como el semi-volumen z# ¢ R® | z° > 0, a fin de poder

tomar el plano #° = 0 como frontera.

Asi, utilizando el teorema de Stokes, es decir, evaluando el flujo de K en la frontera

de Q°, la ecuacién (8.11)) puede reescribirse:
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/GtT[F/\F/\F]—/a6T7"(A/\F/\F—A/\A/\A/\F+§A5). (8.12)
Q 9]

I[:', .'I:.' : I2, I:]

306

\J

Figura 8.1: Definimos 9Q° como la frontera del 6-espacio Q°

Ahora bien, como se ha dicho, el término de la izquerda es invariante de calibre
ante las transformaciones (8.3) y (8.4)), gracias a la propiedad ciclica de la traza[9];
por tanto, la igualdad garantiza que el término de la derecha también lo es. Asi, por

definicion, la accién de Chern-Simons tiene simetria de calibre.

8.2. Compactificacion

Bajo esta premisa, el estudio de la compactificacion se enfoca en evaluar la ecua-
cion (8.12) al hacer la reduccién dimensional del integrando de ambos miembros de

la ecuacién y ver si la igualdad se conserva, lo cual es no trivial.
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Esqueméticamente esto se resume como sigue:

Py = Ks
Q6 806
Reduc. | { (8.13)
P5 - IC4
Q5 805

donde Py = tr[F' A F' A\ F] y Ps su reduccién dimensional.
En efecto, al compactificar la 5-forma K5 en la direcciéon z* (ver figura 8.2) se

expresa Ccommo:

Ky=Tr2dp NdANA+ odANdA+dp AN A+ 3pdA N A? +3pAY,  (8.14)

donde ¢ es el campo escalar Aflo) que resulta de la compactificacion y los vectores A

son los modos cero A que quedan al restringir la sumatoria.

z°, !, £ 7

Figura 8.2: Tomamos z* como la dimensién compacta
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Por otro lado, al reducir dimensionalmente la 6-forma F' A F' A F' se obtiene:

3dp NdANAA+6dp N\dANANA+6pdANAANA+3dp N A* +12pd AN A3, (8.15)

o de manera mas compacta y definiendo la cantidad Ps podemos escribir:

Py =3tr[dp ANFANF +20F N ANdA + 2pdA N A (8.16)

Luego, es facil comprobar que la derivada exterior de K4 es exactamente igual
a (8.16). Es decir, al compactificar, la igualdad 3tr{de A FF A F + 2pF N AN dA +

20dA N A3 = dK, sigue siendo vélida y por ende

3/{25tr[dgp/\FAF+2<,0F/\A/\dA+2<pdA/\A3]: K (8.17)
o0

es clerta.

Ahora bien, comprobar la simetria de calibre de (8.17) nuevamente se reduce a
comprobar que el lado izquierdo de la ecuacion es invariante de calibre. En D = 3, por
ejemplo, esto se ilustra de la siguiente manera: La cantidad Tr[F A F| es invariante
bajo la transformacién ¢g~!Fg y gracias a la propiedad ciclica de la traza. Ahora, su
reduccion dimensional Tr[FAF] — Tr[d¢AF] es invariante bajo las transformaciones
d¢' = g 'depgy F' = g~'Fg, con lo que es posible escribir Tr[d¢’ A F'] = Trld¢ A F]
nuevamente usando la propiedad ciclica de la traza. Esto garantiza que la reduccién
dimensional de Chern-Simons 3D sea simétrico también. Sin embargo, realizar el
andlisis de la compactificacién de Chern-Simos 5D es mucho més compleja, toda vez

que, al aplicar las tranformaciones ¢ — ¢', dp — d¢/, A - A’y F — F' al término
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Ps5, se obtiene en efecto P5 mas términos que pueden escribirse com la derivada
exterior de la traza de un polinomio de grado 5 en ¢pA y g 'dg y otro término que
es proporcional a un polinomio de grado 5 de g~ 'dg que dependen de la topologia
de la variedad compactificada. Por lo tanto, la simetria de calibre de término de
Chern-Simons 5 y, por ende, de su compactificacién Iy, estd garantizada por las
condiciones topolégicas del lema de Poincaré, pues gracias a éste las igualdades (8.12)
se cumplen. Sin embargo, en general, si la topogia es complicada, el término de Chern-
Simons no tiene simetria de calibre. Veamos, por ejemplo, la expresion general para
el término de Chern-Simons de dimensiones 2n — 1 al aplicar las transformaciones

(A — A") alos campos del mismo [9]:

/’CQn 1(A) = / Kon-1( +/ B+(=1)"" 172'(71__11)) / [(g~"dg)*" "], (8.18)

donde B es una funcién de A y depende de g como combinaciones de g~'dg. La
ecuacion (8.18)) ilustra como la transformacién del término de Chern-Simons conduce
a una expresion que no satisface la condiciéon de simetria, pues de otra forma las
integrales proporcionales a 3 y g~ 'dg no aparecerian en la ecuacién. Sin embargo,
si las condiciones en la frontera de M son las adecuadas y si la topologia es trivial,
entonces la integral proporcional a § se anula y la dltima, que son los winding
numbers o nimeros de enrollamiento del mapa g : M — G, garantizan la

simetria de calibre sélo si dichos ntimeros son cero.






Capitulo 9

Conclusiones

9.1. Analisis de la accion abeliana

La verificacion de que, en efecto, la accion abeliana en 5 dimensiones tiene si-
metrias de calibre es bastante trivial. Término a término se obtuvo la variacion de

la misma de la siguiente manera:

1
O(5F" Fu-¢) = 0

1
850,006+ 9) = 0

SN A FFpe) = Ou( T AFAF),

con lo cual la transformacion de L5 es simplemente una divergencia heredada del
término de Chern-Simons que no cambia las ecuaciones de movimiento. Sin embar-
go, el problema de interés se centra en el estudio de la accién compactificada (6.14)),

en este caso, la reduccién dimensional del término de Chern-Simons deja como re-

60
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manente en la accién 4D (si bien no existe C-S en dimensiones pares) dos términos
que a primera vista lucen algo exdticos, pero en realidad son bien conocidos (6.19)):
en primer lugar, un término tipo A4F'F cuya variacién 6(A4F'F) = 0 se ve de forma

inmediata, pues

SAY = 0

SENED) = 2(0,0A - ,0,A)FY =0,

v

y en segundo lugar una divergencia
0) 40
Op(AVFAY)

. . - . 0
cuya presencia, como se ha dicho, no altera la fisica. El campo no masivo Ai) que
aparece en la accion reducida, producto de la compactificacion, transforma como un

campo escalar (ver seccion 7.3)
5A4(10) = _g[A(O)7AZ(LO)]7

que en este caso es nulo (5141(10) = 0) por ser abeliano y su presencia no altera la

simetria de calibre. Luego

1
650, A 0" Afyy - ) = 0
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y, por tltimo,

1 v
ZFLEI(})F(%).Q;(O)) = 0

1
3(502600°6 - 60) = 0

o

Asi, pues, la accién abeliana compactificada (6.14)) conserva la invariancia de

gauge también de una forma bastante simple.

9.2. Analisis de la accién no abeliana

Por otro lado, se esperaba que la accién no abeliana aportara algo mas de riqueza
al estudio; y en efecto, la reduccién dimensional de dicha accién se expresa como
un vector acoplado a un campo escalar complejo z no masivo que se define como la
combinacion de los campos ¢ y los Aflo) que surgen de la compactificacion. Por otro

lado la accién reducida contiene un potencial cuartico que se escribe

2
—%[z, z*]l[z, z*]‘](z + z*)KC[JK

y que, como se dijo en el capitulo 7, es invariante de gauge por si solo (ver pues
tanto Yang-Mills como Klein-Gordon también lo son individualmente. En términos
generales se tiene un resultado no trivial que implica la necesidad de incluir en
la accion el término del potencial debido a criterios de simetria; es decir, la accion

general debe contener todos los términos posibles que preservan la simetria de calibre.
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En resumidas cuentas podemos ver como se efectud la verificacion de la simetria

de calibre de la accién no abeliana :

Para la accién 5D se verifica

1
O3 EL P 60 Craie = SELF" NN o Concr = 0

1
5(§D’Y¢1D7¢J¢K) — —%AOQSKD,YQSJDWQSPJC(I)(PCJK)] = 0

gracias a la condicion f ]\[}( Crnk = 0 la cual, ademds, se cumple independientemente
de la dimension de la accién; por lo tanto, para la accion compactificada ([7.32))

también se puede escribir:

1 v x
—ZFlSS)IF(é])J<Z+Z)KC]JK) =0

1
5(—§DMZIDMZ*J(Z+Z*)KC[JK) = O,

S

y finalmente, la variacién del potencial que se escribe ((7.40)):

ey 2 [ 2 TYAP (2 2L i Cus + FyCrcans + FhixcCurra} = 0,

donde el campo z trasforma de la siguiente manera:

521 = —g[A, 2)".
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9.3. Analisis de Chern-Simons no abeliano

Es claro que la ecuacién:

/ tr[F/\F/\F]:/ (A/\F/\F—A/\A/\A/\F+§A5), (9.1)
Q6 a0s )

implica la simetria de calibre de Chern-Simons en D = 5, pues tr[F' A F'A F| es inva-

riante de calibre ante las trasformaciones (8.3)) y (8.4]). De igual forma, la reduccién

dimensional:

B/QStr[dgo/\F/\F+290F/\A/\dA—|—290dA/\A3}:/aQSIC4, (9.2)

tiene simetria de calibre ya que al compactificar, la igualdad Ps = dK4 sigue sien-
do valida y por ende también. Sin embargo, aqui es interesante notar que la
simetria de calibre del término del Chern-Simons y su compactificacién estan con-
dicionados por la topologia de la variedad, pues el lema de Poincaré asi lo requiere
y, en general, Chern-Simons no conmutativo no tendra simetria de calibre sino para
ciertos valores discretos que dependen de los niimeros de enrollamiento.

Asi, mientras Chern-Simos conmutativo es simétrico ante estas transformacio-
nes locales sin restriccién alguna, el término no abeliano requiere de una condicion

topolodgica para cumplir con la simetria de calibre.






Apéndice A

Tablas Resumen

A continuacion se presenta unas tablas donde se presenta un resumen del conte-

nido tratados desde el capitulo 5 al cpitulo 7:

Cuadro A.1: Resumen accién abeliana. M =0,1,2,3,4. y u=0,1,2,3.

Abeliana Yang-Mills Klein-Gord. Chern-Simons Vector Escalar
Accién 5D | 1FMNEy v 10600 ¢ eMNLRS A, Fnp Frs Ay 10)
Transfor. 0=0 60=0 0 = Div 0 = Oy A 6=0
Accién 4D | LFDF 60 10,0009 emrer AP F AL ()

10aAL 07 A © y AL
Transfor. 6=0 0=0 6=0 0 = 0o 0=0

Cuadro A.2: Resumen accién no abeliana. M =0,1,2,3,4; n=0,1,2,3;e I =1,2,3...n.

No Abeliana Yang-Mills Klein-Gord. Potencial Vector Escalar
Accién 5D TFL G FMN R Do DC g7 ok AL o
Transfor. 6=0 0=0 — 0= 8MAI 0=
g[AMaA]I _g[Aa¢]I
2

Accién 4D iF,EB)’F&‘)’;JHK %DHZI'D“Z*‘]Z—}—K %[27 224K AEAO)I P
Transfor. 0=0 0=0 0=0 §=0,A 0=
+glAi” AT —glA, 2!

NOTA: en el cuadro todos los términos de la acciéon deben ser multiplicados por Cr k v,

por otro lado, se ha escrito (z 4+ 2*)% como z+% por razones de espacio.
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