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EL TEOREMA DE NEHARI

Y EL TEOREMA DE KRONECKER

Trabajo Especial de Grado presenta-

do ante la ilustre Universidad Cen-

tral de Venezuela por el Br. Ronald

Miguel Ramı́rez Márquez para

optar al t́ıtulo de Licenciado en Ma-
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Introducción.

En este trabajo se consideran matrices de Hankel y se presentan las demostraciones de los

teoremas de Nehari y de Kronecker dadas por Vladimir Peller en su art́ıculo “An Excursion

into the Theory of Hankel Operators”publicado en Holomorphic Spaces. MSRI Publications,

Volume 33, 1998 [24].

Este trabajo se comienza mencionando un comentario de Mart́ınez-Avendaño [21] quien

hace notar que los operadores de Hankel constituyen una de las clases de operadores en

espacios de Hilbert que han sido más estudiadas en las últimas décadas y dice que esto se

debe, entre varias razones, a las muchas relaciones que existen entre espacios de operadores

de Hankel y diferentes espacios de funciones.

Uno de los primeros resultados conocidos sobre matrices de Hankel se debe a Kronecker.

Si se piensa solamente en matrices de Hankel (es decir, se olvida por un momento que

representan operadores), es natural preguntarse cuándo estas matrices son de rango finito,

es decir, cuándo es verdad que existe un n ∈ N tal que cualquier conjunto de más de

n columnas de la matriz, es linealmente dependiente. El primer caṕıtulo de este Trabajo

Especial de Grado es una introducción a las matrices de Hankel, la cual se ha decidido

motivar a partir de las series de potencias formales que determinan funciones racionales.

Luego se usa el art́ıculo de Aline Bonami [2] para la presentación de la estructura de estas

matrices y se culmina este caṕıtulo con la demostración del teorema de Kronecker publicada

en [24].

El teorema de Nehari establece bajo qué condiciones un operador de Hankel es acotado.

Para poder demostrar este teorema se necesitan herramientas del análisis funcional. Por esta

razón, en el segundo caṕıtulo de este trabajo se hace un breve repaso sobre algunas nociones

básicas en análisis funcional como lo son los espacios métricos, los espacios normados, los

1



INTRODUCCIÓN. 2

espacios de Banach y en particular los espacios lp. El tercer caṕıtulo está destinado a presentar

los espacios de Lebesgue, los coeficientes de Fourier y los polinomios trigonométricos.

Los espacios de Hardy están muy vinculados al teorema de Nehari, estos espacios pueden

ser vistos como espacios de funciones anaĺıticas en el disco unidad y como subespacios de los

correspondientes espacios de Lebesgue en la circunferencia, estos enfoques son presentados

en el cuarto caṕıtulo de este trabajo. Para el caso particular en que estos espacios tienen

producto interno se tienen resultados muy útiles, es por eso que en el quinto caṕıtulo se

hace un breve repaso sobre espacios con producto interno y espacios de Hilbert. Al final

del quinto caṕıtulo se estudia en detalle el espacio de Hardy-Hilbert siguiendo el art́ıculo de

Rubén Mart́ınez-Avendaño [21].

Finalmente en el último caṕıtulo se desarrolla la demostración del teorema de Nehari

para operadores de Hankel, usando los resultados presentados en los caṕıtulos anteriores y

siguiendo como referencia principal el art́ıculo de Peller [24]. Algunos resultados permiten

interpretar los operadores de Hankel como “partes”de operadores de multiplicación en es-

pacios de funciones (ver [12] y las referencias de ese art́ıculo). Este trabajo culmina con la

versión del teorema de Nehari visto como un resultado que caracteriza los operadores de

Hankel, entre espacios de Hardy, que son acotados.



CAṔıTULO 1

El teorema de Kronecker y las matrices de Hankel.

1. Series de potencias formales que determinan funciones racionales.

Se puede identificar las sucesiones de números complejos con la serie de potencias formal

correspondiente. Si a = {aj}j≥0 es una sucesión de números complejos se le asocia la serie

de potencias formal

fa(z) =
∞∑

j=0

aj zj.

Se comienza este trabajo dando condiciones para que una serie de potencias formal de-

termine una función racional.

El espacio E de las series de potencias formales forma un álgebra con respecto al producto

(fafb)(z) =
∞∑

m=0

m∑
j=0

aj bm−j zm,

donde

fa(z) =
∞∑

j=0

aj zj y fb(z) =
∞∑

j=0

bj zj.

Sea S1 : E → E dado por

(S1fa)(z) = zfa(z).

Es decir

(S1fa)(z) = zfa(z) = z

∞∑
j=0

aj zj =
∞∑

j=0

aj zj+1 =
∞∑

k=1

ak−1 zk.

Se define S∗1 : E → E

(S∗1fa)(z) =
∞∑

j=0

aj+1 zj.

Teorema 1.1. Sea α = {αk}k≥0 una sucesión de números complejos. Si la serie de

potencia

fα(z) =
∞∑

j=0

αj zj

3



1. SERIES DE POTENCIAS FORMALES QUE DETERMINAN FUNCIONES RACIONALES. 4

determina una función racional entonces la matriz

Aα =




α0 α1 α2 . . . αN−1 . . .

α1 α2 α3

α2 α3 α4

...
. . .

...

αN−1 . . . α2(N−1)

...
. . .




tiene rango finito.

En este caso

rango(Aα) ≤ grado(zfα(z)).

Demostración.

Se supone que la serie fα(z) determina una función racional.

Es decir,

fα(z) =
p(z)

q(z)
,

donde p y q son polinomios tales que

grado p < grado q = n

para algún n ∈ N.

Se consideran los números complejos p0, · · · , pn−1, c0, · · · , cn dados por

p(z) =
n−1∑
j=0

pjz
j y q(z) =

n∑
j=0

cn−j zj.

De donde

p(z) = fα(z)q(z) =

( ∞∑
j=0

αj zj

) (
n∑

k=0

ck zn−k

)

=
n∑

k=0

ck zn−k

( ∞∑
j=0

αj zj

)
=

n∑

k=0

ck

∞∑
j=0

αj zj+n−k

=
n∑

k=0

ck Sn−kfα(z)
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Es decir,

p =
n∑

j=0

cj Sn−j
1 fα. (1.1)

Se probará que

S∗n
1 Sn−j

1 fα = S∗ j
1 fα para j = 0, · · · , n

Sea

fβ,j(z) =
∞∑

l=0

βl z
l

donde

βl =





0 si l = 0, . . . , n− j − 1

αl−(n−j) si l = n− j, . . .

Por lo tanto

(Sn−j
1 fα)(z) =

∞∑

k=0

αk zk+n−j =
∞∑

l=0

βl z
l = fβ,j(z).

De donde

S∗n
1 Sn−j

1 fα = S∗n
1 fβ,j.

Por otro lado, usando la definición de S∗1 sigue que

(S∗n
1 fβ,j)(z) = S∗n

1

( ∞∑

l=0

βl z
l

)
=

∞∑

l=0

βl+n zl =
∞∑

l=0

αl+j zl = (S∗ j
1 fα)(z).

Juntando las expresiones anteriores se obtiene la fórmula que ya hab́ıa sido anunciada:

S∗n
1 Sn−j

1 fα = S∗ j
1 fα.

A partir de (1.1) y aplicando S∗n
1 se obtiene que

S∗n
1 p = S∗n

1

(
n∑

j=0

cj Sn−j
1 fα

)
=

n∑
j=0

cj S∗ j
1 fα. (1.2)

Sea

fγ(z) =
∞∑

k=0

γk zk

donde

γk =





pk si k = 0, . . . , n− 1

0 si k = n, . . .
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Luego

p = fγ.

Por lo tanto

S∗n
1 p = S∗n

1 fγ

Usando la definición de S∗1 y de {γk}k≥0 se obtiene

(S∗n
1 p)(z) = (S∗n

1 fγ)(z) =
∞∑

k=0

γk+n zk = 0,

De (1.2) sigue que
n∑

j=0

cj S∗ j
1 fα = 0.

Esto implica que las primeras n+1 filas de la matriz Aα son linealmente dependientes.

Sea m ≤ n el mayor entero tal que cm 6= 0. Entonces S∗m
1 fα es una combinación lineal

de S∗ j
1 fα con j ≤ m− 1, esto es:

S∗m
1 fα =

m−1∑
j=0

dj S∗ j
1 fα.

Por inducción se probará que cualquier fila de Aα es una combinación lineal de las pri-

meras m filas.

Sea k > m, se tiene que

S∗ k
1 fα = S∗ k−m

1 S∗m
1 fα =

m−1∑
j=0

dj S∗ k−m+j
1 fα.

Para 0 ≤ j ≤ m− 1 se tiene que k −m + j < k.

Por la hipótesis inductiva cada uno de los términos del lado derecho de la igualdad

anterior es una combinación lineal de las primeras m filas.

Por lo tanto el rango de la matriz Aα es menor o igual que m. De donde

rango(Aα) ≤ m ≤ n ≤ grado(zfα(z)).

¤
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2. Matrices finitas de Hankel y matrices finitas de Toeplitz.

En el Teorema 1.1 apareció un tipo de matrices infinitas que tendrán un papel importante

en este trabajo. A continuación se considerara la versión finita de estas matrices.

Para el desarrollo de esta sección se usó como referencia principal el art́ıculo de [2].

Una matriz de Hankel es una matriz de la forma




a0 a1 a2 . . . aN−1

a1 a2

a2

...
. . .

...

aN−1 . . . a2(N−1)




para algunos a0, . . . , a2(N−1) ∈ C.

Una matriz de Toeplitz es una matriz de la forma




a0 a−1 a−2 . . . a−(N−1)

a1 a0 a−1

a2 a1 a0

...
. . .

...

aN−1 . . . a0




para algunos a−(N−1), . . . , a0, . . . , aN−1 ∈ C.

Es fácil pasar de una matriz de Hankel (finita) a una matriz de Toeplitz (finita), de la

manera siguiente:

T = HMJ ,

donde MJ es la matriz del isomorfismo J , dado por

J(x0, x1, . . . , xN−1) = (xN−1, . . . , x1, x0)

Es claro que la matriz asociada a J es
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MJ =




0 0 . . . 0 1

0
. . . 0

... 1
...

0
. . . 0

1 0 . . . 0 0




De donde

HMJ =




a0 a1 a2 . . . aN−1

a1 a2

a2

...
. . .

...

aN−1 . . . a2(N−1)







0 0 . . . 0 1

0
. . . 0

... 1
...

0
. . . 0

1 0 . . . 0 0




=




aN−1 aN−2 aN−3 . . . a0

aN aN−1

aN+1

...
. . .

...

a2(N−1) . . . aN−1




Se nota claramente que las determinantes de las matrices son iguales excepto por los

signos.

3. Matrices infinitas de Hankel y matrices infinitas de Toeplitz.

Una matriz infinita de Hankel es una matriz de la forma




a0 a1 a2 . . . aN−1 . . .

a1 a2 a3

a2 a3 a4

...
. . .

...

aN−1 . . . a2(N−1)

...
. . .




para algunos a0, . . . , aN−1, · · · ∈ C.
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Una matriz infinita de Toeplitz es una matriz de la forma



a0 a−1 a−2 . . . a−(N−1) . . .

a1 a0 a−1

a2 a1 a0

...
. . .

...

aN−1 . . . a0

...
. . .




para algunos . . . , a−(N−1), · · · , a0, . . . , aN−1, · · · ∈ C.

En el caso infinito no se puede pasar de una matriz de Hankel a una de Toeplitz de

manera “análoga” a lo que se hizo antes.

A continuación se da un resultado que muestra ciertas relaciones entre matrices finitas y

matrices infinitas tomando en cuenta propiedades de convergencia que involucran las entradas

de las matrices.

Para cada n sea Bn una matriz n×n. Se puede considerar la sucesión de matrices {Bn}∞n=1.

Se dice que la sucesión de matrices {Bn} es uniformemente acotada, cuando existe C > 0

tal que
n∑

m=1

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akbm,k

∣∣∣∣∣

2

≤ C

(
n∑

k=1

|ak|2
)

para toda sucesión {ak}∞k=1.

Sea lo el espacio de todas las sucesiones de números complejos tales que a partir de un

cierto valor del sub́ındice (que depende de cada sucesión) todos sus elementos son nulos.

Sea B = (bm,n)m,n≥0 una matriz de números complejos. Se define TB en lo mediante

TB({ak}∞k=1) =

{ ∞∑

k=1

akbm,k

}∞

m=1

= {cm}∞m=1

para una sucesión {ak}∞k=1 ∈ lo.
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Proposición 1.2. Dada B = (bm,n)m,n≥0 una matriz de números complejos tal que

sup
n∈N

∞∑
m=1

|bm,n|2 < ∞.

Sea {Bn} la sucesión de matrices tal que Bn es una matriz n × n obtenida tomando las

primeras n filas y las primeras n columnas de B.

La sucesión de matrices {Bn} es uniformemente acotada, si y sólo si, existe C > 0 tal

que
∞∑

m=1

∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

akbm,k

∣∣∣∣∣

2

≤ C

∞∑

k=1

|ak|2

para toda sucesión {ak}∞k=1.

Demostración.

(⇒) Como la sucesión de matrices {Bn} es uniformemente acotada, existe C > 0 tal que

n∑
m=1

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akbm,k

∣∣∣∣∣

2

≤ C

(
n∑

k=1

|ak|2
)

para todo n ∈ N.

Entonces
∞∑

m=1

∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

akbm,k

∣∣∣∣∣

2

≤ C

( ∞∑

k=1

|ak|2
)

.

(⇐) Se puede definir TBn en Cn mediante

TBn({ak}n
k=1) =

(
n∑

k=1

akbm,k

)

m

= cm

Entonces,

n∑
m=1

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akbm,k

∣∣∣∣∣

2

≤
∞∑

m=1

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akbm,k

∣∣∣∣∣

2

.

Se define {dk} de la siguiente manera dk = ak si 0 ≤ k ≤ n, y dk = 0 en cualquier otro

caso.

Por hipótesis existe C > 0 tal que

∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

dkbm,k

∣∣∣∣∣

2

≤ C

∞∑

k=1

|dk|2.
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Luego

n∑
m=1

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akbm,k

∣∣∣∣∣

2

≤
∞∑

m=1

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akbm,k

∣∣∣∣∣

2

=
∞∑

m=1

∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

dkbm,k

∣∣∣∣∣

2

≤ C

( ∞∑

k=1

|dk|2
)

= C

(
n∑

k=1

|ak|2
)

Esto demuestra que la sucesión de matrices {Bn} está uniformemente acotada. ¤

Definición 1.3. La matriz B = (bm,n)m,n≥0 es una matriz de Hilbert, si

bm,n =
1

m + n + 1
.

Proposición 1.4. Sea B = (bm,n)m,n≥0 una matriz de Hilbert. Entonces

n∑
m=0

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

akbm,k

∣∣∣∣∣

2

≤ C

n∑

k=0

|ak|2.

Demostración.

Sea n ∈ N fijo.

Se considera Hn la matriz n× n, obtenida tomando las primeras n filas y las primeras n

columnas de la matriz de Hilbert.

Se tiene que

n∑
m=0

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

akbm,k

∣∣∣∣∣

2

=
n∑

m=0

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

ak

m + k + 1

∣∣∣∣∣

2

.

Por otro lado, por la desigualdad de Hölder (en dimensión finita) se tiene que

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

ak

m + k + 1

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣

1

m + 1

∣∣∣∣
(

n∑

k=0

|ak|2
)1/2

.
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Entonces

n∑
m=0

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

akbm,k

∣∣∣∣∣

2

=
n∑

m=0

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

ak

m + k + 1

∣∣∣∣∣

2

≤
n∑

m=0




∣∣∣∣
1

m + 1

∣∣∣∣
(

n∑

k=0

|ak|2
)1/2




2

=
n∑

m=0

(
1

m + 1

)2 n∑

k=0

|ak|2

=
n∑

m=0

(
1

m + 1

)2 n∑

k=0

|ak|2

≤
∞∑

m=1

(
1

m

)2 n∑

k=0

|ak|2 = C

n∑

k=0

|ak|2

donde C =
∑∞

m=1

(
1
m

)2
.

Entonces {Hn} son acotadas uniformemente. Usando la proposición anterior se obtiene

el resultado. ¤

4. El teorema de Kronecker.

Dada una sucesión de números complejos α = {αk}k≥0 sea

Aα =




α0 α1 α2 . . . αN−1 . . .

α1 α2 α3

α2 α3 α4

...
. . .

...

αN−1 . . . α2(N−1)

...
. . .




.

Teorema 1.5 (Kronecker). Sea α = {αk}k≥0 una sucesión de números complejos.

La matriz Aα tiene rango finito si y sólo si la serie de potencia

fα(z) =
∞∑

j=0

αj zj

determina una función racional.

En este caso

rango(Aα) = grado(zfα(z)).



4. EL TEOREMA DE KRONECKER. 13

Demostración.

(⇐) Esta implicación se obtiene de la Proposición 1.1.

(⇒) Se supone que Aα tiene rango n. Entonces los vectores formados por las primeras

n + 1 filas {fα, S∗1fα, S∗ 2
1 fα, · · · , S∗n

1 fα} son linealmente dependientes. Entonces existe una

familia no trivial de números complejos {cj}n
j=0 tal que

c0 fα + c1 S∗1fα + · · ·+ cn S∗n
1 fα = 0. (1.3)

Sea 1 ≤ k ≤ n, usando la definición de S∗1 se tiene que

S∗ k
1 fα(z) =

∞∑
j=0

αj+k zj.

Aplicando Sn se obtiene

SnS∗ k
1 fα(z) =

∞∑
j=0

αj+k zj+n = αk zn + α1+k z1+n + · · · .

Por otro lado,

Sn−kfα(z) =
∞∑

j=0

αj zj+n−k (1.4)

Es decir,

Sn−kfα(z) = α0 zn−k + α1 z1+n−k + · · ·+ αk−1 zn−1 + αk zn + · · ·

Entonces

Sn−kfα(z)− SnS∗ k
1 fα(z) = α0 zn−k + α1 z1+n−k + · · ·+ αk−1 zn−1

= Sn−k(α0 + α1 z1 + · · ·+ αk−1 zk−1).

Luego

Sn−kfα(z)− SnS∗ k
1 fα(z) = Sn−k

(
k−1∑
j=0

αj zj

)
.

De donde

SnS∗ k
1 fα(z) = Sn−kfα(z)− Sn−k

(
k−1∑
j=0

αj zj

)
. (1.5)
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Por (1.3)

0 = Sn

(
n∑

k=0

ck S∗ k
1 fα(z)

)
=

n∑

k=0

ck Sn S∗ k
1 fα(z).

De la igualdad anterior, usando (1.5) se obtiene que

0 = co Sn fα(z) +
n∑

k=1

ck

(
Sn−kfα(z)− Sn−k

(
k−1∑
j=0

αj zj

))

= co Sn fα(z) +
n∑

k=1

ck Sn−kfα(z)−
n∑

k=1

ck Sn−k

(
k−1∑
j=0

αj zj

)

=
n∑

k=0

ck Sn−kfα(z)−
n∑

k=1

ck Sn−k

(
k−1∑
j=0

αj zj

)

Sea

p(z) =
n∑

k=1

ck Sn−k

(
k−1∑
j=0

αj zj

)
.

entonces p se puede expresar de la siguiente manera

p(z) =
n−1∑
j=0

pjz
j

para algunos p0, · · · pn−1 ∈ C.

De donde

0 =
n∑

k=0

ck Sn−kfα(z)− p(z).

Entonces

p(z) =
n∑

k=0

ck Sn−kfα(z).

Usando (1.4) se tiene que

n∑

k=0

ck Sn−kfα(z) =
n∑

k=0

ck

∞∑
j=0

αj zj+n−k

=
n∑

k=0

ck zn−k

( ∞∑
j=0

αj zj

)

=

( ∞∑
j=0

αj zj

)(
n∑

k=0

ck zn−k

)
.
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Sea

q(z) =
n∑

k=0

ck zn−k.

Luego

p(z) = fα(z)q(z).

De donde

fα(z) =
p(z)

q(z)
.

Como

grado p ≤ n− 1 y grado q ≤ n

se tiene que

grado(zfα(z)) ≤ máx{grado zp(z), grado q(z)} ≤ n = rango(Aα).

Por otro lado de la Proposición 1.1 se sabe que

rango(Aα) ≤ grado(zfα(z)).

Esto completa la prueba. ¤



CAṔıTULO 2

Espacios métricos, espacios normados y espacios de Banach.

1. Espacios métricos.

Definición 2.1. Sea X un conjunto no vaćıo. Sea d : X ×X → R una función, se dice

que d es una métrica métrica en X cuando se verifican:

(a) d(x, y) ≥ 0 para todos x, y ∈ X.

(b) d(x, y) = d(y, x) para todos x, y ∈ X.

(c) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) para todos x, y, z ∈ X (desigualdad triangular).

(d) d(x, y) = 0 si y sólo si x = y.

El número real d(a, b) recibe el nombre de distancia entre a y b.

En este caso se dice que (X, d) es un espacio métrico.

Sea (X, d) un espacio métrico.

Definición 2.2. Sean {xn} una sucesión en X y x ∈ X, se dice que {xn} converge a x

cuando para todo ε > 0 existe N ∈ N tal que d(xn, x) < ε si n ∈ N y n > N .

En este caso se escribe

ĺım
n→∞

xn = x en (X, d).

Definición 2.3. Se dice que la sucesión {xn} en X es convergente cuando existe x ∈ X

tal que {xn} converge a x en (X, d).

Definición 2.4. Sea {xn} una sucesión en X, se dice que {xn} es una sucesión de Cauchy

si para cada ε > 0 existe N ∈ N tal que d(xn, xm) < ε si n,m > N .

Usando la desigualdad triangular se puede probar que toda sucesión convergente es de

Cauchy. Sin embargo, el rećıproco no es cierto.

Definición 2.5. Sea A ⊂ X, se dice que A es un conjunto completo cuando toda sucesión

de Cauchy en A converge a un punto de A.

16
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2. Espacios normados.

Sean R el cuerpo de los números reales y C el cuerpo de los números complejos.

En este trabajo se usará K para referirse a R ó C.

Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo de escalares K.

Definición 2.6. Sea X un espacio vectorial sobre K. Una norma en X es una función

‖ ‖ : X → R tal que

(i) ‖x‖ ≥ 0 para todo x ∈ X,

(ii) ‖x‖ = 0 si y sólo si x = 0,

(iii) ‖λx‖ = |λ|‖x‖ para todo x ∈ X, para todo escalar λ ∈ K,

(iv) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ para todo x, y ∈ X.

En este caso se dice que (X, ‖ ‖) es un espacio normado.

Proposición 2.7. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado. Para x, y ∈ X sea

d(x, y) = ‖x− y‖

entonces d es una métrica en X.

Esta métrica se conoce como la métrica asociada a la norma o la métrica proveniente de

la norma.

Observación 2.8. Existen métricas que no provienen de una norma.

3. Espacio cociente.

Sea X un espacio vectorial y sea M ⊂ X una variedad lineal, se define

X/M = {x + M : x ∈ X}.

Se usa la siguiente notación:

[x] = x + M.

Si x, y ∈ X, si λ es un escalar se define

[x] + [y] = [x + y].

λ[x] = [λx].

Con estas operaciones, resulta que X/M es un espacio vectorial.
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Sea (X, ‖ ‖X) un espacio normado.

Definición 2.9. Sea M un subconjunto de X, se dice que M es un subespacio si M es

una variedad lineal y M es cerrado en la topoloǵıa de la norma.

Sea M un subespacio de X, para [x] ∈ X/M se define:

‖ [x] ‖X/M = dist (x,M) = ı́nf
m∈M

‖x + m‖X .

Se puede verificar que ‖ [x] ‖X/M está bien definida.

Proposición 2.10. ‖ ‖X/M es una norma en X/M .

Proposición 2.11. Si x ∈ X entonces ‖ [x] ‖X/M ≤ ‖x‖X .

4. Operadores en espacios normados.

Sean X, Y dos espacios normados (sobre el mismo cuerpo de escalares K).

Definición 2.12. Sea T : X → Y se dice que T es un operador lineal si

(i) T (x + y) = T (x) + T (y) para todo x, y ∈ X,

(ii) T (λx) = λT (x) para todo x ∈ X, para todo escalar λ.

Definición 2.13. Sea T : X → Y un operador lineal, se dice que T es un operador

acotado cuando existe c > 0 tal que

‖T (x)‖Y ≤ c‖x‖X para todo x ∈ X.

Teorema 2.14. Sean X, Y dos espacios normados (sobre el mismo cuerpo de escalares)

y sea T : X → Y un operador lineal. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) T es continuo,

(b) T es continuo en x = 0,

(c) T es continuo en algún punto xo ∈ X,

(d) T es un operador acotado.

Para un operador lineal acotado T se define ‖T‖ como

‖T‖ = sup
‖x‖=1

‖T (x)‖. (2.1)
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Se puede probar que

‖T‖ = sup
x 6=0

‖T (x)‖
‖x‖ ,

y

‖T‖ = sup
‖x‖≤1

‖T (x)‖.

Otra expresión para ‖T‖ es la siguiente

‖T‖ = ı́nf{M : ‖T (x)‖ ≤ M‖x‖ para todo x ∈ X}.

5. El espacio L(X, Y ).

Sean X, Y dos espacios normados sobre el mismo cuerpo de escalares K.

Definición 2.15. Sea

L(X, Y ) = {T : X → Y tales que T es un operador lineal y continuo}.

En el caso X = Y se usará L(X) para referirse a este conjunto, es decir,

L(X) = L(X, X).

Proposición 2.16. L(X,Y ) es un espacio vectorial con las operaciones usuales

(λT )(x) = λT (x),

(T1 + T2)(x) = T1(x) + T2(x).

donde T1, T2 ∈ L(X, Y ) y λ ∈ K.

Además con la definición dada en la igualdad (2.1), se tiene que ‖ · ‖ es una norma en

L(X, Y ).
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6. Dual de un espacio normado y teorema de Hahn-Banach.

Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo de escalares K (como antes K = R ó K = C).

Definición 2.17. Un funcional lineal en X es una función f : X → K que es lineal.

Definición 2.18. El dual topológico de X es

X∗ = L(X,K) = {f : X → K tales que f es un funcional lineal y continuo}.

El siguiente resultado es muy importante.

Teorema 2.19 (Hahn-Banach para un espacio normado).

Sean X un K-espacio normado, M un subespacio propio de X y f : M → K un funcional

lineal continuo. Entonces existe un funcional lineal continuo F : X → K tal que

(i) F (x) = f(x) para todo x ∈ M ,

(ii) ‖F‖ = ‖f‖.

Si X es un espacio de Banach y M es un subespacio de X, el anulador del subespacio M

es

M⊥ = {f ∈ X∗ : f(x) = 0 para toda x ∈ M}.

Es decir,

M⊥ = {f ∈ X∗ : f | M = 0}.

Sean f ∈ X∗, {fn}n≥1 ⊂ X∗. Se dice que {fn}n≥1 converge a f en la topoloǵıa débil*

cuando

ĺım
n→∞

fn(x) = f(x)

para todo x ∈ X. Y se define la topoloǵıa débil* como la topoloǵıa de la convergencia puntual.

Proposición 2.20. Sea A un subconjunto de X∗. Si A es débil-* cerrado, en X∗, entonces

A es cerrado en la topoloǵıa de la norma, en X∗.

Este es un caso particular de un resultado más general que puede verse en la sección

referente a la topoloǵıa débil* de [6].
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Proposición 2.21.

(a) M⊥ es débil-* cerrado, en X∗.

(b) M⊥ es cerrado en la topoloǵıa de la norma, en X∗.

Demostración.

Para probar (a) se consideran f ∈ X∗ y {fn}n≥1 ⊂ M⊥ tales que {fn}n≥1 converge a f

en la topoloǵıa débil*. Entonces

ĺım
n→∞

fn(x) = f(x) para todo x ∈ X.

Dado n ∈ N, como fn ∈ M⊥ se tiene que

fn(x) = 0 para todo x ∈ M.

Por lo tanto, para x ∈ M se tiene que

f(x) = ĺım
n→∞

fn(x) = 0.

De donde f ∈ M⊥.

La parte (b) se obtiene de la parte (a) y de la Proposición 2.20. ¤

7. Espacios de Banach.

Definición 2.22. Sea X un espacio vectorial normado y sea d la métrica asociada a la

norma. Si X es un espacio métrico completo con respecto a d se dice que X es un espacio

de Banach.

Teorema 2.23. Si X es un espacio de Banach y M es un subespacio de X entonces

X/M es un espacio de Banach.

Teorema 2.24. Si X es un espacio de Banach y M es un subespacio de X entonces

M∗ es isomorfo al espacio X∗/M⊥.

Esto se abrevia mediante

M∗ ≈ X∗/M⊥.

Demostración.

Sea f ∈ M∗ entonces f : M → C es lineal y continuo.

Entonces por el teorema de Hahn-Banach, existe F tal que F : X → C es lineal y

continuo, además se tiene que
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(a) Para todo x ∈ M

F (x) = f(x). (2.2)

(b) ‖F‖ = ‖f‖.
Como F es lineal y continuo entonces F ∈ X∗.

Por (2.2) se obtiene

f(x)− F (x) = 0 para todo x ∈ M.

Es decir,

f − F ∈ M⊥.

Sea g ∈ M⊥ tal que

g = f − F.

De donde

f = F + g con g ∈ M⊥.

Entonces,

‖f‖ = ‖F + g‖ = ı́nf{‖F + g‖ : g ∈ M⊥}.

Sea h la función nula, es decir h(x) = 0 para todo x ∈ X. Entonces h ∈ M⊥.

Por (2.2) se tiene que

f(x)− F (x) = h(x) si x ∈ M,

de donde

f(x) = F (x) + h(x) si x ∈ M, con h ∈ M⊥.

Se deduce que [f ] = [F ].

Sea ∆ : M∗ → X∗/M⊥ definido por

∆(f) = [F ].

(i) Se verá que ∆ está bien definida.

Sean f ∈ M∗. Sean F1 y F2 dos funcionales lineales y continuas diferentes obte-

nidas al aplicar el teorema de Hahn-Banach a f , entonces
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(a) Para todo x ∈ M

F1(x) = f(x) = F2(x). (2.3)

(b) ‖F1‖ = ‖f‖ = ‖F2‖.
Por (2.3)

f(x)− F1(x) = 0 = f(x)− F2(x) para todo x ∈ M.

En M se define

g1 = f − F1 y g2 = f − F2.

Es claro que g1, g2 ∈ M⊥, de donde g2 − g1 ∈ M⊥.

Se tiene que

F1|M = F2|M + (g2 − g1).

Por lo tanto

[F1] = [F2].

(ii) La prueba de la linealidad de ∆ es sencilla y se da a continuación.

Sean f, g ∈ M∗ y λ ∈ C, entonces

∆(λf + g) = [λF + G] = λ[F ] + [G] = λ∆(f) + ∆(g).

(iii) Para probar que ∆ es una isometŕıa, basta observar que

‖∆(f)‖ = ‖[F ]‖ = ‖f‖.

(iv) Para finalizar la demostración se verá que ∆ es sobreyectiva.

Sea h ∈ X∗/M⊥. Entonces existe F ∈ X∗ tal que h = [F ]. Sea

f = F |M .

Entonces f ∈ M∗.

Además

∆(f) = [F ] = h.

¤
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8. Espacios lp.

Ejemplo 2.25. Para 1 ≤ p < ∞ sea

lp =

{
(xn)n≥1 : xn ∈ C y

∞∑
i=1

|xi|p < ∞
}

.

Para x = (xn)n≥1 ∈ lp se define

‖x‖p =

( ∞∑
i=1

|xi|p
)1/p

.

El espacio lp es un espacio de Banach.

Observación: se considera 1 ≤ p < ∞ porque la desigualdad triangular falla para

0 < p < 1.

Ejemplo 2.26. Sea

l∞ = {(xn)n≥1 : xn ∈ C y sup
n≥1

|xn| < ∞}.

Para x = (xn)n≥1 ∈ l∞ se define

‖x‖∞ = sup
n≥1

|xn|.

Para más detalles acerca de espacios de Banach ver [20].

9. El espacio (l1)∗ es isomorfo al espacio l∞.

Proposición 2.27. Para y = (yn)n≥1 ∈ l∞ sea φy : l1 → C dada por

φy(x) =
∞∑

n=1

xnyn

para cada x = (xn)n≥1 ∈ l1. Entonces

(a) φy es un funcional lineal en l1.

(b) φy es un funcional continuo tal que

‖φy‖ ≤ ‖y‖∞.



9. EL ESPACIO (l1)∗ ES ISOMORFO AL ESPACIO l∞. 25

Demostración. La linealidad es sencilla.

Se probará la continuidad.

Si x = (xn)n≥1 ∈ l1, y = (yn)n≥1 ∈ l∞ se tiene que

|φy(x)| ≤
∞∑

n=1

|xnyn|

≤ sup
n≥1

|yn|
∞∑

n=1

|xn|

= ‖y‖∞ ‖x‖1.

Por lo tanto φy es un funcional lineal acotado y ‖φy‖ ≤ ‖y‖∞.

Luego φy es un funcional lineal y continuo. ¤

Teorema 2.28. (l1)∗ es isomorfo a l∞.

Esto se abrevia mediante

(l1)∗ ≈ l∞.

Demostración. Sea Λ : l∞ → (l1)∗ definida por

Λ(y) = φy.

Por la proposición anterior, si y ∈ l∞ entonces φy ∈ (l1)∗. Por lo tanto Λ está bien

definida.

Se debe probar que Λ es un isomorfismo isométrico, es decir,

(a) Λ es lineal,

(b) Λ es inyectiva,

(c) Λ es sobreyectiva,

(d) Λ es isométrica.

La prueba de (a) es sencilla. Además se tiene que (d) implica (b). Por lo tanto, basta

probar (c) y (d).

Las demostraciones de (c) y (d) son análogas a las dadas en [6] para el caso de los

funcionales lineales a valores reales. ¤

En [18] pueden encontrarse otros resultados similares, los cuales caracterizan los duales

de algunos espacios de sucesiones.
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10. El principio de acotación uniforme y el teorema de Banach-Steinhaus.

Definición 2.29. Sean X, Y espacios normados. Sea F ⊂ L(X, Y ) se dice que F es

equicontinuo cuando

sup
T∈F

‖T‖ < ∞.

Teorema 2.30 (Principio de acotación uniforme).

Sean X un espacio de Banach, Y un espacio normado y F ⊂ L(X,Y ). Si

sup
T∈F

‖T (x)‖Y < ∞ para cada x ∈ X

entonces

sup
T∈F

‖T‖ < ∞,

es decir, F es equicontinuo.

Teorema 2.31 (Teorema de Banach - Steinhaus).

Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normado.

Sea {Tn}n≥1 ⊂ L(X, Y ) tal que ĺımn→∞ Tn(x) existe para todo x ∈ X entonces {Tn}n≥1

es equicontinuo, es decir,

sup
n≥1

‖Tn‖ < +∞.

Además si se considera T : X → Y dado por

T (x) = ĺım
n→∞

Tn(x)

para x ∈ X entonces T es lineal y acotado, es decir, T ∈ L(X, Y ). Además

‖T‖ ≤ lim
n→∞

‖Tn‖.



CAṔıTULO 3

Espacios de Lebesgue.

1. El conjunto de las funciones medibles y esencialmente acotadas: L∞.

Un espacio importante es L∞, el conjunto de las funciones medibles y esencialmente

acotadas en [0, 2π], definido como

L∞ = {f : [0, 2π] → C tales que ‖f‖∞ < ∞},

donde

‖f‖∞ = ı́nf{λ ≥ 0 : m{t ∈ [0, 2π] : |f(t)| > λ} = 0 }

y m es la medida de Lebesgue normalizada en [0, 2π].

El espacio L∞ es un espacio de Banach; es decir, es un espacio vectorial, normado y

completo.

2. Los espacios de Lebesgue: Lp.

Para 1 ≤ p < ∞ sea

Lp =

{
f : [0, 2π] → C tales que f es medible y

∫ 2π

0

|f(t)|pdt < ∞
}

.

Dadas f ∈ Lp sea

‖f‖p =

(∫ 2π

0

|f(t)|pdt

)1/p

donde dt representa la medida de Lebesgue normalizada.

En este caso ‖f‖p = 0 no implica f = 0.

Sin embargo, ‖f‖p = 0 implica f = 0 c.s. (con respecto a la medida de Lebesgue).

Se puede considerar la siguiente relación de equivalencia: f ∼ g si y sólo si f = g c.s.

Considerando las clases de equivalencia y pasando a un cociente se obtiene el espacio de

Lebesgue Lp.

Si se usa f̃ para referirse a la clase de equivalencia de f se puede definir

‖f̃‖p = ‖f‖p.

27



3. EL ESPACIO (L1)∗ ES ISOMORFO AL ESPACIO L∞. 28

Se puede probar que Lp es un espacio normado, más aún Lp es un espacio de Banach.

Por comodidad se usará f para referirse a los elementos de Lp, en lugar de usar f̃ .

Para detalles adicionales ver [27].

Se puede probar que L∞ es un subconjunto de Lp para 1 ≤ p < ∞.

3. El espacio (L1)∗ es isomorfo al espacio L∞.

Proposición 3.1. Para g ∈ L∞ sea φg : L1 → C dada por

φg(f) =

∫ 2π

0

f(x) g(x) dx

para cada f ∈ L1. Entonces

(a) φg es un funcional lineal en L1.

(b) φg es un funcional continuo tal que

‖φg‖ ≤ ‖g‖∞.

Demostración. La linealidad es sencilla. Se probará la continuidad.

Si f ∈ L1, g ∈ L∞ se tiene que

|φg(f)| =
∣∣∣∣
∫ 2π

0

f(x) g(x) dx

∣∣∣∣ ≤
∫ 2π

0

|f(x) g(x)| dx

≤
∫ 2π

0

|f(x)| ‖g‖∞ dx ≤ ‖g‖∞
∫ 2π

0

|f(x)| dx

≤ ‖g‖∞ ‖f‖1.

Por lo tanto φg es un funcional lineal acotado. Luego φg es un funcional lineal continuo.

¤

Teorema 3.2. (L1)∗ es isomorfo a L∞.

Esto se abrevia mediante

(L1)∗ ≈ L∞.

Demostración. Solamente se dará la idea de la prueba.

Sea Λ : L∞ → (L1)∗ definida por

Λ(g) = φg.
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Por la proposición anterior, si g ∈ L∞ entonces φg ∈ (L1)∗. Por lo tanto Λ está bien

definida.

Se debe probar que Λ es un isomorfismo isométrico, es decir,

(a) Λ es lineal,

(b) Λ es inyectiva,

(c) Λ es sobreyectiva,

(d) Λ es isométrica.

La prueba de (a) es sencilla. Además se tiene que (d) implica (b). Por lo tanto, basta

probar (c) y (d).

La prueba de (c) y (d) puede verse en el libro de Rudin [28, Caṕıtulo 6] o en el libro de

Royden [27, Caṕıtulo 6]. Sin embargo a continuación se da la demostración de (c).

Se probará que si φ ∈ (L1)∗ entonces existe g ∈ L∞ tal que φ tiene la siguiente represen-

tación integral

φ(f) =

∫ 2π

0

f(x) g(x) dx

para cada f ∈ L1.

Sea φ ∈ (L1)∗.

Si ‖φ‖ = 0 basta tomar g = 0.

Si ‖φ‖ > 0 se define

µ(E) = φ(1E).

Se tiene que µ([0, 2π]) = φ(1[0,2π]) es una constante, por lo tanto µ([0, 2π]) es finito.

Se probará que µ es una medida.

Si A ∩B = ∅ entonces

µ(A ∪B) = φ(1A∪B) = φ(1A + 1B) = φ(1A) + φ(1B) = µ(A) + µ(B).

Es decir µ es finitamente aditiva.

Para probar que µ es σ-aditiva basta probar que para toda sucesión decreciente {Vk} de

conjuntos borelianos en [0, 2π] tal que
⋂∞

k=1 Vk = ∅ se tiene

ĺım
k→∞

µ(Vk) = 0.
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Sea {Vk} una sucesión decreciente de conjuntos borelianos en [0, 2π] tal que
⋂∞

k=1 Vk = ∅.
Entonces

ĺım
k→∞

µ(Vk) = ĺım
k→∞

φ(1Vk
) = φ

(
ĺım
k→∞

1Vk

)

= φ
(
1T∞

k=1 Vk

)
= φ(1∅)

= φ(0) = 0.

De donde se tiene la σ-aditividad.

Se ha probado que µ es una medida compleja.

A continuación se verá que µ es absolutamente continua con respecto a la medida de

Lebesgue.

Sea m la medida de Lebesgue, si m(E) = 0 entonces

0 ≤ |µ(E)| = |φ(1E)| ≤ ‖φ‖‖1E‖1 = ‖φ‖
∫ 2π

0

|1E|

= ‖φ‖
∫ 2π

0

1E = ‖φ‖
∫ 2π

0

1E = ‖φ‖m(E)

Por lo tanto µ(E) = 0.

Como µ es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue, por el teorema

de Radon-Nikodym existe g ∈ L1 tal que

µ(E) =

∫

E

g(x) dx.

Por lo tanto

φ(1E) =

∫ 2π

0

1E(x) g(x) dx.

Por linealidad se tiene que

φ(h) =

∫ 2π

0

h(x) g(x) dx

donde h es una función simple.

Sea h ∈ L∞ entonces existe una sucesión de funciones simples {hn} tal que

ĺım
n→∞

‖hn − h‖∞ = 0.

Es decir, {hn} converge uniformemente a h.
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Como h ∈ L∞ ⊂ L1 y φ ∈ (L1)∗

φ(h) = ĺım
n→∞

φ(hn) = ĺım
n→∞

∫ 2π

0

hn(x) g(x) dx

=

∫ 2π

0

ĺım
n→∞

hn(x) g(x) dx =

∫ 2π

0

h(x) g(x) dx

Se ha probado que para h ∈ L∞ se tiene la representación integral

φ(h) =

∫ 2π

0

h(x) g(x) dx.

Antes de probar la representación integral para funciones de L1, se probará que g ∈ L∞

y ‖g‖∞ ≤ ‖φ‖.

Sea E un conjunto medible Lebesgue contenido en [0, 2π] entonces
∣∣∣∣
∫

E

g(t) dt

∣∣∣∣ = |φ(1E)| ≤ ‖φ‖ ‖1E‖1 = ‖φ‖µ(E).

Luego ∣∣∣∣
1

µ(E)

∫

E

g(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ‖φ‖.

Para h > 0 se consideran intervalos en [0, 2π] de la forma [x, x + h] ó [x− h, x]. Se tiene

que

|g(x)| =
∣∣∣∣

d

dx

(∫ x

0

g

)∣∣∣∣ = ĺım
h→0

1

|h|

∣∣∣∣
∫ x+h

x

g(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ‖φ‖.

Entonces

|g(x)| ≤ ‖φ‖ para casi todo x ∈ X.

De donde g ∈ L∞ y

‖g‖∞ ≤ ‖φ‖.

A continuación se verá la representación integral para funciones de L1.

Dada f ∈ L1, sea {fn} una sucesión de funciones simples tal que {hn} converge a f

puntualmente.
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Como la medida de Lebesgue de [0, 2π] es finita, por el teorema de convergencia dominada

se tiene que

ĺım
n→∞

‖hn − f‖1 = 0

(con dominante de |hn − f | igual a 2|f | + 1 para n suficientemente grande, esto se prueba

usando la convergencia puntual).

De φ ∈ (L1)∗ se obtiene que φ es lineal y acotada, por lo tanto

|φ(hn)− φ(f)| = |φ(hn − f)| ≤ ‖φ‖ ‖hn − f‖1.

Luego

φ(f) = ĺım
n→∞

φ(hn) = ĺım
n→∞

∫ 2π

0

hn(x) g(x) dx

=

∫ 2π

0

ĺım
n→∞

hn(x) g(x) dx =

∫ 2π

0

f(x) g(x) dx.

El intercambio del ĺımite con la integral se justifica usando el teorema de convergencia

dominada con dominante de |hng−fg| igual a ‖g‖∞(2|f |+1) para n suficientemente grande.

¤

4. El operador en L2 de multiplicación por una función de L∞.

Una propiedad importante de L∞ es que, si φ ∈ L∞ y f ∈ L2 entonces φf ∈ L2; de

hecho,

‖φf‖2
2 =

∫ 2π

0

|φf |2 ≤
∫ 2π

0

‖φ‖2
∞|f |2 = ‖φ‖2

∞

∫ 2π

0

|f |2 ≤ ‖φ‖2
∞‖f‖2

2.

De donde

‖φf‖2
2 ≤ ‖φ‖2

∞‖f‖2
2.

Esto nos permite definir el operador de multiplicación por funciones en L∞.

Proposición 3.3. Dada φ ∈ L∞ sea Mφ : L2 → L2 dado por

Mφ(f) = φf.

Entonces Mφ es un operador lineal acotado y ‖Mφ‖ = ‖φ‖∞.
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Demostración. Si λ ∈ C, f1, f2 ∈ L2 entonces

Mφ(λf1 + f2) = φ(λf1 + f2) = λφf1 + φf2 = λMφ(f1) + Mφ(f2).

Luego Mφ es lineal.

Para probar que Mφ es un operador acotado, se considera f ∈ L2 entonces

‖Mφ(f)‖2 = ‖φf‖2 ≤ ‖φ‖∞‖f‖2.

De donde Mφ es un operador acotado y

‖Mφ‖ ≤ ‖φ‖∞.

Para probar que

‖φ‖∞ ≤ ‖Mφ‖

basta demostrar que

m{x ∈ [0, 2π] : |φ(x)| > ‖Mφ‖} = 0

donde m denota la medida de Lebesgue en [0, 2π].

Sea C un conjunto medible Lebesgue, como 1C ∈ L2

∫ 2π

0

1C |φ|2 = ‖Mφ(1C)‖2
2 ≤ ‖Mφ‖2‖1C‖2

2 = ‖Mφ‖2

∫ 2π

0

1C = ‖Mφ‖2m(C).

Dado n ∈ N sea

Cn = {x ∈ [0, 2π] : |φ(x)| > ‖Mφ‖+ 1/n}.

Entonces

(‖Mφ‖+ 1/n)2m(Cn) =

∫ 2π

0

1Cn(‖Mφ‖+ 1/n)2 ≤
∫ 2π

0

1Cn |φ|2 ≤ ‖Mφ‖2m(Cn).

Luego

(‖Mφ‖+ 1/n)2m(Cn) ≤ ‖Mφ‖2m(Cn).

De donde

m(Cn) = 0.

Por lo tanto

0 ≤ m{x ∈ [0, 2π] : |φ(x)| > ‖Mφ‖} = m

{ ∞⋃
n=1

Cn

}
≤

∞∑
n=1

m(Cn) = 0

Se ha probado que ‖Mφ‖ = ‖φ‖∞. ¤
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5. Los coeficientes de Fourier.

En lo que sigue se usará la medida de Lebesgue normalizada. Para n ∈ Z sea

en(x) = einx

y para f ∈ L1 se consideran los coeficientes de Fourier:

f̂(n) =

∫ 2π

0

e−inxf(x) dx.

Es importante resaltar que la integral anterior es finita ya que si f ∈ L1 entonces
∣∣∣∣
∫ 2π

0

e−inxf(x) dx

∣∣∣∣ ≤
∫ 2π

0

|f(x)| dx = ‖f‖1 < ∞.

Por lo tanto {f̂(n)}n∈Z es una sucesión bilateral de números complejos.

Más aún

|f̂(n)| =
∣∣∣∣
∫ 2π

0

e−inxf(x) dx

∣∣∣∣ ≤
∫ 2π

0

|f(x)| dx = ‖f‖1.

Luego

sup
n∈Z

|f̂(n)| ≤ ‖f‖1.

De donde

‖{f̂(n)}n∈Z‖∞ = sup
n∈Z

|f̂(n)| ≤ ‖f‖1

y {f̂(n)}n∈Z ∈ l∞.

Para un estudio detallado de los coeficientes y de las series de Fourier se pueden ver

[8, 15, 16, 29, 31].

6. Los polinomios trigonométricos.

El soporte de una sucesión bilateral {an}n∈Z es:

sop({an}n) = {n ∈ Z : an 6= 0}.

Un polinomio trigonométrico es una función f : [0, 2π] → C de la forma

f(x) =
∑

n∈Z
an en(x)

donde {an}n∈Z es una sucesión de números complejos que tiene soporte finito.
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Se puede probar que

f̂(n) = an.

Sea P el conjunto de los polinomios trigonométricos.

Se usará la siguiente notación

sop f̂ = sop({f̂(n)}n∈Z).

Con esta notación se tiene que

P =

{
f : [0, 2π] → C tales que f =

∑

n∈Z
f̂(n) en y sop f̂ es finito

}
.

Sean

Z1 = {n ∈ Z : n ≥ 0}
y

P1 =
{

f ∈ P : sop f̂ ⊆ Z1

}
.

Las funciones de P1 son llamadas polinomios anaĺıticos y simplemente son funciones de la

forma

f(x) =
N∑

n=0

an en(x)

para algún N ∈ N.

Sean

Z2 = {n ∈ Z : n < 0}
y

P2 =
{

f ∈ P : sop f̂ ⊆ Z2

}
.

Las funciones de P2 son llamadas polinomios anti-anaĺıticos y simplemente son funciones de

la forma

f(x) =
−1∑

n=−N

an en(x)

para algún N ∈ N.



CAṔıTULO 4

Espacios de Hardy.

1. Espacios de Hardy de funciones anaĺıticas.

Sea

D = {z ∈ C : |z| < 1}.

Los espacios de Hardy suelen definirse para funciones cuyo dominio es D (ver [28]).

Sin embargo tomando ĺımite radial surgen unos espacios muy relacionados con los ante-

riores, formados por funciones cuyo dominio es la circunferencia

T = {z ∈ C : |z| = 1}.

Como T es isomorfo a [0, 2π), se pueden considerar funciones cuyo dominio es simplemente

[0, 2π). En realidad estas son las funciones que se considerarán al comienzo de este caṕıtulo.

El espacio H∞(D) es el espacio de Hardy de las funciones anaĺıticas y acotadas en D.

Es decir,

H∞(D) = {F : D→ C / F es anaĺıtica y acotada } .

Sea 1 ≤ p < ∞. A continuación se definirá Hp(D), sin embargo, antes se se dará el

siguiente resultado.

Proposición 4.1. Dada f ∈ Lp sea Ff : D→ C definida por

Ff (re
iθ) =

∞∑
n=−∞

f̂(n) r|n| einθ

donde 0 ≤ r < 1 y θ ∈ [0, 2π).

Se tiene que:

f̂(n) = 0 para todo n < 0 si y sólo si Ff es anaĺıtica.

La demostración de este resultado es sencilla.

36
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Una definición natural de los espacios Hp(D) es la siguiente:

Hp(D) =

{
F : D→ C / F es anaĺıtica y F (reiθ) =

∞∑
n=0

f̂(n) rn einθ para alguna f ∈ Lp

}
.

Sea

F ∗(eiθ) = ĺım
r→1

F (reiθ).

Si

F (reiθ) =
∞∑

n=0

f̂(n) rn einθ

entonces

F ∗(eiθ) = f(θ).

Otra manera de definir los espacios Hp(D) es la que aparece en el libro de Rudin [28]:

dada F anaĺıtica en D, usando la medida de Lebesgue normalizada, sea

Mp(r, F ) =

(∫ 2π

0

|F (reiθ)|pdθ

)

y

M∞(r, F ) = sup
0≤θ<2π

|F (reiθ)|.

Resulta que Mp(r, F ) es creciente como función de r.

Se definen

‖F‖p = ĺım
r→1

Mp(r, F )

y

Hp(D) = {F : D→ C / F es anaĺıtica y ‖F‖p < ∞} .

Sea {bn}n≥1 una sucesión de números complejos tal que 0 < |bn| < 1. Se dice que {bn}n≥1

satisface la condición de Blaschke cuando
∞∑

n=1

(1− |bn|) < ∞.

Definición 4.2. Sea B : D → C una función, se dice que B es el producto de Blaschke

asociado a una sucesión {bn}n≥1 si

B(z) =
∞∏

n=1

bn − z

1− bnz

|bn|
bn

donde el producto converge.
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Proposición 4.3. Si {bn}n≥1 satisface la condición de Blaschke y B es el producto de

Blaschke asociado a {bn}n≥1 entonces

(i) B representa una función anaĺıtica.

(ii) B es acotada por 1.

(iii) B ∈ H∞(D).

(iv) B tiene ĺımite radial c.s., es decir ĺımr→1 B(reiθ) existe c.s.

(v) Si

B∗(eiθ) = ĺım
r→1

B(reiθ)

entonces |B∗(eiθ)| = 1 c.s.

(vi) B tiene sus ceros exactamente en los bn.

Los detalles de este resultado y otras propiedades de los productos de Blaschke pueden

hallarse en [26, 28].

Sea F : D → C una función con una cantidad numerable de ceros {bn}n≥1 se puede

considerar el producto de Blaschke BF formado con estos ceros

BF (z) =
∞∏

n=1

bn − z

1− bnz

|bn|
bn

.

Bajo ciertas hipótesis, este producto será convergente.

Si F ∈ Hp(D) y F no es idénticamente nula entonces F tiene a lo sumo una cantidad

numerable de ceros en D. Además el producto de Blaschke BF formado con los ceros de F

es convergente (ver [28, Caṕıtulo 15]).

Proposición 4.4. El producto de dos funciones de H2 está en H1.

Demostración. Este resultado es consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarzs.

¤

El resultado anterior es bastante natural. Mucho más interesante es el siguiente resultado,

el cual indica que el rećıproco de la proposición anterior es cierto.

Proposición 4.5. Toda función de H1 se descompone como el producto de dos funciones

de H2.
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Más precisamente, si F ∈ H1 entonces existen g, h ∈ H1 tales que F = gh y

‖g‖2 = ‖h‖2 = ‖F‖1.

Demostración. Solamente se dará la idea de la prueba.

Si F ∈ H1 y f no es idénticamente nula se puede considerar el polinomio de Blaschke

BF formado con los ceros de f .

Como F/BF no se anula, existe una determinación anaĺıtica del logaritmo. Por lo tanto

se puede tomar la ráız cuadrada de F/BF . Sea

h =

(
F

BF

)1/2

entonces h es anaĺıtica.

Por el Teorema 17.9 y la Observación 17.11 de [28] se tiene que F/BF ∈ H1, por lo tanto

h ∈ H2.

Por otra parte, como BF ∈ H∞ y h ∈ H2 se tiene que BF h ∈ H2.

Entonces F = BF h2 = (BF h)h es el producto de dos funciones de H2. ¤

2. Los espacios Hp.

Tomando en cuenta la Proposición 4.1 resulta natural considerar los espacios Hp que se

definen en esta sección.

Para 1 ≤ p ≤ ∞, sea Hp el conjunto de las funciones f ∈ Lp con n-ésimo coeficiente de

Fourier nulo para todo n negativo (obsérvese que si f ∈ Lp entonces f ∈ L1, por lo tanto

tiene sentido hablar de los coeficientes de Fourier).

En forma más precisa se define Hp mediante

Hp = {f ∈ Lp : f̂(n) = 0 para todo n < 0}.

Estos son los espacios de Hardy que se usarán en este trabajo.

Se observa que considerando la Proposición 4.1, se puede definir Hp como el subespacio

de Lp que corresponde con las funciones anaĺıticas.

Tomando en cuenta que Z1 = {n ∈ Z : n ≥ 0} se tiene que

Hp = {f ∈ Lp : sop f̂ ⊆ Z1}.
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Más aún se tiene que Hp es la clausura del espacio de los polinomios anaĺıticos P1, en la

topoloǵıa de la norma de Lp,

Hp = P1
Lp

.

Otro conjunto que se considerará más adelante es Hp
o , el cual se define mediante

Hp
o = {f ∈ Lp : f̂(n) = 0 para todo n ≤ 0},

es decir

Hp
o = {f ∈ Hp : f̂(0) = 0}.

3. EL anulador del espacio H1.

Por definición

(H1)⊥ = {φ ∈ (L1)∗ : φ(f) = 0 para toda f ∈ H1}.

Tomando en cuenta el isomorfismo del Teorema 3.2 se sigue que

(H1)⊥ ≈
{

g ∈ L∞ :

∫ 2π

0

f g = 0 para toda f ∈ H1

}
.

Sea Ω el espacio que está a la derecha en la expresión anterior, esto es,

Ω =

{
g ∈ L∞ :

∫ 2π

0

f g = 0 para toda f ∈ H1

}
.

Como

H1 = P1
L1

se puede probar que

Ω =

{
g ∈ L∞ :

∫ 2π

0

f g = 0 para toda f ∈ P1

}
.

Usando la expresión de los polinomios anaĺıticos se sigue que

Ω =

{
g ∈ L∞ :

∫ 2π

0

ek g = 0 para todo k ≥ 0

}
.

De donde

Ω =

{
g ∈ L∞ :

∫ 2π

0

e−n g = 0 para todo n ≤ 0

}
.

Luego

Ω = {g ∈ L∞ : ĝ(n) = 0 para todo n ≤ 0} .
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Es decir,

Ω = H∞
o .

Por lo tanto

(H1)⊥ ≈ H∞
o .

Es decir, (H1)⊥ es isomorfo a H∞
o .

En forma análoga se puede ver que (H1
o )⊥ es isomorfo a H∞.

4. El espacio (H1)∗ es isomorfo al espacio cociente L∞/H∞
o .

Como H1 es un subespacio de L1, por el Teorema 2.24 se tiene que (H1)∗ es isomorfo al

espacio (L1)∗/(H1)⊥.

Por el Teorema 3.2 se sabe que (L1)∗ es isomorfo a L∞.

Usando el Teorema 3.2 también se probó que (H1)⊥ es isomorfo a H∞
o .

Juntando estos hechos se sigue que

(H1)∗ ≈ (L1)∗/(H1)⊥ ≈ L∞/H∞
o .

Esto demuestra que (H1)∗ es isomorfo al espacio L∞/H∞
o .

En forma análoga se puede ver que (H1
o )∗ es isomorfo al espacio L∞/H∞.
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Espacios de Hilbert.

1. Espacios con producto interno y espacios de Hilbert.

Definición 5.1. Sea X un espacio vectorial sobre K. Un producto interno en X es una

función 〈·, ·〉 : X ×X → K tal que

(a) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 para todo x, y ∈ X.

(b) 〈x + y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉 para todo x, y, z ∈ X.

(c) 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉 para todo x, y ∈ X, para todo λ ∈ K.

(d) 〈x, x〉 ≥ 0 para todo x ∈ X.

(e) 〈x, x〉 = 0 si y sólo si x = 0.

Además se dice que (X, 〈·, ·〉) es un espacio con producto interno.

Definición 5.2. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial con producto interno que

es completo con respecto a la norma dada por el producto interno.

Proposición 5.3. Si H es un espacio de Hilbert y T ∈ L(H) entonces

‖T‖ = sup
‖x‖=‖y‖=1

|〈T (x), y〉|. (5.1)

Teorema 5.4. Si H es un espacio de Hilbert y T ∈ L(H) entonces existe un único

operador T ∗ ∈ L(H) tal que

〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉
para todo x, y ∈ H.

Además se tiene que ‖T‖ = ‖T ∗‖.
El operador T ∗ se llama el adjunto de T .

2. El espacio l2 y el operador de desplazamiento (o shift).

Como antes, sea

l2 =

{
(xn)n≥0/ xn ∈ C y

∑
n≥0

|xn|2 < ∞
}

.

42
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Este es un espacio con producto interno, el cual está dado por:

〈x, y〉 =
∑
n≥0

xnyn.

El espacio l2, con el producto interno indicado antes, es un espacio de Hilbert.

Uno de los operadores más importantes en l2 es el desplazamiento hacia adelante So (por

el término inglés shift). Se define So : l2 → l2 como

So(a0, a1, a2, a3, · · · ) = (0, a0, a1, a2, · · · ).

Claramente

‖So(x)‖ = ‖x‖
para toda sucesión x ∈ l2, por lo que So es un operador acotado y ‖So‖ = 1.

Sean a = (a0, a1, a2, a3, · · · ) y b = (b0, b1, b2, b3, · · · ). Se tiene que

〈a, S∗o(b)〉 = 〈So(a), b〉 = 0b0 +
∑
n≥1

an−1bn =
∑

k≥0

akbk+1.

Luego

S∗o(b0, b1, b2, b3, · · · ) = (b1, b2, b3, b4, · · · ).

3. El espacio L2 y el operador de multiplicación por e1 (o shift).

Como antes, sea

L2 =

{
f : [0, 2π] → C tales que f es medible y

∫ 2π

0

|f(t)|2dt < ∞
}

.

Dadas f, g ∈ L2 sea

〈f, g〉 =

∫ 2π

0

f(t)g(t)dt.

Esta función 〈·, ·〉 satisface las condiciones (a), (b), (c) y (d) de la definición de producto

interno. En este caso 〈f, f〉 = 0 no implica f = 0.

Sin embargo, 〈f, f〉 = 0 implica f = 0 c.s. (con respecto a la medida de Lebesgue).

Se puede considerar la siguiente relación de equivalencia: f ∼ g si y sólo si f = g c.s.

Considerando las clases de equivalencia y pasando a un cociente se obtiene el espacio L2.

Si se usa f̃ para referirse a la clase de equivalencia de f se puede definir

〈f̃ , g̃〉 = 〈f, g〉.
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Se puede probar que L2 es un espacio con producto interno, más aún L2 es un espacio

de Hilbert.

Por comodidad se usará f para referirse a los elementos de L2, en lugar de usar f̃ .

El operador shift en L2 es el operador S : L2 → L2 dado por

(Sf)(x) = eixf(x)

para toda f ∈ L2.

Por lo tanto, S es el operador de multiplicación por e1, es decir,

Sf = e1f = Me1(f).

Claramente

‖S(f)‖ = ‖f‖

para toda función f ∈ L2, por lo que S es un operador acotado y ‖S‖ = 1.

Además se tiene que S−1 : L2 → L2 está dado por

(S−1f)(x) = e−ixf(x)

para toda f ∈ L2.

En este caso

S∗ = S−1.

4. Ortogonalidad.

Definición 5.5. Sea (X, 〈·, ·〉) un espacio con producto interno. Un subconjunto {vα}α∈A

de X se llama ortogonal si

〈vα, vβ〉 = 0 para α 6= β.

Definición 5.6. Sea (X, 〈·, ·〉) un espacio con producto interno. Un subconjunto {vα}α∈A

de X se llama ortonormal si

〈vα, vβ〉 = δαβ =





1 si α = β

0 si α 6= β



5. EL ESPACIO DE HARDY-HILBERT. 45

Definición 5.7. Sea (X, 〈·, ·〉) un espacio con producto interno. Un subconjunto orto-

normal {vα}α∈A de X se dice que es un sistema ortonormal completo cuando, el único h ∈ X

tal que

〈h, vα〉 = 0

para todo α ∈ A, es h = 0.

5. El espacio de Hardy-Hilbert.

Un ejemplo importante de espacio de Hilbert es H2(D), también conocido como el espacio

de Hardy-Hilbert (ver [21]). Este es el espacio de funciones anaĺıticas en el disco unitario D,

definido como

H2(D) =

{
f : D→ C / f es anaĺıtica, f(z) =

∞∑
n=0

anzn y
∑
n≥0

|an|2 < ∞
}

.

Como f es anaĺıtica en D el desarrollo en serie para f que aparece en la definición anterior

es el desarrollo en serie de Taylor y la serie converge uniformemente a f .

Sea 〈·, ·〉 : H2(D)×H2(D) → C dado por

〈f, g〉 =
∞∑

n=0

anbn,

donde

f(z) =
∞∑

n=0

anz
n y g(z) =

∞∑
n=0

bnzn.

A continuación se probará que 〈·, ·〉 es un producto interno.

Sean f, g, h ∈ H2(D) dadas por

f(z) =
∞∑

n=0

anzn , g(z) =
∞∑

n=0

bnz
n , h(z) =

∞∑
n=0

cnzn.

Por la definición de H2(D) se tiene que

∑
n≥0

|an|2 < ∞ ,
∑
n≥0

|bn|2 < ∞ ,
∑
n≥0

|cn|2 < ∞.
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1-. 〈f, g〉 = 〈g, f〉.
En efecto,

〈f, g〉 =
∞∑

n=0

anbn =
∞∑

n=0

anbn =
∞∑

n=0

anbn =
∞∑

n=0

bnan = 〈g, f〉.

2-. 〈f + g, h〉 = 〈f, h〉+ 〈g, h〉.
Para probar esto, primero se observa que

(f + g)(z) = f(z) + g(z) =
∞∑

n=0

anz
n +

∞∑
n=0

bnzn =
∞∑

n=0

(an + bn)zn

Luego,

〈f + g, h〉 =
∞∑

n=0

(an + bn)cn =
∞∑

n=0

(ancn + bncn)

=
∞∑

n=0

ancn +
∞∑

n=0

bncn = 〈f, h〉+ 〈g, h〉.

3-. 〈λf, g〉 = λ〈f, g〉, si λ ∈ C.

En efecto,

(λf)(z) = λf(z) = λ

∞∑
n=0

anz
n =

∞∑
n=0

λ anzn.

Entonces,

〈λf, g〉 =
∞∑

n=0

λ anbn = λ

∞∑
n=0

anbn = λ〈f, g〉.

4-. Si f 6= 0 entonces 〈f, f〉 > 0.

Para probar esto, se nota que si f(z) =
∑∞

n=0 anz
n entonces existe no ∈ N tal

que ano 6= 0.

Además se sabe que

〈f, f〉 =
∞∑

n=0

anan =
∞∑

n=0

|an|2

Como ano 6= 0 entonces |ano |2 > 0.

Por lo tanto

〈f, f〉 > 0.
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5-. Si 〈f, f〉 = 0 entonces f = 0.

Para probar esto, se observa que si 〈f, f〉 = 0 y f(z) =
∑∞

n=0 anz
n entonces

∞∑
n=0

|an|2 = 0

Como se trata de una suma de términos positivos se sigue que

|an|2 = 0 para todo n ∈ N

De donde, an = 0 para todo n ∈ N.

Luego, f = 0.

Por lo anterior, 〈·, ·〉 : H2(D)×H2(D) → C es un producto interno.

Sea {un}n∈N dado por

un(z) = zn.

A continuación se probará que {un}n∈N es un sistema ortonormal en H2(D).

Antes que nada se observa que para n ∈ N se tiene que

un(z) = zn =
∞∑

k=0

δnkz
k

donde

δnk =





1 si k = n

0 si k 6= n
.

Sean n, m ∈ N se tiene que

〈un, um〉 =
∞∑

k=0

δnkδmk.

De donde

〈un, un〉 = 1

y

〈un, um〉 = 0 para n 6= m.

Por lo tanto, {un}n∈N es un sistema ortonormal en H2(D).
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Sea f(z) =
∑∞

n=0 anzn. Se puede notar que

〈f, un〉 =
∞∑

k=0

akδnk = an (5.2)

para todo n ∈ N.

Por lo tanto f tiene el siguiente desarrollo en serie

f(z) =
∞∑

n=0

〈f, un〉un(z). (5.3)

Más aún

‖f‖2 = 〈f, f〉 =
∑
n≥0

|an|2 =
∑
n≥0

|〈f, un〉|2. (5.4)

A continuación se probará que el sistema ortonormal {un}n∈N es completo en H2(D).

Si se supone que

〈f, un〉 = 0 para todo n ∈ N

entonces

an = 0 para todo n ∈ N.

De donde f = 0.

Por lo tanto, {un}n∈N es un sistema ortonormal completo en H2(D).

A continuación se probará que H2(D) es un conjunto completo.

Sea {fn} una sucesión de Cauchy. Entonces para todo ε > 0 existe N ∈ N tal que,

si m,n > N , entonces ‖fm − fn‖2 < ε.

Como fn, fm ∈ H2(D), entonces

fn(z) =
∞∑

k=0

an
kzk y fm(z) =

∞∑

k=0

am
k zk.

Lo cual implica que,

fm − fn =
∞∑

k=0

am
k zk −

∞∑

k=0

an
kzk =

∞∑

k=0

(am
k − an

k) zk.

De donde se deduce lo siguiente

∞∑

k=0

|am
k − an

k |2 = 〈fm − fn, fm − fn〉 = ‖fm − fn‖2
2 < ε2.



5. EL ESPACIO DE HARDY-HILBERT. 49

Por lo tanto,

|am
k − an

k | < ε, para todo k ∈ N.

Entonces la sucesión {an
k}∞n=1 es una sucesión de Cauchy en C. Como C es completo,

entonces para cada k ∈ N existe ak ∈ C tal que

ĺım
n→∞

an
k = ak.

Se define g(z) de la manera siguiente

g(z) =
∞∑

k=0

ak zk.

Se tiene que

ĺım
n→∞

fn(z) = ĺım
n→∞

∞∑

k=0

an
k zk =

∞∑

k=0

ĺım
n→∞

an
k zk =

∞∑

k=0

ak zk = g(z).

Por otro lado
∞∑

k=0

|ak|2 =
∞∑

k=0

| ĺım
n→∞

an
k |2 =

∞∑

k=0

ĺım
n→∞

|an
k |2 = ĺım

n→∞

∞∑

k=0

|an
k |2 < ∞.

Luego g ∈ H2(D).

Lo cual implica que H2(D) es un espacio completo y por lo tanto H2(D) es un espacio

de Hilbert.
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El teorema de Nehari.

En los primeros años del siglo veinte se diseñaron los fundamentos de la teoŕıa de ope-

radores y del análisis funcional usando como base los espacios de funciones. Para la definición

de estos espacios de funciones se utilizó la teoŕıa de conjuntos que hab́ıa desarrollado Cantor.

Sea A un operador en un espacio de Hilbert H, separable y de dimensión infinita, y sea

{vn : n ≥ 0} una base ortonormal de este espacio. Si A : H → H es un operador, se define la

matriz del operador A con respecto a la base ortonormal {vn} como la matriz cuya entrada

(m,n) está dada por 〈Avn, vm〉H .

Un operador puede tener asociadas matrices diferentes si se escogen bases ortonormales

diferentes. Sin embargo, la representación matricial es muy útil, pues la acción de un operador

sobre un vector se puede ver como la multiplicación de la matriz por un vector columna (cuyas

coordenadas son los coeficientes de representación del vector en la base dada).

A continuación se mostrará que las matrices de Hankel están asociadas a los operadores

de Hankel.

1. Prueba del teorema de Nehari usando el teorema de Hahn Banach.

Dada una sucesión de números complejos α = {αk}k≥0 sea

Aα =




α0 α1 α2 . . . αN−1 . . .

α1 α2 α3

α2 α3 α4

...
. . .

...

αN−1 . . . α2(N−1)

...
. . .




.
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Si α ∈ l2 se define el operador de Hankel Γα : l2 → l2 como el operador con matriz Aα

en la base canónica de l2 que está definido en el subconjunto denso de las sucesiones con

soporte finito.

Las ideas de las demostraciones de los resultados siguientes de esta sección, están basadas

en el art́ıculo de Peller [24].

Proposición 6.1. Dada α ∈ l2 sea Γα : l2 → l2 un operador de Hankel. Sea ψ ∈ L∞ tal

que αn = ψ̂(n) para todo n ≥ 0. Entonces Γα es acotado y

‖Γα‖ ≤ ‖ψ‖∞.

Más aún

‖Γα‖ ≤ ı́nf{‖ψ‖∞ : αn = ψ̂(n) para todo n ≥ 0}.

Demostración.

Sea ψ ∈ L∞ tal que αn = ψ̂(n) para todo n ≥ 0.

Sean a y b dos sucesiones con soporte finito. Entonces a, b ∈ l2.

Se tiene que

〈Γα a, b〉l2 =
∑
j≥0

∑

k≥0

αj+k aj bk.

Tomando m = j + k se obtiene

〈Γα a, b〉l2 =
∑
m≥0

m∑
j=0

αm aj bm−j =
∑
m≥0

αm

m∑
j=0

aj bm−j =
∑
m≥0

ψ̂(m)
m∑

j=0

aj bm−j.

Sean

f(t) =
∑
j≥0

aj eijt g(t) =
∑

k≥0

bk eikt.

Se considera

q = fg.

Tal como se indicó en el primer caṕıtulo

q(t) =

(∑
j≥0

aj eijt

) (∑

k≥0

bk eikt

)
=

∑
m≥0

(
m∑

j=0

aj bm−j

)
eimt.

Como a, b son de soporte finito entonces las sumas anteriores son finitas. De donde q es

un polinomio trigonométrico.
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Se tiene que

q̂(m) = 〈q, em〉 = 〈fg, em〉 =
m∑

j=0

aj bm−j.

Luego

〈Γαa, b〉l2 =
∑
m≥0

ψ̂(m) q̂(m).

Más aún

〈Γα a, b〉l2 =
∑
m≥0

m∑
j=0

aj bm−j

∫ 2π

0

ψ(t)e−iktdt

=

∫ 2π

0

ψ(t)
∑
m≥0

(
m∑

j=0

aj bm−j

)
e−iktdt

=

∫ 2π

0

ψ(t) q(−t)dt.

Como q es un polinomio trigonométrico entonces q ∈ H1. Considerando la medida de

Lebesgue normalizada, usando la desigualdad de Hölder y la desigualdad de Cauchy-Schwartz

se obtiene

|〈Γα a, b〉l2| =
∣∣∣∣
∫ 2π

0

ψ(t) q(−t)dt

∣∣∣∣

≤ ‖ψ‖∞‖q‖1

= ‖ψ‖∞‖fg‖1

≤ ‖ψ‖∞‖f‖2‖g‖2.

Por la igualdad de Parseval ‖f‖2 = ‖a‖2 y ‖g‖2 = ‖b‖2. Luego

|〈Γα a, b〉l2| ≤ ‖ψ‖∞‖a‖2‖b‖2.

Se concluye que Γα es acotado y

‖Γα‖ ≤ ‖ψ‖∞.

Más aún se ha probado que

‖Γα‖ ≤ ı́nf{‖ψ‖∞ : αn = ψ̂(n) para todo n ≥ 0}.

¤
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El siguiente resultado contiene el rećıproco de la proposición anterior, se trata del teorema

de Nehari [22], el cual caracteriza los operadores de Hankel Γα acotados en l2.

Teorema 6.2 (Nehari). Dada α ∈ l2 sea Γα : l2 → l2 un operador de Hankel. Γα es

acotado si y sólo si existe una función ψo ∈ L∞ tal que αn = ψ̂o(n) para todo n ≥ 0.

En este caso

‖Γα‖ = ‖ψo‖∞ = ı́nf{‖ψ‖∞ : αn = ψ̂(n) para todo n ≥ 0}.

Demostración.

(⇐) Esta implicación es consecuencia de la proposición anterior.

(⇒) Se supone que Γα es acotado. Se considera al conjunto de los polinomios trigo-

nométricos, P1, y se define Lα : P1 → C mediante

Lα(q) =
∞∑

n=0

αn q̂(n).

La prueba de la linealidad de Lα es sencilla y se da a continuación. Sean p, q ∈ P1 y

λ ∈ C. Sea n fijo, usando la linealidad del producto interno se tiene que

λ̂p + q(n) = λp̂(n) + q̂(n).

Luego

Lα(λp + q) =
∞∑

n=0

αn λ̂p + q(n)

=
∞∑

n=0

αn (λp̂(n) + q̂(n))

= λ

∞∑
n=0

αn p̂(n) +
∞∑

n=0

αn q̂(n)

= λLα(q) + Lα(q).

A continuación se probará que

‖Lα‖ ≤ ‖Γα‖.
Caso 1: Sea α ∈ l1.

En este caso se puede definir Lα en todo H1. Es decir, sea Lα : H1 → C mediante

Lα(q) =
∞∑

n=0

αn q̂(n).
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Si α = {αn}∞n=0, por la desigualdad de Hölder

|Lα(q)| =
∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

αn q̂(n)

∣∣∣∣∣ ≤ ‖α‖1‖q̂‖∞ ≤ ‖α‖1‖q‖1.

Luego Lα(q) ∈ C, de donde Lα está bien definida. También resulta ser lineal.

Más aún, de la desigualdad anterior se obtiene que Lα es acotado en H1 y

‖Lα‖ ≤ ‖α‖1.

Sea q ∈ H1 tal que ‖q‖1 ≤ 1. Por la Proposición 4.5 se tiene que q admite una represen-

tación de la forma q = fg, donde f, g ∈ H2 y ‖f‖2 ≤ 1, ‖g‖2 ≤ 1. Como

q̂(n) =
n∑

j=0

f̂(j) ĝ(n− j).

Se obtiene que

Lα(q) =
∞∑

n=0

αn q̂(n) =
∞∑

n=0

αn

n∑
j=0

f̂(j) ĝ(n− j) =
∞∑

j=0

∞∑

k=0

αj+k f̂(j) ĝ(k).

Sean

aj = f̂(j) y bk = ĝ(k).

Luego

Lα(q) =
∑
j≥0

∑

k≥0

αj+k aj bk = 〈Γα a, b〉.

De donde

|Lα(q)| ≤ ‖Γα‖ ‖a‖2 ‖b‖2 = ‖Γα‖ ‖f‖2 ‖g‖2 ≤ ‖Γα‖.
Por lo tanto

‖Lα‖ ≤ ‖Γα‖.
Caso 2: Sea α = {αj}∞j=0 una sucesión arbitraria en l2.

Sea 0 < r < 1. Se considera la sucesión α r =
{
α r

j

}∞
j=0

dada por

α r
j = rj αj.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarzs

∞∑
j=0

|α r
j | =

∞∑
j=0

rj |αj| ≤
( ∞∑

j=0

r2j

)1/2 ( ∞∑
j=0

|αj|2
)1/2

≤
( ∞∑

k=0

rk

)1/2

‖α‖2 < ∞. (6.1)

De donde α r ∈ l1.
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Por otra parte se puede considerar el operador de multiplicación por {rj}∞j=0 en l2. Este

operador es Dr : l2 → l2 dado por

Dr(α) = α r,

es decir,

Dr

(
{αj}∞j=0

)
=

{
α r

j

}∞
j=0

=
{
rj αj

}∞
j=0

.

Como

‖Dr(α)‖2
2 = ‖α r‖2

2 =
∞∑

k=0

|α r
j |2 =

∞∑

k=0

|rj αj|2 ≤
∞∑

k=0

|αj|2 = ‖α‖2
2

se tiene que

‖Dr‖ ≤ 1.

Además

〈Γα ra, b〉 =
∑
j≥0

∑

k≥0

α r
j+k aj bk =

∑
j≥0

∑

k≥0

rj+k αj+k aj bk

=
∑
j≥0

∑

k≥0

αj+k rj aj rk bk = 〈Dr Γα Dra, b〉l2 .

Luego

〈Γα ra, b〉l2 = 〈Dr Γα Dra, b〉l2 .
Por lo tanto

〈Γα ra−Dr Γα Dra, b〉l2 = 0.

Como b es arbitrario, se tiene que Γα ra−Dr Γα Dra = 0.

Entonces

Γα r = Dr Γα Dr.

Luego Γα r es acotado y

‖Γα r‖ = ‖Dr Γα Dr‖ ≤ ‖Γα‖.
De donde

‖Γα r‖ ≤ ‖Γα‖.
Como α r ∈ l1, por lo probado en el caso anterior se tiene que

‖Lα r‖ ≤ ‖Γα r‖.

Por lo tanto

‖Lα r‖ ≤ ‖Γα r‖ ≤ ‖Γα‖.
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Es decir {‖Lα r‖}r∈(0,1) está uniformemente acotada por el valor ‖Γα‖.
Por otro lado, si q ∈ H1 entonces

ĺım
r→1

∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

αn q̂(n)−
∞∑

n=0

α r
n q̂(n)

∣∣∣∣∣ = ĺım
r→1

∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

αn q̂(n)−
∞∑

n=0

rn αn q̂(n)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣ĺımr→1

∞∑
n=0

(1− rn) αn q̂(n)

∣∣∣∣∣

= 0.

El intercambio del ĺımite con la serie se obtiene en virtud del teorema de convergencia

dominada y usando un razonamiento análogo al de (6.1) pero para (1− rn) en lugar de rn.

Sea

Lα(q) =
∞∑

n=0

αn q̂(n).

Se ha probado que {Lα r}r∈(0,1) converge fuertemente a Lα cuando r → 1. Es decir,

Lα rf → Lαf

para toda f ∈ H1.

La linealidad de Lα en H1 se obtiene de la siguiente manera. Si f, g ∈ H1 y λ ∈ C
entonces

Lα(λ f + g) = ĺım
r→1

Lα r(λ f + g) = λ ĺım
r→1

Lα r(f) + ĺım
r→1

Lα r(g) = λLα(f) + Lα(g).

Por el principio de acotación uniforme se tiene que Lα es continua y

‖Lα‖ ≤ ‖Γα‖.

Por el teorema de Hahn-Banach, para espacios normados (Teorema 2.19), se tiene que

existe Φ : L1 → C tal que Φ(q) = Lα(q) para todo q ∈ H1 y además

‖Φ‖ = ‖Lα‖.

Luego Φ ∈ (L1)∗.

Como (L1)∗ es isomorfo al espacio L∞, se tiene que existe φ ∈ L∞ tal que

Φ(f) =

∫ 2π

0

f(x) φ(x) dx

para cada f ∈ L1 y además ‖Φ‖ = ‖φ‖∞.
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Además para todo n ≥ 0 se tiene que

αn = Lα(en) = Φ(en) =

∫ 2π

0

en(x) φ(x) dx = φ̂(−n).

Considerando la extensión periódica de φ a todo R se puede definir ψo : R→ C dada por

ψo(t) = φ(−t).

Obviamente ψo ∈ L∞ y

‖ψo‖∞ = ‖φ‖∞.

Se tiene que para todo n ∈ Z

φ̂(−n) =

∫ 2π

0

einx φ(x) dx =

∫ 2π

0

einx ψo(−x) dx

=

∫ −2π

0

e−int ψo(t) (−1) dt =

∫ 2π

0

e−int ψo(t) dt = ψ̂o(n).

Por lo tanto

αn = ψ̂o(n)

para todo n ≥ 0.

Para probar la expresión para las normas se toman en cuenta las igualdades y desigual-

dades anteriores

‖ψo‖∞ = ‖φ‖∞ = ‖Φ‖ = ‖Lα‖ ≤ ‖Γα‖.

Además por la proposición anterior se obtiene

‖Γα‖ ≤ ı́nf{‖ψ‖∞ : αn = ψ̂(n) para todo n ≥ 0}.

¤

2. El teorema de Nehari usando teoŕıa de operadores.

A continuación se presentarán los operadores de Hankel los cuales permiten expresar el

teorema de Nehari usando el operador de multiplicación en L2.

Sea H2− el conjunto de las funciones f ∈ L2 tales que f̂(n) = 0 para todo n ≥ 0 y sea

P− la proyección ortogonal en L2 con rango H2−.
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Proposición 6.3. Sea α = {αn}n≥0 una sucesión de números complejos. Sea Γα : l2 → l2

dada por

〈Γα a, b〉l2 =
∑
j≥0

∑

k>0

αj+k aj bk.

Sea Γ : H2 → H2− un operador lineal tal que

〈Γek, e−j〉L2 = αk+j para todo k ≥ 0, j > 0.

Si f ∈ P1, g ∈ P2 están dadas por

f =
∑
j≥0

aj ej y g =
∑

k>0

bk e−k

entonces

〈Γ f, g〉L2 = 〈Γα a, b〉l2 .

Demostración.

〈Γ f, g〉L2 =

〈
Γ

(∑
j≥0

aj ej

)
,
∑

k>0

bk e−k

〉

L2

=
∑
j≥0

∑

k>0

〈Γ ej, e−k〉L2 aj bk

=
∑
j≥0

∑

k>0

αj+k aj bk = 〈Γα a, b〉l2 .

¤

Tal como se indicó antes el operador shift en L2 es el operador S : L2 → L2 dado por

(Sf)(x) = eixf(x)

para toda f ∈ L2.

Proposición 6.4. Sea Γ : H2 → H2− un operador lineal. Si existe una sucesión de

números complejos α = {αn}n≥0 tal que

〈Γek, e−j〉L2 = αk+j

para todo k ≥ 0, j > 0. Entonces

(1) 〈P−SΓek, e−j〉L2 = 〈ΓSek, e−j〉L2 para todo k ≥ 0, j > 0.

(2) P−SΓ = ΓS |H2 si Γ es continuo.
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Demostración.

(1) Sea P+ la proyección ortogonal en L2 con rango H2.

Sean k ≥ 0, j > 0

〈P−SΓek, e−j〉L2 = 〈P−SΓek, e−j〉L2 + 〈P+SΓek, e−j〉L2

= 〈SΓek, e−j〉L2 = 〈Γek, S
−1e−j〉L2 = 〈Γek, e−j−1〉L2

= αk+j+1 = 〈Γek+1, e−j〉L2 = 〈ΓSek, e−j〉L2

(2) Como H2− está generado por {e−j}j>0, de lo hecho en (1) se tiene que

P−SΓ = ΓS |H2 .

¤

Sea Γ : H2 → H2− un operador lineal, se dice que Γ es un operador de Hankel cuando

P−SΓ = ΓS |H2 .

El siguiente resultado muestra la estrecha relación que hay entre los operadores de Hankel

y las matrices de Hankel.

Proposición 6.5. Sea Γ : H2 → H2− un operador lineal y continuo. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Γ es un operador de Hankel.

(b) Existe una sucesión de números complejos α = {αn}n≥0 tal que

〈Γek, e−j〉L2 = αk+j

para todo k ≥ 0, j > 0.

Demostración.

Por la Proposición 6.4 se obtiene que (b) implica (a).

A continuación se probará que (a) implica (b).

Dados k ≥ 0, j > 0, considere n = j − 1 entonces n ≥ 0 y

〈Γek, e−j〉L2 = 〈Γek, e−n−1〉L2 = 〈Γek, S
−ne−1〉L2 = 〈SnΓek, e−1〉L2

= 〈P−SnΓek, e−1〉L2 = 〈ΓSnek, e−1〉L2 = 〈Γek+n, e−1〉L2

= 〈Γek+j−1, e−1〉L2 .
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Se define

αn = 〈Γen−1, e−1〉L2 .

De donde

〈Γek, e−j〉L2 = αk+j

para todo k ≥ 0, j > 0. ¤

Proposición 6.6. Sea Γ : H2 → H2− un operador lineal y continuo. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Γ es un operador de Hankel.

(b) Existe γ ∈ L2 tal que

Γ = P−Mγ.

(c) Existe γ ∈ L2 tal que

〈Γek, e−j〉L2 = γ̂(−k − j)

para todo k ≥ 0, j > 0.

Demostración.

Primero se probará la equivalencia entre (b) y (c).

Sea γ ∈ L2, si k ≥ 0, j > 0 entonces

〈P−Mγek, e−j〉L2 = 〈Mγek, e−j〉L2 = 〈ekγ, e−j〉L2 = 〈Skγ, e−j〉L2

= 〈γ, S−ke−j〉L2 = 〈γ, e−k−j〉L2 = γ̂(−k − j).

Por lo tanto

〈P−Mγek, e−j〉L2 = γ̂(−k − j). (6.2)

De (6.2) se deduce que (b) implica (c).

Por otro lado si se supone que

〈Γek, e−j〉L2 = γ̂(−k − j)

usando (6.2) se tendrá que

〈Γek, e−j〉L2 = 〈P−Mγek, e−j〉L2 .
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Como H2 está generado por {ek}k≥0 y H2− está generado por {e−j}j>0 se sigue que

Γ = P−Mγ.

Esto prueba que (c) implica (b).

(a) ⇒ (b) Sea γ = Γe0 entonces γ ∈ L2. Sea n ≥ 0 entonces

P−Mγen = P−enγ = P−Snγ = P−SnΓe0 = ΓSne0 = Γen.

Como H2 está generado por {ej}j≥0 se tiene que Γ = P−Mγ.

(b) ⇒ (a) Si k ≥ 0, j > 0 entonces

〈P−SΓek, e−j〉L2 = 〈SΓek, e−j〉L2 = 〈Γek, S
−1e−j〉L2 = 〈Γek, e−j−1〉L2

= 〈P−γek, e−j−1〉L2 = 〈γek, e−j−1〉L2 = 〈e1γek, e−j〉L2

= 〈Mγek+1, e−j〉L2 = 〈P−Mγek+1, e−j〉L2 = 〈Γek+1, e−j〉L2

= 〈ΓSek, e−j〉L2 .

Luego P−SΓ = ΓS |H2 . De donde Γ es un operador de Hankel. ¤

Para γ ∈ L∞ se puede considerar Γ : H2 → H2− como el operador dado por Γ = P−Mγ.

Entonces

‖Γ‖ = ‖P−Mγ‖ ≤ ‖P−‖‖Mγ‖ ≤ ‖Mγ‖ = ‖γ‖∞.

Para operadores de Hankel de H2 en H2− se tiene el siguiente teorema de Nehari.

Usando todo lo presentado en este trabajo el teorema de Nehari puede expresarse de la

siguiente manera.

Teorema 6.7 (Nehari). Sea Γ : H2 → H2− un operador de Hankel. Γ es acotado si y

sólo si existe φo ∈ L∞ tal que

(a) φ̂o(−k − j) = 〈Γek, e−j〉L2 para todo k ≥ 0, j > 0.

(b) Γ = P−Mφo.

En este caso

‖Γ‖ = ı́nf{‖φo − h‖∞ : h ∈ H∞
o } = ‖φo‖∞.
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Demostración.

Sea Γ : H2 → H2− un operador de Hankel acotado.

Se sabe que existe una sucesión de números complejos α = {αn}n≥0 tal que

〈Γek, e−j〉L2 = αk+j

para todo k ≥ 0, j > 0.

Sea Γα : l2 → l2 dada por

〈Γα a, b〉l2 =
∑
j≥0

∑

k>0

αj+k aj bk

para a, b ∈ l2. En virtud de la Proposición 6.3 se tiene que Γα es acotada.

Por el Teorema 6.2 existe una función ψo ∈ L∞ tal que αn = ψ̂o(n) para todo n ≥ 0.

Sea φo dada por

φo(t) = ψo(−t).

Claramente φo ∈ L∞.

Luego para k ≥ 0, j > 0 se tiene

〈Γek, e−j〉L2 = αk+j = ψ̂o(k + j) = φ̂o(−k − j)

Luego

Γ = P−Mφo .

Rećıprocamente, sea φo ∈ L∞ una función que satisface (a) y (b).

Se define ψo mediante

ψo(t) = φo(−t).

Sea α = {αn}n≥0 dada por

αn = ψ̂o(n).

Sea Γα : l2 → l2 definida por

〈Γα a, b〉l2 =
∑
j≥0

∑

k>0

αj+k aj bk.

para a, b ∈ l2. Entonces

〈Γα δk, δj〉l2 = αk+j = ψ̂o(k + j) = φ̂o(−k − j) = 〈Γek, e−j〉L2 .
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En virtud del Teorema 6.2 se tiene que Γα es acotado. De la Proposición 6.3 sigue que Γ

es acotado.

A continuación se demostrará la expresión para las normas. Sea φo ∈ L∞ una función

fija tal que

φ̂o(−n) = αn para todo n ≥ 0.

Sea φ ∈ L∞ se tiene que:

φ̂(−n) = αn para todo n ≥ 0

si y sólo si

φ̂o(k) = φ̂(k) para todo k ≤ 0

si y sólo si

φ̂o − φ(k) = 0 para todo k ≤ 0

si y sólo si φo − φ ∈ H∞
o .

Sea ψ, ψo ∈ L∞ dadas por

ψ(t) = φ(−t) y ψo(t) = φo(−t).

Se obtiene que

ı́nf{‖ψ‖∞ : αn = ψ̂(n) para todo n ≥ 0} = ı́nf{‖φ‖∞ : αn = φ̂(−n) para todo n ≥ 0}

= ı́nf{‖φ‖∞ : φo − φ ∈ H∞
o }

= ı́nf{‖φo − h‖∞ : h ∈ H∞
o }.

Por la Proposición 6.3

‖Γ‖ = ‖Γα‖.

Del Teorema 6.2 se sabe que

‖Γα‖ = ‖ψo‖∞ = ı́nf{‖ψ‖∞ : αn = ψ̂(n) para todo n ≥ 0}.

Luego

‖Γ‖ = ‖φo‖∞ = ı́nf{‖φo − h‖∞ : h ∈ H∞
o }.

¤
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Corolario 6.8. Sea Γ : H2 → H2− un operador de Hankel. Γ es acotado si y sólo si

existe φo ∈ L∞ tal que Γ = P−Mφo.

En este caso

‖Γ‖ = ‖Λφo‖(H1
o )∗ = ‖φo‖∞.

donde

(Λφo)(f) =

∫ 2π

0

f(x) φo(x) dx

para cada f ∈ H1
o .

Demostración.

Basta observar que si

[φo] = φo + H∞
o

entonces

ı́nf{‖φo − h‖∞ : h ∈ H∞
o } = dist(φo, H

∞
o )

= ‖[φo]‖L∞/H∞
o

= ‖Λφo‖(H1
o )∗ .

¤



Comentarios

(1) El libro de Rudin [28] presenta los espacios de Hardy en forma detallada. Estos

espacios son estudiados en algunas electivas de pregrado o en algunos cursos de

postgrado de la Facultad de Ciencias de la UCV.

(2) El art́ıculo de Rubén Mart́ınez-Avendaño [21] contiene una excelente introducción

a los operadores de Hankel en espacios de Hilbert.

(3) La bibliograf́ıa que se presenta al final de esta monograf́ıa es extremadamente am-

plia. Se incluyen libros usados en los cursos avanzados de análisis y algunos art́ıculos.

(4) Para desarrollos futuros relacionados con este trabajo especial de grado podŕıan

considerarse las publicaciones siguientes [3, 12, 23, 25].
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