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Introduccion.

En este trabajo se consideran matrices de Hankel y se presentan las demostraciones de los
teoremas de Nehari y de Kronecker dadas por Vladimir Peller en su articulo “An Excursion
into the Theory of Hankel Operators” publicado en Holomorphic Spaces. MSRI Publications,
Volume 33, 1998 [24].

Este trabajo se comienza mencionando un comentario de Martinez-Avendano [21] quien
hace notar que los operadores de Hankel constituyen una de las clases de operadores en
espacios de Hilbert que han sido mas estudiadas en las tultimas décadas y dice que esto se
debe, entre varias razones, a las muchas relaciones que existen entre espacios de operadores

de Hankel y diferentes espacios de funciones.

Uno de los primeros resultados conocidos sobre matrices de Hankel se debe a Kronecker.
Si se piensa solamente en matrices de Hankel (es decir, se olvida por un momento que
representan operadores), es natural preguntarse cuando estas matrices son de rango finito,
es decir, cudndo es verdad que existe un n € N tal que cualquier conjunto de mas de
n columnas de la matriz, es linealmente dependiente. El primer capitulo de este Trabajo
Especial de Grado es una introduccion a las matrices de Hankel, la cual se ha decidido
motivar a partir de las series de potencias formales que determinan funciones racionales.
Luego se usa el articulo de Aline Bonami [2] para la presentacion de la estructura de estas
matrices y se culmina este capitulo con la demostracion del teorema de Kronecker publicada

en [24].

El teorema de Nehari establece bajo qué condiciones un operador de Hankel es acotado.
Para poder demostrar este teorema se necesitan herramientas del analisis funcional. Por esta
razon, en el segundo capitulo de este trabajo se hace un breve repaso sobre algunas nociones

basicas en andlisis funcional como lo son los espacios métricos, los espacios normados, los
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espacios de Banach y en particular los espacios [P. El tercer capitulo esta destinado a presentar

los espacios de Lebesgue, los coeficientes de Fourier y los polinomios trigonométricos.

Los espacios de Hardy estan muy vinculados al teorema de Nehari, estos espacios pueden
ser vistos como espacios de funciones analiticas en el disco unidad y como subespacios de los
correspondientes espacios de Lebesgue en la circunferencia, estos enfoques son presentados
en el cuarto capitulo de este trabajo. Para el caso particular en que estos espacios tienen
producto interno se tienen resultados muy ttiles, es por eso que en el quinto capitulo se
hace un breve repaso sobre espacios con producto interno y espacios de Hilbert. Al final
del quinto capitulo se estudia en detalle el espacio de Hardy-Hilbert siguiendo el articulo de

Rubén Martinez-Avendano [21].

Finalmente en el iltimo capitulo se desarrolla la demostracién del teorema de Nehari
para operadores de Hankel, usando los resultados presentados en los capitulos anteriores y
siguiendo como referencia principal el articulo de Peller [24]. Algunos resultados permiten
interpretar los operadores de Hankel como “partes”de operadores de multiplicacion en es-
pacios de funciones (ver [12] y las referencias de ese articulo). Este trabajo culmina con la
version del teorema de Nehari visto como un resultado que caracteriza los operadores de

Hankel, entre espacios de Hardy, que son acotados.



CAP{TULO 1

El teorema de Kronecker y las matrices de Hankel.

1. Series de potencias formales que determinan funciones racionales.

Se puede identificar las sucesiones de niimeros complejos con la serie de potencias formal
correspondiente. Si a = {a;};>0 es una sucesiéon de nimeros complejos se le asocia la serie
de potencias formal

o0
fa(z) = g a; 2.
J=0

Se comienza este trabajo dando condiciones para que una serie de potencias formal de-

termine una funcién racional.

El espacio E de las series de potencias formales forma un algebra con respecto al producto

(fafb ZZCL] m— ]Z

m=0 5=0

donde
z):Zajzj y fo(2) :ij 2.
j=0 §=0
Sea S7 : ' — E dado por
(S1fa)(2) = 2fa(2).

Es decir
(Slfa)( )—Zfa —ZZCL]Z]_ZCLij+1:ZCLk_1Zk.
j=0 k=1

Se define ST : £ — E
S*fa Zaj+lz

TEOREMA 1.1. Sea o = {ay}r>0 una sucesion de niumeros complejos. Si la serie de

potencia

oo

— E o

= Q; z
Jj=0
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determina una funcion racional entonces la matriz

(7)) a1 Qg ... aN_1
(03] Q9 (3

%) Q3 Oy

aN_1 <o Qg(N-1)

tiene rango finito.

En este caso

rango(A,) < grado(zf,(2)).

DEMOSTRACION.
Se supone que la serie f,(z) determina una funcién racional.

Es decir,

donde p y ¢ son polinomios tales que
gradop < gradog =n

para algin n € N.

Se consideran los nimeros complejos po, -+, Pn_1, Co, """ ,C, dados por
n—1 n
plz) = p;# y o oq(z) =) ey
5=0 §=0
De donde

3

7=0 k=0
n oo n o
— Z cp 2"k Z a; 20 | = Cr, Z o 2tk
k=0 3=0 k=0  j=0
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Es decir,

n
p= chSf_J fa-
=0

Se probara que
Si"Sy fo =877 fyparaj=0,---,n
Sea, .
fai(z)=>_ B2
1=0

donde

0 Sil=0,.. . n—j—1
B =

Al—(n—j) sil=mn— j, ce

Por lo tanto
(17 )(2) = a2 = 37 i = iy (2)
k=0 =0
De donde
SimSY T fo = Si" ;.

Por otro lado, usando la definiciéon de S§ sigue que

(51" fp4)(2) = 51" <Z By Zl) = Brn? =) o2 = (S} fa)(2).
=0 =0 =0

(1.1)

Juntando las expresiones anteriores se obtiene la férmula que ya habia sido anunciada:

S1"S1 7 fa =517 fa-

A partir de (1.1) y aplicando S;™ se obtiene que

Si"p=S;" (Z c; Sy~ fa> => ¢; S fa

7=0 7=0

Sea

fv(z):Z’Yka
k=0
donde
pr sik=0,...,n—1
0 sik=n,...

Yk
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Luego
p=f5
Por lo tanto
Si"p =51,

Usando la definicién de S5y de {7k }r>0 se obtiene
(ST"p)(z) = (ST f)(2) = D en 2 =0,
k=0

De (1.2) sigue que

> ¢S foa=0.
=0

Esto implica que las primeras n+1 filas de la matriz A, son linealmente dependientes.

Sea m < n el mayor entero tal que ¢,,, # 0. Entonces S;™ f, es una combinacién lineal

de Si7f, con j < m —1, esto es:
m—1 '
St o= dj St fa
=0

Por induccion se probard que cualquier fila de A, es una combinacién lineal de las pri-
meras m filas.

Sea k > m, se tiene que
m—1
Si* o= SIS fa = 3 di ST fa
5=0

Para 0 <7 <m — 1 se tiene que k —m + j < k.
Por la hipétesis inductiva cada uno de los términos del lado derecho de la igualdad
anterior es una combinacién lineal de las primeras m filas.

Por lo tanto el rango de la matriz A, es menor o igual que m. De donde

rango(A,) < m < n < grado(zf(2)).
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2. Matrices finitas de Hankel y matrices finitas de Toeplitz.

En el Teorema 1.1 aparecio un tipo de matrices infinitas que tendran un papel importante
en este trabajo. A continuacion se considerara la version finita de estas matrices.
Para el desarrollo de esta seccién se usé como referencia principal el articulo de [2].

Una matriz de Hankel es una matriz de la forma

Qo ap as ... anN—1
ay a2
a2

| AN—1 cee A2(N-1)

para algunos ag, . .., ayn-1) € C.

Una matriz de Toeplitz es una matriz de la forma

ap a1 Q-2 ... (A_(N-1)
aq Qo a_q

Q2 ay (%)

anN-—-1 Qo

para algunos a_(y_1),...,ag,...,an—1 € C.

Es facil pasar de una matriz de Hankel (finita) a una matriz de Toeplitz (finita), de la

manera siguiente:
T =HM,,

donde M} es la matriz del isomorfismo J, dado por

J(%Jl; cee ;fol) = (SL’NA, e ;xl,fco)

Es claro que la matriz asociada a J es
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-O 0 0 1-
0 0
M, = 1
0 0
1 0 0 0
De donde
-ao a; az ... aN,l- -0 0O ... O 1-
ap Qs 0o . 0
HMj; =] ay 1
0 0
lan—1 coe o Gy(N-1)] _1 o ... 0 O_
[ aN-1  aN-2 AN-3 ... aop |

an anN—1

= anN+1

| A2(N—-1) <o AN-1]

Se nota claramente que las determinantes de las matrices son iguales excepto por los

signos.

3. Matrices infinitas de Hankel y matrices infinitas de Toeplitz.

Una matriz infinita de Hankel es una matriz de la forma

ao ay asz ... anN—1
ap a2 as

a2 as  aq

aN-1 cee A2(N-1)

para algunos ag,...,an_1, - € C.
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Una matriz infinita de Toeplitz es una matriz de la forma

ap -1 a-2 ... GA_(N-1)
aq apg a_—q

(05} aq QAo

anN—1 e Qo

para algunos ...,a_(y—1), " ,Qo;.-.,an-1," - € C.

En el caso infinito no se puede pasar de una matriz de Hankel a una de Toeplitz de

manera “andloga” a lo que se hizo antes.

A continuacién se da un resultado que muestra ciertas relaciones entre matrices finitas y
matrices infinitas tomando en cuenta propiedades de convergencia que involucran las entradas

de las matrices.
Para cada n sea B,, una matriz nxn. Se puede considerar la sucesién de matrices { B, }72 ;.

Se dice que la sucesion de matrices {B,,} es uniformemente acotada, cuando existe C' > 0

tal que

n

n n 2
Zzakbm,k <C Z\GHQ

m=1| k=1 k=1
para toda sucesion {ax}52;.

Sea [, el espacio de todas las sucesiones de nimeros complejos tales que a partir de un

cierto valor del subindice (que depende de cada sucesién) todos sus elementos son nulos.

Sea B = (byn)mn>0 Una matriz de nimeros complejos. Se define T en [, mediante

Tp({ar}i2s) = D arbmi = {emtm-
k=1 m=1

para una sucesion {ax}52, € .
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PROPOSICION 1.2. Dada B = (b n)mn>0 una matriz de nimeros complejos tal que

supz |bmn\ < 00.

nGN

Sea {B,} la sucesidn de matrices tal que B, es una matriz n X n obtenida tomando las
primeras n filas y las primeras n columnas de B.

La sucesion de matrices {B,} es uniformemente acotada, si y solo si, existe C > 0 tal

que

. 2

Z akbmk| < CZ |ax)?

m=1 | k=1 k=1

para toda sucesion {ay}2 .

DEMOSTRACION.

(=) Como la sucesién de matrices { B,} es uniformemente acotada, existe C' > 0 tal que

n

n n 2
Zzakbm,k <C Z\Cbk\z

m=1 | k=1 k=1
para todo n € N.
Entonces

Z Zakbmk <C Zlak|2

m=1 | k=1

(<) Se puede definir T3, en C" mediante

n

T, ({artiz) = [ D arbmi | = cm

k=1 m
Entonces,
n n
akbmk < E E ak:bmk
m=1 | k=1 m=1 | k=1

Se define {d;} de la siguiente manera d = a; si 0 < k < n, y d = 0 en cualquier otro
caso.

Por hipoétesis existe C' > 0 tal que

de .k <CZ|dk|2

m=1
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Luego
Zakbm,k < Z Zakbm,k = Z b ke
m=1 | k=1 m=1 | k=1 m=1 | k=1
o n
o (St) e [
k=1 k=1
Esto demuestra que la sucesién de matrices { B, } estd uniformemente acotada. 0

DEFINICION 1.3. La matriz B = (byn)mn>0 €8 una matriz de Hilbert, si

1
m+n+1

bm,n =

PROPOSICION 1.4. Sea B = (by ) mn>0 una matriz de Hilbert. Entonces

2

S Ci ’&k‘z.

k=0

akbm,k
k=0

DEMOSTRACION.

Sea n € N fijo.

Se considera H,, la matriz n x n, obtenida tomando las primeras n filas y las primeras n
columnas de la matriz de Hilbert.

Se tiene que

n

Z akbm,k Z

m=

m—i—k:—i—l

Por otro lado, por la desigualdad de Hélder (en dimension finita) se tiene que

‘m+1‘(z' ’“2)1/2‘

n a
Zm+k+1

k=0
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Entonces
e =33t (] (S
m=0 | k=0 7 m=0 | k=0 m+k+1 m=0 m+ 1 k=0

= (1) 2

- >l

m=0 m+1 k=0

= (1) 2

-3 () S

m=0 m+1 k=0

<> (1) Sl =X fal

- m

m=1 k=0 k=0

Entonces {H,} son acotadas uniformemente. Usando la proposicién anterior se obtiene

el resultado. ]

4. FEl teorema de Kronecker.

Dada una sucesién de nimeros complejos o = {ay }r>0 sea

(%)) o Qo ... aN_1
ap Q2 Q3

&%) Q3 Oy

aN—1 <o Q(N-1)

TEOREMA 1.5 (Kronecker). Sea o = {ay}r>0 una sucesion de nimeros complejos.

La matriz A, tiene rango finito si y solo si la serie de potencia

fa(z) = Zaj 2
=0

determina una funcion racional.

En este caso

rango(A,) = grado(zf,(z)).
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DEMOSTRACION.

(<) Esta implicacién se obtiene de la Proposicién 1.1

(=) Se supone que A, tiene rango n. Entonces los vectores formados por las primeras
n+ 1 filas {fa, S5 fa, ST2fa, -+, Si"fa} son linealmente dependientes. Entonces existe una

familia no trivial de niimeros complejos {c;}}_, tal que

Cofo b €18 fot ot nSi"fo = 0. (1.3)

Sea 1 < k < n, usando la definiciéon de ST se tiene que
S* kfa Z Qi Z

Aplicando S™ se obtiene

S”S*kfa f:a kAT = o 2T
j=0
Por otro lado,
ST f(2) Zoz 2tk (1.4)
Es decir,
SR () =ap " a2 g 2T g 2
Entonces
S falz) = 8"  fa(z) = a0 2" g 2T gy 2
= S”_k(ag a2t ap zk_l).
Luego
SR f(2) — SmSER f(2) = Sk (Z a; 2J> .
De donde

S8 fulz) = S"F fulz) — 5™ ’“(Zwﬂ). (1.5)
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Por (1.3))

0=25" (Z Ch S;kfa(z)) = 5" St fal2).
k=0 k=0

De la igualdad anterior, usando (1.5) se obtiene que

n k—1
0=1c,S" fulz) + ch (S”_kfa(z) — gk (Z a; z7>>
k=1 Jj=0
n n k—1
= S" fol2) + Y e S fulz) = Y ep ST (Z o zj>
k=1 0

k=1 j

j=
n n k—1
= Z ek SR fu(2) — Z cp S"F (Z Q; zj)
k=0 1 Jj=0

k=

Sea
n k—1
p(z) = Z cp S™F <Z Q; zj> .
k=1 Jj=0

entonces p se puede expresar de la siguiente manera

n—1
plz) = p;?
§=0
para algunos py, - - pn_1 € C.
De donde

Entonces

Usando (1.4) se tiene que

I
¢
Bl
(]
Q
(S
N
<.
+
3
=

Z Cre S”’kfa(z)
k=0
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Sea .
g(z) =) et
Luego kzo
p(2) = fal2)a(2)
De donde B
fal2) = %
Como

gradop<n—1 y gradoqg<n

se tiene que
grado(z f,(2)) < max{grado zp(z), grado q(2)} < n = rango(A,).
Por otro lado de la Proposicion 1.1 se sabe que
rango(Aq) < grado(za(2)).

Esto completa la prueba. 0]



CAP{TULO 2

Espacios métricos, espacios normados y espacios de Banach.

1. Espacios métricos.

DEFINICION 2.1. Sea X un conjunto no vacfo. Sea d : X x X — R una funcién, se dice
que d es una métrica métrica en X cuando se verifican:
(a) d(x,y) > 0 para todos z,y € X.
(b) d(x,y) = d(y,x) para todos =,y € X.
(c) d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) para todos z,y,z € X (desigualdad triangular).
) d(z,y)

0 siysolosixz=y.

El nidmero real d(a, b) recibe el nombre de distancia entre a y b.

En este caso se dice que (X, d) es un espacio métrico.
Sea (X, d) un espacio métrico.

DEFINICION 2.2. Sean {z,} una sucesiéon en X y x € X, se dice que {x,} converge a x

cuando para todo € > 0 existe N € N tal que d(z,,z) <esine€Nyn> N.

En este caso se escribe

lim z, =2 en (X,d).

n—oo

DEFINICION 2.3. Se dice que la sucesién {z,} en X es convergente cuando existe z € X

tal que {x,} converge a x en (X, d).

DEFINICION 2.4. Sea {x,} una sucesién en X, se dice que {x,} es una sucesion de Cauchy

si para cada € > 0 existe N € N tal que d(x,,x,,) < € sin,m > N.

Usando la desigualdad triangular se puede probar que toda sucesiéon convergente es de

Cauchy. Sin embargo, el reciproco no es cierto.

DEFINICION 2.5. Sea A C X, se dice que A es un conjunto completo cuando toda sucesién

de Cauchy en A converge a un punto de A.

16
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2. Espacios normados.

Sean R el cuerpo de los nimeros reales y C el cuerpo de los niimeros complejos.
En este trabajo se usard K para referirse a R 6 C.

Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo de escalares K.

DEFINICION 2.6. Sea X un espacio vectorial sobre K. Una norma en X es una funcién
| |l : X — R tal que
(i) ||zl > 0 para todo x € X,
(ii

) ||lz|| = 0siysélosiz=0,
ii) [[Az|| = |A|||z]| para todo x € X, para todo escalar A € K,
)

(i

(iv) [l +yll < llzll + llyll para todo 2,y € X.

En este caso se dice que (X, || ) es un espacio normado.
PROPOSICION 2.7. Sea (X,|| ||) un espacio normado. Para z,y € X sea
d(z,y) = [l =y

entonces d es una métrica en X.

Esta métrica se conoce como la métrica asociada a la norma o la métrica proveniente de

la norma.
OBSERVACION 2.8. Existen métricas que no provienen de una norma.

3. Espacio cociente.
Sea X un espacio vectorial y sea M C X una variedad lineal, se define
X/M={x+M:zeX}.
Se usa la siguiente notacion:

[x] = x + M.

Siz,y€ X, si\esun escalar se define
[z] + [y] = [z + .
Az| = [Ax].

Con estas operaciones, resulta que X/M es un espacio vectorial.
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Sea (X,|| ||x) un espacio normado.

DEFINICION 2.9. Sea M un subconjunto de X, se dice que M es un subespacio si M es

una variedad lineal y M es cerrado en la topologia de la norma.
Sea M un subespacio de X, para [z] € X/M se define:
H 1x/ar = dist (w, M) = inf [l +m]|x.
Se puede verificar que || [z] || x/ar esta bien definida.
PROPOSICION 2.10. || ||x/m es una norma en X/M.
PROPOSICION 2.11.  Siz € X entonces || [z] || x/m < ||z||x.

4. Operadores en espacios normados.

Sean X, Y dos espacios normados (sobre el mismo cuerpo de escalares K).

DEFINICION 2.12. Sea T : X — Y se dice que T es un operador lineal si

(i) T(x +y) =T(x) + T(y) para todo =,y € X,
(ii) T(\x) = AT (z) para todo « € X, para todo escalar \.

DEFINICION 2.13. Sea T : X — Y un operador lineal, se dice que T es un operador

acotado cuando existe ¢ > 0 tal que

T (x)|ly <c|z]lx paratodo =z € X.

TEOREMA 2.14. Sean X, Y dos espacios normados (sobre el mismo cuerpo de escalares)
ysea T : X — Y un operador lineal. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) T es continuo,
(b) T es continuo en x =0,
c) T es continuo en algin punto x, € X,
(d)

d) T es un operador acotado.

Para un operador lineal acotado T' se define ||T'|| como

1T = sup [|T(z)]- (2.1)

llzfl=1
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Se puede probar que

17— sup 171
o Tl

1T = sup [|T(z)]-

=<1

Otra expresion para ||T|| es la siguiente

IT[| = ind{M - [[T(x)|| < M||z]| para todo = € X}.

5. El espacio L(X,Y).

Sean X, Y dos espacios normados sobre el mismo cuerpo de escalares K.

DEFINICION 2.15. Sea

L(X,Y)={T: X — Y tales que T es un operador lineal y continuo}.

En el caso X =Y se usard L(X) para referirse a este conjunto, es decir,

L(X) = L(X, X).

PROPOSICION 2.16. L(X,Y) es un espacio vectorial con las operaciones usuales

(AT)(z) = AT(x),

donde T\, Ty € L(X,Y) y A € K.

Ademads con la definicién dada en la igualdad (2.1), se tiene que || - || es una norma en

L(X,Y).
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6. Dual de un espacio normado y teorema de Hahn-Banach.

Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo de escalares K (como antes K =R 6 K = C).
DEFINICION 2.17. Un funcional lineal en X es una funcién f : X — K que es lineal.
DEFINICION 2.18. El dual topoldgico de X es

X" =L(X,K)={f: X — K tales que f es un funcional lineal y continuo}.
El siguiente resultado es muy importante.

TEOREMA 2.19 (Hahn-Banach para un espacio normado).
Sean X un K-espacio normado, M un subespacio propio de X y f : M — K un funcional
lineal continuo. Entonces existe un funcional lineal continuo F : X — K tal que
(i) F(x) = f(x) para todo x € M,
(i) IE[ = 111

Si X es un espacio de Banach y M es un subespacio de X, el anulador del subespacio M

es
M+={fec X*: f(z) =0 para toda z € M}.
Es decir,
M*={feX*: f|M=0}.
Sean f € X*, {fu}n>1 C X*. Se dice que {f,}n>1 converge a f en la topologia débil™
cuando

lim fn($> = f(ﬂ?)

n—oo

para todo x € X.Y se define la topologia débil* como la topologia de la convergencia puntual.

PROPOSICION 2.20. Sea A un subconjunto de X*. Si A es débil-* cerrado, en X*, entonces

A es cerrado en la topologia de la norma, en X*.

Este es un caso particular de un resultado mas general que puede verse en la seccién

referente a la topologia débil* de [6].
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PROPOSICION 2.21.
(a) M+ es débil-* cerrado, en X*.

(b) M~ es cerrado en la topologia de la norma, en X*.

DEMOSTRACION.

Para probar (a) se consideran f € X* y {f,}u>1 C M* tales que {f,},>1 converge a f

en la topologia débil*. Entonces

lim f,(x) = f(x) para todo x € X.

n—oo

Dado n € N, como f,, € M~ se tiene que
falz) =0 para todo x € M.

Por lo tanto, para x € M se tiene que

f(z) = lim f,(x)=0.

n—oo

De donde f € M*.
La parte (b) se obtiene de la parte (a) y de la Proposicién 2.20. O

7. Espacios de Banach.

DEFINICION 2.22. Sea X un espacio vectorial normado y sea d la métrica asociada a la

norma. Si X es un espacio métrico completo con respecto a d se dice que X es un espacio

de Banach.

TEOREMA 2.23. Si X es un espacio de Banach y M es un subespacio de X entonces

X/M es un espacio de Banach.

TEOREMA 2.24. Si X es un espacio de Banach y M es un subespacio de X entonces
M* es isomorfo al espacio X*/M=.
Esto se abrevia mediante
M* ~ X*/M*.
DEMOSTRACION.
Sea f € M* entonces f : M — C es lineal y continuo.

Entonces por el teorema de Hahn-Banach, existe F' tal que F' : X — C es lineal y

continuo, ademas se tiene que
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(a) Para todo z € M
Fa) = f(2). 2.2)
(b) [[1E]] = 1IA1]-

Como F es lineal y continuo entonces F' € X*.

Por (2.2) se obtiene

f(z) — F(x) =0 paratodo z € M.

Es decir,
f—Fe M.
Sea g € M* tal que
g=f-F
De donde
f=F+g¢ conge M
Entonces,

LAl = I1F + gll = mf{[|F + gl : g € M}
Sea h la funcién nula, es decir h(z) = 0 para todo z € X. Entonces h € M*.
Por (2.2)) se tiene que
flz)— F(z)=h(z) sizxe M,
de donde
f(z)=F(z)+h(z) size€ M, conhe M

Se deduce que [f] = [F].

Sea A : M* — X*/M+* definido por
(i) Se verd que A estd bien definida.

Sean f € M*. Sean F} y F; dos funcionales lineales y continuas diferentes obte-

nidas al aplicar el teorema de Hahn-Banach a f, entonces
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(a) Para todo = € M

(b) [} = A1 = 1 FI
Por (2.3)

f(z) — Fi(z) =0= f(x) — Fo(x) para todo z € M.
En M se define

g=f—F y g2 = [ — F.

Es claro que g1, g, € M+, de donde g5 — g1 € M*.

Se tiene que
Fily = Faly + (92 — 91)-
Por lo tanto

[F1] = [Fy].

(ii) La prueba de la linealidad de A es sencilla y se da a continuacién.

Sean f,g € M* y A € C, entonces
ANf+g) = [ F+G] = MF]+ [G] = AA(f) + A(g).
(iii) Para probar que A es una isometria, basta observar que

IAN = ITFTI = A1

(iv) Para finalizar la demostracién se verd que A es sobreyectiva.

Sea h € X*/M+*. Entonces existe F' € X* tal que h = [F]. Sea
f=Flu.

Entonces f € M*.

Ademas
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8. Espacios [”.

EJjEMPLO 2.25. Para 1 < p < o0 sea

P = {(xn)n21 1, eC y Z|xi|” < oo}.
i—1

Para x = (x,),>1 € [P se define

o 1/p
zllp = (Z |g;,~|P> :
i=1

El espacio [P es un espacio de Banach.

Observacion: se considera 1 < p < oo porque la desigualdad triangular falla para

0<p<l.

EJEMPLO 2.26. Sea

I ={(@n)n>1: 2z, €C 'y suplz,| < oo}

n>1
Para z = (x,)n,>1 € [ se define

[€]loc = sup [zn|.
n>1

Para més detalles acerca de espacios de Banach ver [20].

9. El espacio (I')* es isomorfo al espacio [*.

PROPOSICION 2.27. Para y = (Yn)n>1 € I sea ¢, : ' — C dada por

(by(x) = Z TnYn
n=1

para cada x = (x,),>1 € I, Entonces

(a) ¢y, es un funcional lineal en [I*.

(b) ¢, es un funcional continuo tal que

1@yl < Nl loo-
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DEMOSTRACION. La linealidad es sencilla.
Se probara la continuidad.

Siz=(zp)n>1 €11, y= (Yn)n>1 € [ se tiene que

6@ <3 [t
n=1

00
< sup [ya| Y |zl
. n=1

= [lylloo [l]lx-

Por lo tanto ¢, es un funcional lineal acotado y [|¢,|| < ||y]]so-

Luego ¢, es un funcional lineal y continuo. 0

TEOREMA 2.28. (I')* es isomorfo a .

Esto se abrevia mediante

(1Y) ~ 1.
DEMOSTRACION. Sea A : [*® — (I')* definida por

Ay) = Dy.

Por la proposicién anterior, si y € [* entonces ¢, € (I')*. Por lo tanto A estd bien
definida.

Se debe probar que A es un isomorfismo isométrico, es decir,

(a) A es lineal,
(b) A es inyectiva,
(c) A es sobreyectiva,
(d) A es isométrica.
La prueba de (a) es sencilla. Ademds se tiene que (d) implica (b). Por lo tanto, basta
probar (c) y (d).
Las demostraciones de (c) y (d) son andlogas a las dadas en [6] para el caso de los

funcionales lineales a valores reales. O

En [18] pueden encontrarse otros resultados similares, los cuales caracterizan los duales

de algunos espacios de sucesiones.
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10. El principio de acotacion uniforme y el teorema de Banach-Steinhaus.

DEFINICION 2.29. Sean X, Y espacios normados. Sea F' C L(X,Y) se dice que F es
equicontinuo cuando

sup ||T]| < oo.
TeF

TEOREMA 2.30 (Principio de acotacién uniforme).

Sean X un espacio de Banach, Y un espacio normado y F C L(X,Y). Si
sup || T'(z)|ly < oo  para cada x € X
TeF

entonces
sup ||T]| < oo,
TEF

es decir, F' es equicontinuo.

TEOREMA 2.31 (Teorema de Banach - Steinhaus).

Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normado.

Sea {T,}n>1 C L(X,Y) tal que lim,, . T,,(z) existe para todo v € X entonces {1}, }n>1
es equicontinuo, es decir,

sup || T, || < +o0.
n>1

Ademds si se considera T : X —Y dado por

T(z) = lim T,(x)

n—oo

para x € X entonces T es lineal y acotado, es decir, T € L(X,Y). Ademds

17| < lim | 7,]].

n—oo



CAPITULO 3

Espacios de Lebesgue.

1. El conjunto de las funciones medibles y esencialmente acotadas: L.

Un espacio importante es L*, el conjunto de las funciones medibles y esencialmente

acotadas en [0, 27|, definido como
L ={f:]0,27] — C tales que || ]l < o0},

donde
I flleo =mf{A>0: m{t €[0,2x] : |f(t)]| > A} =0 }

y m es la medida de Lebesgue normalizada en [0, 27].
El espacio L* es un espacio de Banach; es decir, es un espacio vectorial, normado y

completo.

2. Los espacios de Lebesgue: L.

Para 1 < p < oo sea

2w
LP = {f : [0,27] — C tales que f es medible y / |f(t)]Pdt < oo} :
0

i1, =( [ ; o) ”

donde dt representa la medida de Lebesgue normalizada.

Dadas f € LP sea

En este caso || f||, = 0 no implica f = 0.

Sin embargo, || f||, = 0 implica f = 0 c.s. (con respecto a la medida de Lebesgue).

Se puede considerar la siguiente relaciéon de equivalencia: f ~ g si y sélo si f = g c.s.
Considerando las clases de equivalencia y pasando a un cociente se obtiene el espacio de
Lebesgue LP.

Si se usa ]?para referirse a la clase de equivalencia de f se puede definir

£l = 11115

27
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Se puede probar que L? es un espacio normado, mas aun L? es un espacio de Banach.

Por comodidad se usara f para referirse a los elementos de LP, en lugar de usar fv
Para detalles adicionales ver [27].

Se puede probar que L* es un subconjunto de LP para 1 < p < oo.

3. El espacio (L')* es isomorfo al espacio L*.

PROPOSICION 3.1. Para g € L™ sea ¢, : L — C dada por

00(f) = / " (@) gla) da

para cada f € L'. Entonces

(a) ¢4 es un funcional lineal en L.

(b) ¢4 es un funcional continuo tal que

I6gll < llgllco-

DEMOSTRACION. La linealidad es sencilla. Se probara la continuidad.

Si f € LY, g € L se tiene que

16,(F)] = / " (@) glo) de| < / " 1f () ()| da

2 2
< / @ gl d < 9]l / ()] de

< llgllso I11]1-

Por lo tanto ¢, es un funcional lineal acotado. Luego ¢, es un funcional lineal continuo.

U

TEOREMA 3.2. (L')* es isomorfo a L*.
Esto se abrevia mediante

(LYY =~ L™.

DEMOSTRACION. Solamente se dard la idea de la prueba.

Sea A : L — (L')* definida por

Ag) = Pg-
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Por la proposicién anterior, si g € L™ entonces ¢, € (L')*. Por lo tanto A estd bien
definida.

Se debe probar que A es un isomorfismo isométrico, es decir,

a) A es lineal,

()

(b) A es inyectiva,

(c) A es sobreyectiva,
)

(d) A es isométrica.

La prueba de (a) es sencilla. Ademads se tiene que (d) implica (b). Por lo tanto, basta
probar (c) y (d).

La prueba de (c) y (d) puede verse en el libro de Rudin |28, Capitulo 6] o en el libro de
Royden [27, Capitulo 6]. Sin embargo a continuacién se da la demostracién de (c).

Se probard que si ¢ € (L')* entonces existe g € L™ tal que ¢ tiene la siguiente represen-

tacion integral
2m
= d
o= [ s

para cada f € L.

Sea ¢ € (L')*.
Si ||¢]| = 0 basta tomar g = 0.
Si [|¢]| > 0 se define

u(E) = ¢(1p).

Se tiene que p([0,27]) = ¢(1jp2+]) es una constante, por lo tanto ([0, 2]) es finito.
Se probara que p es una medida.

Si AN B = () entonces

p(AU B) = ¢(1aup) = ¢(1a+ 15) = ¢(1a) + ¢(15) = u(A) + u(B).

Es decir p es finitamente aditiva.
Para probar que p es o-aditiva basta probar que para toda sucesién decreciente {V;} de
conjuntos borelianos en [0, 27] tal que (;—; Vi = 0 se tiene

lim p(Vy) = 0.

k—o0
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Sea {V}} una sucesién decreciente de conjuntos borelianos en [0, 27] tal que (o, Vi = 0.

Entonces

Jim (Vi) = Jim (1) = o (Jim 1
= ¢ (1= v,) = o(1p)
= 6(0) = 0.

De donde se tiene la o-aditividad.

Se ha probado que p es una medida compleja.

A continuacién se verd que pu es absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesgue.

Sea m la medida de Lebesgue, si m(F) = 0 entonces
2m
0< lulE)| = lo(1e)] < lelliell = 1ol [ [tz
0

27 27
T / 15 = |6l / 15 = 6| m(E)

Por lo tanto u(E) = 0.
Como p es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue, por el teorema

de Radon-Nikodym existe g € L' tal que

u(E) = / g() da.

Por lo tanto
Por linealidad se tiene que

donde h es una funcién simple.

Sea h € L* entonces existe una sucesiéon de funciones simples {h,} tal que
lim ||h, — hlje = 0.
n—0oo

Es decir, {h,} converge uniformemente a h.
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Como h € L* C L'y ¢ € (L")

2
o(h) = i $(hn) = i [ hu(2) g(0) do
2T ’ 2
:/ lim h,(z) g(x)dx = / h(z) g(x) dx
0 n—oo 0

Se ha probado que para h € L™ se tiene la representacion integral

o(h) = / " he) gla) d.

Antes de probar la representacién integral para funciones de L', se probard que g € L™

v llgllee < [4]]-

Sea E un conjunto medible Lebesgue contenido en [0, 27] entonces

/Eg(t) dt‘ = [o(1e)| < ¢l el = ol n(E).

Luego
1

= [ dt\ < 6]l

Para h > 0 se consideran intervalos en [0, 27| de la forma [,z + h] 6 [z — h, z]. Se tiene

d /w i 1
R = lilm —
dx \ J, g h—0 |h)|

que

z+h
9(2)]| = / g(t)dt\ < .

Entonces

lg(x)| < |l¢|]| para casi todo x € X.

De donde g € L™ y

19]lec < [l2]-

A continuacién se vera la representacién integral para funciones de L!.
Dada f € L', sea {f,} una sucesién de funciones simples tal que {h,} converge a f

puntualmente.
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Como la medida de Lebesgue de [0, 27| es finita, por el teorema de convergencia dominada

se tiene que
Iim [|h, — f]l1 =0
n—oo

(con dominante de |h, — f| igual a 2|f| + 1 para n suficientemente grande, esto se prueba

usando la convergencia puntual).

De ¢ € (L')* se obtiene que ¢ es lineal y acotada, por lo tanto

|0(hn) = ()] = |@(hn — £ < Ml [P = f1]5-

Luego

2

o(f) = lim ¢(h,) = lim hn(x) g() dx

n—oo n—oo

n—oo

= [7 i @ ot e = [ )t o

El intercambio del limite con la integral se justifica usando el teorema de convergencia
dominada con dominante de |h,g— fg| igual a ||g||o0 (2| f| 4+ 1) para n suficientemente grande.

0

4. El operador en L? de multiplicacién por una funcién de L.

Una propiedad importante de L™ es que, si ¢ € L>® y f € L? entonces ¢of € L?; de
hecho,

27 2 2T
me:A|MVsA|w&m%wm&A P < 16l I1E

De donde
o f115 < lollZ N 115

Esto nos permite definir el operador de multiplicacién por funciones en L*°.
PROPOSICION 3.3. Dada ¢ € L™ sea M, : L* — L* dado por

My(f) = of.

Entonces My es un operador lineal acotado y || M| = ||¢||c-
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DEMOSTRACION. Si X € C, fi, fo € L? entonces

My(M1+ f2) = oM f1 + f2) = Ao f1 + ¢ fo = AMy(f1) + My(f2).

Luego My es lineal.

Para probar que M, es un operador acotado, se considera f € L? entonces

Mo ()2 = llofll2 < l@lloll Fl2-

De donde M es un operador acotado y

M| < (|9 ]|oo-
Para probar que
18]l < | My
basta demostrar que
miz € [0,27] : [¢(x)] > [[ My} = 0

donde m denota la medida de Lebesgue en [0, 27].

Sea C' un conjunto medible Lebesgue, como 1o € L?

27 27
/0 Lol6P = IMa(16)[12 < 1Ml 16l = 1M )P / 1o = | My|2m(C).
Dado n € N sea
Cpo = {z € [0,27] : |6()] > | Mo + 1/}

Entonces

(Mol + 1/n)*m(Cn) = /:ﬂ Lo, (I[Myll +1/n)* < /0% Lo, |o* < | My[*m(C)-
Luego
(Mol + 1/n)*m(Cn) < [[Mo]*m(Ch).
De donde
m(C,) = 0.

Por lo tanto

0 <mfz € (0,21 : [p(x)] > || M|} = m{U On} <> m(C) =0

n=1

Se ha probado que || My|| = ||¢]]co- O
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5. Los coeficientes de Fourier.
En lo que sigue se usara la medida de Lebesgue normalizada. Para n € Z sea
en(T) =€

y para f € L' se consideran los coeficientes de Fourier:

-~

foy = [ s

Es importante resaltar que la integral anterior es finita ya que si f € L' entonces

LAe‘ﬂ@MSA (@) dz = ||]}, < 0.

~

Por lo tanto {f(n)}nez es una sucesion bilateral de nimeros complejos.

Maés aun
27 27
Fool=| [ e s@ds] < [ 1f)ldo = £l
0 0
Luego
sup | f(n)| < || £l
neZ
De donde

~ ~

{F ) tnezlloc = sup|f(m)] < | £

~

y {f(n)}nez € 1%

Para un estudio detallado de los coeficientes y de las series de Fourier se pueden ver
[8, 15, 16, 29, 31].
6. Los polinomios trigonométricos.
El soporte de una sucesion bilateral {a,},ez es:
sop({an}n) ={n €Z: a, # 0}.

Un polinomio trigonométrico es una funcién f : [0,27] — C de la forma

flz) = Zan en(T)

nez

donde {a, }nez es una sucesiéon de nimeros complejos que tiene soporte finito.
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Se puede probar que

-~

f(n) = ay.

Sea P el conjunto de los polinomios trigonométricos.

Se usard la siguiente notacion

sop f = sop({f (1) }nez).

Con esta notacion se tiene que

P—{f:[O,QW]—NC tales que f:ZfA(n)en y sopfesﬁnito}.

neL

Sean

Zy={ne€Z:n>0}

P = {fEP: sopfg Zl}.
Las funciones de P; son llamadas polinomios analiticos y simplemente son funciones de la

forma N
f(z) = Zan en(2)
n=0

para algin N € N.
Sean

Zo={n€Z:n <0}
PQZ{fEP: sopfAQZQ}.

Las funciones de P, son llamadas polinomios anti-analiticos y simplemente son funciones de

la forma

para algin N € N.



CAP{TULO 4

Espacios de Hardy.

1. Espacios de Hardy de funciones analiticas.

Sea
D={zeC:|z| <1}

Los espacios de Hardy suelen definirse para funciones cuyo dominio es D (ver [28]).
Sin embargo tomando limite radial surgen unos espacios muy relacionados con los ante-

riores, formados por funciones cuyo dominio es la circunferencia
T={2eC:|z| =1}

Como T es isomorfo a [0, 27), se pueden considerar funciones cuyo dominio es simplemente

[0,27). En realidad estas son las funciones que se considerardan al comienzo de este capitulo.

El espacio H*(ID) es el espacio de Hardy de las funciones analiticas y acotadas en D.

Es decir,
H*(D) ={F:D — C / F es analitica y acotada } .

Sea 1 < p < oo. A continuacién se definird H?(D), sin embargo, antes se se dard el

siguiente resultado.

PROPOSICION 4.1. Dada f € LP sea Fy: D — C definida por

o0

Ff(rew) = Z A(n) plnl gind

donde 0 <r <1y#0el0,2n).
Se tiene que:

F(n) =0 para todo n < 0 si y sélo si Fy es analitica.

La demostracion de este resultado es sencilla.

36
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Una definicién natural de los espacios H?(ID) es la siguiente:

HP(D) = {F D — C / F es analitica y F(re” Z r" ™ para alguna f € Lp}
Sea
F*(e?) = h'rr% F(re).
Si
2{: rn zn@
n=0
entonces

F*(e?) = f(6).
Otra manera de definir los espacios H?(D) es la que aparece en el libro de Rudin [28]:

dada F' analitica en D, usando la medida de Lebesgue normalizada, sea
2
M,(r, F) = (/ ]F(rei9)|pd9>
0

Muo(r,F) = sup |F(re?).

0<o<2m

Resulta que M, (r, F') es creciente como funcién de r.
Se definen
1|, = }E}q M,y (r, F')

HP(D)={F :D — C / F es analitica y || F||, < co}.

Sea {by, }n>1 una sucesién de nimeros complejos tal que 0 < |b,| < 1. Se dice que {b,, }>1

satisface la condicion de Blaschke cuando

[e.9]

> (1= [b]) < 0.

n=1
DEFINICION 4.2. Sea B : D — C una funcién, se dice que B es el producto de Blaschke

asociado a una sucesion {by,},>1 si

s .
gb_b_

donde el producto converge.
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PROPOSICION 4.3. Si {b,}n>1 satisface la condicion de Blaschke y B es el producto de

Blaschke asociado a {b,},>1 entonces

(i) B representa una funcion analitica.
(ii) B es acotada por 1.
(ili) B € H*(D).
(iv) B tiene limite radial c.s., es decir lim,_, B(re) eziste c.s.
(v) Si
B*(e"?) = 1im B(re™)

r—
entonces |B*(e'?)| =1 c.s.

(vi) B tiene sus ceros ezactamente en los b,,.

Los detalles de este resultado y otras propiedades de los productos de Blaschke pueden
hallarse en [26), 28].

Sea ' : D — C una funcién con una cantidad numerable de ceros {b,},>1 se puede
considerar el producto de Blaschke Br formado con estos ceros

b, — z |bn

n=1

Bajo ciertas hipétesis, este producto sera convergente.

Si F € H?(D) y F no es idénticamente nula entonces F' tiene a lo sumo una cantidad
numerable de ceros en D. Ademas el producto de Blaschke Br formado con los ceros de F

es convergente (ver [28, Capitulo 15]).
PROPOSICION 4.4. El producto de dos funciones de H? estd en H'.

DEMOSTRACION. Este resultado es consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarzs.
O

El resultado anterior es bastante natural. Mucho mas interesante es el siguiente resultado,

el cual indica que el reciproco de la proposiciéon anterior es cierto.

PROPOSICION 4.5. Toda funcion de H' se descompone como el producto de dos funciones

de H?.
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Mads precisamente, si F € H' entonces existen g,h € H' tales que F' = gh y
lgll2 = [[All2 = [|F]-

DEMOSTRACION. Solamente se dard la idea de la prueba.

Si F € H' y f no es idénticamente nula se puede considerar el polinomio de Blaschke
Br formado con los ceros de f.

Como F'/Bp no se anula, existe una determinacion analitica del logaritmo. Por lo tanto

se puede tomar la raiz cuadrada de F//Bp. Sea
F\ M2
(&)
Bp

Por el Teorema 17.9 y la Observacién 17.11 de [28] se tiene que F'/Br € H*, por lo tanto
h e H>.

Por otra parte, como Br € H® y h € H? se tiene que Bph € H?.

Entonces F = Bph? = (Brh)h es el producto de dos funciones de H 2, ]

entonces h es analitica.

2. Los espacios HP.

Tomando en cuenta la Proposicion 4.1 resulta natural considerar los espacios H? que se
definen en esta seccién.

Para 1 < p < oo, sea H? el conjunto de las funciones f € LP con n-ésimo coeficiente de
Fourier nulo para todo n negativo (obsérvese que si f € LP entonces f € L', por lo tanto
tiene sentido hablar de los coeficientes de Fourier).

En forma maés precisa se define H? mediante

HP ={f e LP: f(n) =0 para todo n < 0}.

Estos son los espacios de Hardy que se usaran en este trabajo.

Se observa que considerando la Proposicion 4.1, se puede definir H? como el subespacio

de L” que corresponde con las funciones analiticas.

Tomando en cuenta que Z; = {n € Z : n > 0} se tiene que

HY ={f € LP :sop f C Z1}.
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Mas aun se tiene que H? es la clausura del espacio de los polinomios analiticos Py, en la
topologia de la norma de L?,

HP =P, 7.

Otro conjunto que se considerard més adelante es H?, el cual se define mediante

~

H? ={f € L?: f(n) =0 para todo n < 0},

es decir

~

HY = {f € HY - (0) = 0},
3. EL anulador del espacio H'.

Por definicién
(HHY*: ={o € (L") : ¢(f) =0 para toda f € H'}.

Tomando en cuenta el isomorfismo del Teorema 3.2/ se sigue que

2

(Hl)L%{gELOO: fg=0 paratodafEHl}.

0

Sea () el espacio que esta a la derecha en la expresion anterior, esto es,

2
Q:{QELOO :/ fg=0 paratodafEHl}.
0
Como
leﬁLl

se puede probar que
21

Q:{QELOO: fgzOparatodafGPl}.

0

Usando la expresion de los polinomios analiticos se sigue que

2w
Q:{gEL"O:/ ekg:()paratodochO}.
0
De donde
2
Q:{QEL"O:/ e_ng:OparatodonSO}.
0

Luego
Q={geL>:g(n)=0 para todon <0}.
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Es decir,

Por lo tanto

Es decir, (H')! es isomorfo a H.

En forma anéloga se puede ver que (H!)! es isomorfo a H*.

4. El espacio (H')* es isomorfo al espacio cociente L>°/HZ°.

Como H' es un subespacio de L', por el Teorema 2.24! se tiene que (H')* es isomorfo al

espacio (L')*/(HY)*.

Por el Teorema 3.2 se sabe que (L')* es isomorfo a L.

Usando el Teorema 3.2 también se probd que (H')* es isomorfo a HZ°.

Juntando estos hechos se sigue que
(H') = (L) /(H')" ~ L%/HF.

Esto demuestra que (H')* es isomorfo al espacio L>/H.

En forma anéloga se puede ver que (H!)* es isomorfo al espacio L>/H®.



CAPITULO 5

Espacios de Hilbert.

1. Espacios con producto interno y espacios de Hilbert.

DEFINICION 5.1. Sea X un espacio vectorial sobre K. Un producto interno en X es una

funcién (-, ) : X x X — K tal que

(a) (z,y) = (y,z) para todo =,y € X.

(b ,z) = (x,2) + (y, z) para todo z,y,z € X.
(c
(d
(e

Ademas se dice que (X, (-,-)) es un espacio con producto interno.

) (x+
) Az, y> = Mz, y) para todo x,y € X, para todo \ € K.
) {x,z) > 0 para todo x € X.

) (

z,x) = 0siy sblosix=0.

DEFINICION 5.2. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial con producto interno que

es completo con respecto a la norma dada por el producto interno.
PROPOSICION 5.3. Si H es un espacio de Hilbert y T € L(H) entonces

IT|| = sup  [{T(x),y)l- (5.1)
lzll=llyll=1

TEOREMA 5.4. Si H es un espacio de Hilbert y T € L(H) entonces existe un tinico

operador T* € L(H) tal que
(T'(x),y) = (&, T*(y))

para todo x,y € H.

Ademds se tiene que ||T|| = [|T%|.

El operador T™ se llama el adjunto de T'.

2. El espacio [? y el operador de desplazamiento (o shift).

Como antes, sea

l2:{(xn)n>0/ z, €C yZ]azn|2<oo}.

n>0

42
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Este es un espacio con producto interno, el cual esta dado por:
n>0

El espacio 2, con el producto interno indicado antes, es un espacio de Hilbert.

Uno de los operadores méas importantes en [? es el desplazamiento hacia adelante S, (por

el término inglés shift). Se define S, : [ — [ como
Solao, a1, az,az, ) = (0, a0, a1, a2, ).

Claramente
1So()[| = [l]
para toda sucesién x € [, por lo que S, es un operador acotado y ||S,|| = 1.
Sean a = (ap, ai,az,az,--+) y b= (bo,b1,ba,bs3,---). Se tiene que
(a, S5 (b)) = (So(a),b) = 0by + > an_1by = Y _ axbpyr.
n>1 k>0
Luego
S*(bo, b1, b, b3, -+ ) = (b, ba, b3, by, -+ ).

3. El espacio L? y el operador de multiplicacién por ¢; (o shift).
Como antes, sea
2m
L2 = {f . [0,27] — C tales que f es medible y / |f(t)2dt < oo} .
0

Dadas f,g € L? sea ,
)= [ st
Esta funcion (-, -) satisface las condiciones (a), (b), (¢) y (d) de la definicién de producto
interno. En este caso (f, f) = 0 no implica f = 0.
Sin embargo, (f, f) = 0 implica f = 0 c.s. (con respecto a la medida de Lebesgue).
Se puede considerar la siguiente relaciéon de equivalencia: f ~ g si y sélo si f = g c.s.
Considerando las clases de equivalencia y pasando a un cociente se obtiene el espacio L?.

Si se usa fpara referirse a la clase de equivalencia de f se puede definir

(f,9) = (f.9)-
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Se puede probar que L? es un espacio con producto interno, més ain L? es un espacio
de Hilbert.

Por comodidad se usaré f para referirse a los elementos de L?, en lugar de usar f.

El operador shift en L? es el operador S : L? — L? dado por

(Sf)(z) = €™ f(x)

para toda f € L?.

Por lo tanto, S es el operador de multiplicacién por ey, es decir,

Sf=erf =M, (f)
Claramente

ISCHI = NI£]

para toda funcién f € L?, por lo que S es un operador acotado y ||S| = 1.

Ademss se tiene que S~ : L? — L? estd dado por

(S7H)(x) = e f(2)

para toda f € L?.

En este caso

5T =57

4. Ortogonalidad.

DEFINICION 5.5. Sea (X, (-, -)) un espacio con producto interno. Un subconjunto {v, taca

de X se llama ortogonal si
(Va,v3) =0 para a # 3.
DEFINICION 5.6. Sea (X, (-, -)) un espacio con producto interno. Un subconjunto {v, taca
de X se llama ortonormal si

1 sia=p

<vavv>:6aﬁ:
’ 0 sia#p



5. EL ESPACIO DE HARDY-HILBERT. 45

DEFINICION 5.7. Sea (X (-,-)) un espacio con producto interno. Un subconjunto orto-
normal {v, }aca de X se dice que es un sistema ortonormal completo cuando, el unico h € X

tal que

(h,v4) =0

para todo o € A, es h = 0.

5. El espacio de Hardy-Hilbert.

Un ejemplo importante de espacio de Hilbert es H?(ID), también conocido como el espacio
de Hardy-Hilbert (ver [21]). Este es el espacio de funciones analiticas en el disco unitario D,

definido como
H*D) = {f :D — C / f es analitica, f(z) = Zanz” y Z lan|? < oo} :
n=0 n>0

Como f es analitica en ID el desarrollo en serie para f que aparece en la definiciéon anterior

es el desarrollo en serie de Taylor y la serie converge uniformemente a f.

Sea (-,-) : H*(D) x H*(D) — C dado por

o0

<f7.g> - Z%E,

n=0

donde

f(z) = Z anz" y g(z) = anz”.
n=0 n=0

A continuacién se probard que (-,-) es un producto interno.

Sean f,g,h € H*(D) dadas por
f(z)= Z a,z" g(z) = Z by2" h(z) = Z 2"
n=0 n=0
Por la definicién de H?*(ID) se tiene que

> anl* < o0, D bl <0, D enl® < o

n>0 n>0 n>0
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1-. <f>g> = <g7 f>
En efecto,
:Zanaz Z Zb ap = <gaf>
n=0 n=0 n=0 n=0

Para probar esto, primero se observa que

(f+9)(z) = Zanz —|—Zb 2" —Z an + by)2"

Luego,

[e.o]

(f+g.h) Z U + ) = Y (anCn + bnCr)

n=0

=3t Y bt = (1) + (g, B).
n=0

3-. (Af,g9) = Xf,g),si A€ C.

En efecto,
A)(z) = Af(z) = )\ianz” = f: Aa,z"
n=0 n=0
Entonces,
(\f.9) = iAa@ = Aia@ =X/, 9)-
n=0 n=0

4-. Si f # 0 entonces (f, f) > 0.

Para probar esto, se nota que si f(z) = >~ a,z" entonces existe n, € N tal

que a,, # 0.

Ademas se sabe que

[e.e] [e.@]
f) :Zanm: Z|an|2
n=0 n=0

Como a,, # 0 entonces |a,,|* > 0.

Por lo tanto

{(f: 1) >0
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5-. Si (f, f) = 0 entonces f = 0.

Para probar esto, se observa que si (f, f) =0y f(z) = .~ ,a,2" entonces

o
E lan)?> =0
n=0
Como se trata de una suma de términos positivos se sigue que

la,)? = 0 para todo n € N

De donde, a,, = 0 para todo n € N.
Luego, f = 0.

Por lo anterior, (-,-) : H*(D) x H*(D) — C es un producto interno.

Sea {uy, }nen dado por
up(z) = 2"

A continuacién se probara que {u, },ey es un sistema ortonormal en H?*(D).

Antes que nada se observa que para n € N se tiene que
(o)
up(z) = 2" = Z S
k=0

donde
1 sik=n

0 sik#n

5nk -
Sean n,m € N se tiene que
oo
k=0

De donde

(Up, up) =1

(Up, um) = 0 para n # m.

Por lo tanto, {u, }nen s un sistema ortonormal en H?(D).

47
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Sea f(z) =Y .~ anz". Se puede notar que

f?un Zakék—an

para todo n € N.

Por lo tanto f tiene el siguiente desarrollo en serie

o0

F2) = S ) wn(2).

n=0

M4s aun

1F11* = =D lanl’ =) [{foun)?

n>0 n>0

48

(5.2)

(5.3)

(5.4)

A continuacién se probard que el sistema ortonormal {u, },cn es completo en H?(D).

Si se supone que

(fiun) =0 para todo n € N

entonces

a, =0 para todo n € N.

De donde f = 0.

Por lo tanto, {u, }nen €s un sistema ortonormal completo en H 2(]D).

A continuacién se probard que H*(ID) es un conjunto completo.

Sea {f,} una sucesién de Cauchy. Entonces para todo ¢ > 0 existe N € N tal que,

si m,n > N, entonces || f, — fnll2 < €.

Como f,, fm € H*(D), entonces

k=0 k=0
Lo cual implica que,
oo o0 (e.@)
fo=fo= Y apd =Y apt = (af
k=0 k=0 k=0

De donde se deduce lo siguiente

Z|a’k _ak|2 < fn7fm fn)z ||fm_
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Por lo tanto,

lap* — ap| <e, paratodo k € N.

Entonces la sucesion {a}}2°, es una sucesion de Cauchy en C. Como C es completo,

entonces para cada k € N existe a5 € C tal que
lim ap = ay.
n—oo

Se define g(z) de la manera siguiente

g(z) = Z ar 2"
k=0

Se tiene que

o [e.9] o
lim f,(z) = lim E ap 2F = E lim a} 2% = E ap 2" = g(z).
n—oo n—oo n—oo
Por otro lado
o0 o0 o0 o0
E lax? = E | im a}|* = E lim |a}]* = lim E la?|? < oo.
n—oo n—oo n—oo
k=0 k=0 k=0 k=0

Luego g € H*(D).
Lo cual implica que H*(ID) es un espacio completo y por lo tanto H*(D) es un espacio

de Hilbert.



CAPITULO 6

El teorema de Nehari.

En los primeros anos del siglo veinte se disenaron los fundamentos de la teoria de ope-
radores y del andlisis funcional usando como base los espacios de funciones. Para la definicion

de estos espacios de funciones se utilizé la teoria de conjuntos que habia desarrollado Cantor.

Sea A un operador en un espacio de Hilbert H, separable y de dimension infinita, y sea
{vn : m > 0} una base ortonormal de este espacio. Si A: H — H es un operador, se define la
matriz del operador A con respecto a la base ortonormal {v,} como la matriz cuya entrada

(m,n) estda dada por (Av,, vm)H.

Un operador puede tener asociadas matrices diferentes si se escogen bases ortonormales
diferentes. Sin embargo, la representacion matricial es muy til, pues la accion de un operador
sobre un vector se puede ver como la multiplicacién de la matriz por un vector columna (cuyas

coordenadas son los coeficientes de representacién del vector en la base dada).

A continuacion se mostrara que las matrices de Hankel estan asociadas a los operadores

de Hankel.

1. Prueba del teorema de Nehari usando el teorema de Hahn Banach.

Dada una sucesion de nimeros complejos a = {ax }r>o sea

(%)) a;p Qo ... aN_1
ap Qg O3

6%)] a3 Oy

aN_1 <o Qg(N-1)
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Si a € [? se define el operador de Hankel Ty, : 1> — [? como el operador con matriz A,
en la base candnica de [? que estd definido en el subconjunto denso de las sucesiones con

soporte finito.

Las ideas de las demostraciones de los resultados siguientes de esta seccion, estan basadas

en el articulo de Peller [24].

PROPOSICION 6.1. Dada o € [? sea Ty, : 12 — I un operador de Hankel. Sea ) € L™ tal

que o, = @(n) para todo n > 0. Entonces 'y, es acotado y

ITall <[4 lloo-

Mds ain

ITo] < mf{]|Y||co : tn = ¥(n) para todo n > 0}.

DEMOSTRACION.
Sea 1) € L™ tal que o, = @Z(n) para todo n > 0.
Sean a y b dos sucesiones con soporte finito. Entonces a, b € 2.

Se tiene que

<Fa a, b)lz = Z Z itk Ay b_k

720 k>0
Tomando m = j + k se obtiene
<Fa a, b>l2 = Z Z Ay, A bm—j = Z [67%% Z a; bm—j = Z @ZJ(m) Z a; bm—j'
m>0 j=0 m>0 §=0 m>0 j=0

Sean

f(t) = Zaj et gt) = Zae"kt.
§>0 k>0
Se considera

q=1fg.
Tal como se indico en el primer capitulo

q(t) = (Z a; eijt> (ZE@”“) = Z ( a; bm_j> e,

320 k>0 m>0 \j=

Como a, b son de soporte finito entonces las sumas anteriores son finitas. De donde ¢ es

un polinomio trigonométrico.
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Se tiene que
Q\(m) = <Q’ 6m> - <fgv €m> = Zaj bm—j~

Luego
(Daa,b)e = Y $(m)q
m>0

Maés aun

_Zktdt

Ty ablz— Zaj

m>0 j7=0

[y (zmj 3 m) i
0 m>0 \ j=0

2

= [ PO)g(=t)dt

0

Como ¢ es un polinomio trigonométrico entonces ¢ € H'. Considerando la medida de
Lebesgue normalizada, usando la desigualdad de Holder y la desigualdad de Cauchy-Schwartz

se obtiene

2w

[(Taa,b)iz| =

B q(—t)dt\

< [[¥llliglls
= [[¥llocl.f 91l
< [ llooll fll2llgl2-

Por la igualdad de Parseval || f|l2 = ||a|l2 v ||g]l2 = ||b]|2- Luego

[(Taa, 0)i2| < [9]locllall2]|b]]2-
Se concluye que I, es acotado y

ITall < le]oc-

Mas ain se ha probado que

ITo] < If{||¢)||oo : v = @(n) para todo n > 0}.
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El siguiente resultado contiene el reciproco de la proposicién anterior, se trata del teorema

de Nehari [22], el cual caracteriza los operadores de Hankel T, acotados en 2.

TEOREMA 6.2 (Nehari). Dada o € I? sea Ty, : > — [* un operador de Hankel. T, es
acotado si y solo si existe una funcion v, € L™ tal que oy, = z/b:(n) para todo n > 0.

En este caso

o~

ITall = l1tbollsc = Mf{[[¢[loc : @ = ¢(n) para todo n = 0}.

DEMOSTRACION.
(<) Esta implicacién es consecuencia de la proposicién anterior.
(=) Se supone que I', es acotado. Se considera al conjunto de los polinomios trigo-

nométricos, Py, y se define L, : P; — C mediante

La(Q) = Z Qo Z]\(n)

La prueba de la linealidad de L, es sencilla y se da a continuaciéon. Sean p,q € P; y

A € C. Sea n fijo, usando la linealidad del producto interno se tiene que

—

Ap +q(n) = Ap(n) +q(n).

Luego

La(Ap+9) =Y o Ap + q(n)
=Y an (Ap(n) +q(n))

=A) )+ > angn)
= ALa(q) + La(q).

A continuacion se probara que

[ Lall < [ITa]l-

Caso 1: Sea «a € [

En este caso se puede definir L, en todo H'. Es decir, sea L, : H* — C mediante

La(Q) = Z Qi (JA(”)
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Si o = {ay},—,, por la desigualdad de Holder

D

Luego L,(q) € C, de donde L, estd bien definida. También resulta ser lineal.

[ La(g)| = < [lelilldlle < llallilql-

Ms4s atin, de la desigualdad anterior se obtiene que L, es acotado en H' y

[ Lall < flevls-
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Sea ¢ € H! tal que ||¢||; < 1. Por la Proposicién [4.5 se tiene que ¢ admite una represen-

tacién de la forma ¢ = fg, donde f,g € H®y [|f|l2 <1, ||g]l2 < 1. Como

7=0
Se obtiene que
Lo(q) =) ongn) =) o, D an—3) =D ajr f7)G(k)
n=0 n=0  j=0 J=0 k=0
Sean
a;=1G) v =3k
Luego
La(g) = )Y ajina;b = (Taa,b).
Jj>0 k>0
De donde

|La(@)] < ITall lall2 [[ollz = [ITall 1 Fll2 lgll2 < Tl
Por lo tanto

[ Lall < Tl

Caso 2: Sea a = {a;}., una sucesién arbitraria en /°.

. ., o
Sea 0 < r < 1. Se considera la sucesion a” = {O‘;}j—o dada por
T 0y,
al=rla;.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarzs

0o 0o 0o 1/2 0o 1/2 0o 1/2
z|a;|:z~|aj|s(zr2]) (zw) s(zrk) el < oo
7=0 7=0 7=0 j=0 k=0

De donde " € ',
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Por otra parte se puede considerar el operador de multiplicacién por {r’ };io en (2. Este
operador es D, : [? — [? dado por
D,(a) =a’,
es decir,
D, ({a5}2) = {og} 2y = (' as} 2,
Como

oo o o0
1D ()5 = llaTll3 =Y [ajP =1 P < Y layl* = llall3
k=0 k=0 k=0

se tiene que

1D/ < 1.
Ademés
Forast) = 35 s = S sy
Jj=>0 k>0 j>0 k>0
= Z Z Qjik rl a; ¥ b, = (D, Ty D,a,bpe.
j=0 k>0
Luego

<Fara, b>12 = <Dr Fa DTCL, b>l2.

Por lo tanto

(I'yra— DTy, Dya,b)iz = 0.

Como b es arbitrario, se tiene que I'yra — D, I'y, D,.a = 0.
Entonces

yr =D, T, D,.

Luego I',» es acotado y

”Foﬂ"H = “Dr Ly DTH < Hra“

De donde
[Tar|l < |ITall-

Como a” € I*, por lo probado en el caso anterior se tiene que
[ Lar | < [[Tarll.

Por lo tanto

[Lar|l < ITar]l < 1Tl
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Es decir {||Lar|}re(0,1) estd uniformemente acotada por el valor ||T', .

Por otro lado, si ¢ € H' entonces

li_rg Z (679 /q\(n) - Z O{:L /q\(n) - ll,_I)I% Z O, Zl\(n> - Z " Qanp, /q\(n)
n=0 n=0 n=0 n=0
= |lim » (1—7r")a,q(n)
r—1 —
= 0.

El intercambio del limite con la serie se obtiene en virtud del teorema de convergencia
dominada y usando un razonamiento analogo al de (6.1) pero para (1 — r") en lugar de r".

Sea .
Lo(q) =) ang(n).
n=0
Se ha probado que {LQT}TE(OJ) converge fuertemente a L, cuando r — 1. Es decir,
Lorf — Lof

para toda f € H!.
La linealidad de L, en H! se obtiene de la siguiente manera. Si f,g € H' y A € C

entonces
La(Af +9) =10 Lar (A f +g) = A i Lo (£) + 1im Las (9) = A La(f) + La(9).
Por el principio de acotacién uniforme se tiene que L, es continua y
I Lall < [ITall-

Por el teorema de Hahn-Banach, para espacios normados (Teorema 2.19), se tiene que

existe @ : L' — C tal que ®(q) = L,(q) para todo ¢ € H' y ademds
1] = [ Lall-

Luego ® € (L')*.
Como (L')* es isomorfo al espacio L™, se tiene que existe ¢ € L™ tal que

2

o(f) = [ [flz)o(x)de

0

para cada f € L' y ademas ||®]| = ||¢|| -
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Ademas para todo n > 0 se tiene que

n = Lalen) = 0(en) = [ cala) ola) de = G-n)

Considerando la extension peridédica de ¢ a todo R se puede definir v, : R — C dada por

Obviamente ¢, € L y
[¥olloo = [ ]oo-

Se tiene que para todo n € Z

R o 2T
sonr [ sy [ iara
_on ‘ 2m ) -
_ / e —int ¢o(t) (_1) dt = / et wo(t) dt = ¢o<n).
0 0

Por lo tanto

—

ap = Ue(n)

para todo n > 0.

Para probar la expresién para las normas se toman en cuenta las igualdades y desigual-

dades anteriores
[%olloo = [9lloe = ]| = | Lall < [[Tall-

Ademas por la proposiciéon anterior se obtiene

-~

|ICal| < mf{||¢)]|oo : @y = () para todo n > 0}.

2. El teorema de Nehari usando teoria de operadores.

A continuacion se presentaran los operadores de Hankel los cuales permiten expresar el

teorema de Nehari usando el operador de multiplicacién en L?.

o~

Sea H?*™ el conjunto de las funciones f € L? tales que f(n) = 0 para todo n > 0y sea

P~ la proyeccién ortogonal en L? con rango H?~.
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PROPOSICION 6.3. Sea o = {a, }n>0 una sucesion de nimeros complejos. Sea T, : E—

dada por

Ty a,b)pe —ZZa]+ka]bk

7>0 k>0

Sea T : H?> — H*  un operador lineal tal que
(Teg,e_j)r2 = Qpyj para todo k > 0,5 > 0.

Si f € P1, g € Py estan dadas por

fzzaj@j Y gzzbke—k

§>0 k>0

entonces

(U'f,9)r2 = (Faa,b)p.

( a; €J> , E bkek>
7>0 k>0 L2

Leje_k)r2 a; by

DEMOSTRACION.

(T f,9)r

|
NM /\

22
Z +ka]bk—<F ab)

>0

O
Tal como se indicé antes el operador shift en L? es el operador S : L? — L? dado por
(Sf)(x) = e f(z)

para toda f € L2

PROPOSICION 6.4. Sea I' : H?> — H?~ un operador lineal. Si existe una sucesion de
nimeros complejos o = {ay, }n>o tal que
(Tek, e—j)r2 = Qi

para todo k >0, 7 > 0. Entonces

(1) (P~ STey,e_j)r2 = (I'Sex, e_;) 12 para todo k >0, j > 0.
(2) P~ST =TS |gz si ' es continuo.
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DEMOSTRACION.

(1) Sea P* la proyeccién ortogonal en L? con rango H?.

Sean k> 0,7 >0
(P~ STeg,e_j)r2 = (P~ STey,e_j)r2 + (P STex, e_;) 12
= (STey,e_j)2 = (Teg, S e ;)2 = (Dep,e_j 1) 2
= apyji1 = (Depyr,ej)re = (USep, e_j) 12
(2) Como H?*™ estd generado por {e_;};~0, de lo hecho en (1) se tiene que
PST =TS |y .
([l
Sea I' : H?> — H?~ un operador lineal, se dice que I' es un operador de Hankel cuando
P ST =TS |y .

El siguiente resultado muestra la estrecha relacion que hay entre los operadores de Hankel

y las matrices de Hankel.

PROPOSICION 6.5. Sea I' : H?> — H?~ un operador lineal y continuo. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

(a) T' es un operador de Hankel.

(b) Eziste una sucesion de nimeros complejos a = {ap }n>o tal que

<F€k, €—j>L2 = Oy
para todo k >0, 7 > 0.
DEMOSTRACION.
Por la Proposicién 6.4 se obtiene que (b) implica (a).

A continuacién se probara que (a) implica (b).

Dados & > 0, 7 > 0, considere n = 7 — 1 entonces n > 0 y
(Tep,e_j)r2 = (Tegye—n_1)r2 = (Deg, S "e_1)2 = (S"Tex, e_1) 2
= (P‘S”Fek, 6_1>L2 = <FSn6k, 6_1>L2 = <F€k+n> 6—1>L2

= (Pepyj-1,€-1)12.
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Se define

Qp = <F€n71, 671>L2-
De donde
(Ter, e—j)r2 = Qi

para todo k >0, j > 0.

60

O

PROPOSICION 6.6. Sea I' : H?> — H? un operador lineal y continuo. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

(a) T' es un operador de Hankel.
(b) Existe v € L? tal que

(c) Existe v € L? tal que
(Pex,e—j)2 =7(=k —j)
para todo k >0, 7 > 0.

DEMOSTRACION.
Primero se probara la equivalencia entre (b) y (c).

Sea v € L?,si k>0, j > 0 entonces

<P7M76k7€—j>L2 = <M'yek;€—j>L2 = <€k%€—j>L2 = <Sk%€—j>L2

= <% 57k€—j>L2 = <% 6—k—j>L2 = 7(—7? —j)-

Por lo tanto
<P7M,y€]€, e*j)LQ = /"y(—k — j)

De (6.2) se deduce que (b) implica (c).

Por otro lado si se supone que
(Cer, e—j)r2 =7 (—k — j)
usando (6.2) se tendra que

(Ceg,e_j)r2 = (P~ M,ep, e_j) 2.

(6.2)
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Como H? estd generado por {e;}r>0 y H?™ esté generado por {e_;};~0 se sigue que
[ =P M,

Esto prueba que (c¢) implica (b).

(a) = (b) Sea v = T'ey entonces v € L% Sea n > 0 entonces
P~Mye, = P e,y =P S"y =P S"Tey =1'S"ey = e,
Como H? estd generado por {e;};>o se tiene que I' = P~ M.,.
(b) = (a) Si k>0, j > 0 entonces
<P75F€k,€,‘7’>L2 = <SF€]€,€,J‘>L2 = <F€k7571€,]’>[12 = <F€k,€,j,1>L2

= (P yex,e—jo1)r2 = (yer, e_j1)12 = (€17, e_j) 12
= (Myepi1,e—j)r2 = (P™ Myegi1,e—j)r2 = (Tepyr,ej) e
= <FS€]€7 e*j>L2'

Luego P~ST =TS |y2. De donde I' es un operador de Hankel. O

Para v € L™ se puede considerar I' : H?> — H?" como el operador dado por I' = P~ M,,.
Entonces

[T = [P~ My || < I IMA T < (MG = (1 llco-

Para operadores de Hankel de H? en H?~ se tiene el siguiente teorema de Nehari.

Usando todo lo presentado en este trabajo el teorema de Nehari puede expresarse de la

siguiente manera.

TEOREMA 6.7 (Nehari). Sea T : H> — H?~ un operador de Hankel. T es acotado si y
solo si existe ¢, € L™ tal que
(a) qgo(—k: —j) = (Lex, e_j) 2 para todo k >0, j > 0.
(b) I = P~M,,.
En este caso

IT[] = inf{l[o = hlloc - h € H®} = [|¢o]|co-
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DEMOSTRACION.
Sea I : H?> — H?~ un operador de Hankel acotado.

Se sabe que existe una sucesién de nimeros complejos o = {a, }n>0 tal que

<F€k, €—j>L2 = Qpyj

para todo k >0, 5 > 0.
Sea I'y, : 12 — 2 dada por

<Fa a, b>12 = Z Z Ay Qg a

7>0 k>0

para a,b € [2. En virtud de la Proposicién 6.3 se tiene que I', es acotada.
Por el Teorema 6.2/ existe una funcion v, € L*> tal que o, = Q/ﬁ;(n) para todo n > 0.

Sea ¢, dada por
¢o(t) = %(—t)-

Claramente ¢, € L™.

Luego para k > 0, j > 0 se tiene

(Dex, e_j)r2 = ey = Yok + ) = Go(—k — j)
Luego
=P M,,
Reciprocamente, sea ¢, € L> una funcién que satisface (a) y (b).
Se define 1, mediante
Uo(t) = go(—1).
Sea a = {ay, }n>0 dada por
ap = @(n)

Sea I'y : I2 — [? definida por

<Fa a, b>l2 = Z Z Ay Qg a

7>0 k>0

para a,b € [2. Entonces

(T 6k, 632 = sy = Yol + 5) = dol—k — j) = (Tex, ;)12
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En virtud del Teorema 6.2 se tiene que I',, es acotado. De la Proposiciéon 6.3 sigue que I’

es acotado.

A continuacién se demostrara la expresiéon para las normas. Sea ¢, € L* una funcion

fija tal que

Po(—n) = an para todo n > 0.
Sea ¢ € L™ se tiene que:
5(—71) =y para todo n > 0

si y solo si
bo(k) = a(k) para todo k < 0

si y sélo si

o —p(k)=0 para todo k < 0

siy sélo si ¢, — ¢ € H®.
Sea 1,1, € L*>* dadas por

v(t)=o(=t) vy de(t) = go(—t).

Se obtiene que

mf{||Y]|o0 : an = ¥(n) para todo n > 0} = inf{||¢p||oo : an = é(—n) para todo n > 0}

= if{[|¢l|c : po — & € H"}

= 1,nf{”gbo - h”oo the Hgo}

Por la Proposicién 6.3

IT[F = lITall-

Del Teorema 6.2 se sabe que

~

ITall = lltholloc = mf{||¢]loc = atn = (n) para todo n = 0}.

Luego
IT]] = l|@olloc = Mf{llgo — hlloc : h € H}.
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COROLARIO 6.8. Sea I' : H?> — H?~ un operador de Hankel. T es acotado si y sdlo si
existe ¢, € L™ tal que I' = P~ My, .
En este caso
ITI] = 1Al (2)= = ll#ollco-
donde o
1)) = [ 1@ enfe) o

para cada f € H}.

DEMOSTRACION.

Basta observar que si
[00] = ¢o + HS®
entonces
if{llgo — hlloc - h € HZ*} = dist(co, H7)
= [|[@o][| oo/ 1150
= [[A¢oll(ary)--



Comentarios

(1) El libro de Rudin [28] presenta los espacios de Hardy en forma detallada. Estos
espacios son estudiados en algunas electivas de pregrado o en algunos cursos de

postgrado de la Facultad de Ciencias de la UCV.

(2) El articulo de Rubén Martinez-Avendano [21] contiene una excelente introduccién

a los operadores de Hankel en espacios de Hilbert.

(3) La bibliografia que se presenta al final de esta monografia es extremadamente am-

plia. Se incluyen libros usados en los cursos avanzados de analisis y algunos articulos.

(4) Para desarrollos futuros relacionados con este trabajo especial de grado podrian

considerarse las publicaciones siguientes [3, 12, 23, [25].
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