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usando elementos cuadráticos.”, presentado por el Br. Francisco Javier Fernández

Rodriguez, titular de la Cédula de Identidad 18.358.104, certificamos que este trabajo

cumple con los requisitos exigidos por nuestra Magna Casa de Estudios para optar al t́ıtulo

de Licenciado en Matemática.
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Resumen

El objetivo de este trabajo es resolver problemas de potencial implementando el método

de elemento frontera, para ello se realiza un estudio de la ecuación de Laplace la cual es

conocida como ecuación potencial y es la ecuación que modela los problemas que se quieren

resolver.

El método de elemento frontera es un método numérico cuya caracteristica principal es

que solo se necesita discretizar la frontera del dominio del problema en estudio, para su

implementación es necesario conocer la ecuación integral de frontera, la cual será matemáti-

camente equivalente a la ecuación diferencial parcial que modela el problema; para deducirla

se debe conocer la solución fundamental asociada al problema y nos valdremos de las iden-

tidades de Green.

En el método de elemento frontera se pueden considerar varios tipos de elementos a saber:

elemento constante, elemento lineal, elemento cuadrático y elementos de orden superior. En

este trabajo resolveremos problemas de potencial usando elementos cuadráticos por lo que

se realiza un estudio de los mismos.

La implementación de método se hace utilizando el algoritmo desarrollado en FORTRAN,

el cual fué tomado del libro Boundary Elements An Introductory Course de Brebbia, C. y

Dominguez, J. (1989), la implementación se realiza en dos ejemplos, el primero una barra

eĺıptica sometida a torsión y el segundo placas sometidas a temperaturas. Luego de imple-

mentar el método se analizan los resultados y se estudia la convergencia del mismo.
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Introducción

Por muchos años los matemáticos e ingenieros han utilizado elementos finitos para resolver

ciertos problemas de ecuaciones en derivadas parciales, pero esta técnica ha demostrado ser

ineficiente en algunas aplicaciones de la ingenieŕıa tales como mecánica de fluidos, acústica,

electromagnetismo, elasticidad y fracturas mecánicas, lo que lo ha hecho parecer engorroso

de usar y por lo tanto, dif́ıcil de aplicar en los sistemas de ingenieŕıa asistida por computador.

El Método de Elemento Frontera conocido como BEM por sus siglas en inglés, aparece a

mediados de los años sesenta como una poderosa alternativa en los casos donde se requiere

una mayor precisión como en problemas de concentración de tensiones o en donde el dominio

sea infinito.

El establecimiento de los métodos de contorno es mucho más reciente que otros méto-

dos numéricos como elementos f́ınitos o diferencias finitas y, por tanto, su uso no es muy

extenso y salvo muy raras excepciones, su aplicación actual esta restringida a los ambien-

tes académicos. En general se atribuye a Jaswon (1963) y Symm (1963) [7] el desarrollo

de la primera técnica numérica, denominada “método directo”, para resolver las ecuaciones

integrales de Fredholm (1903) en el estudio de problemas de potencial [7]. Paralelamente,

Kupradze (1963) presentó el método indirecto en la solución de problemas de elastostática,

pero no fué hasta cuatro años después en que Rizzo (1967) desarrolló la versión directa del

método aplicada a problemas bidimensionales y basada en la solución fundamental de Kelvin

para el método elástico infinito [7]. En los años siguientes fueron desarrollados más art́ıculos

que aportaron grandes avances en el estudio de BEM, tales como los realizados por Rizzo y

Shippy (1977,1979) y Nakaguma (1979). Desde entonces se ha producido un desarrollo en las

publicaciones referente a BEM en los más variados campos de la ingenieŕıa. En España, los

trabajos con elementos de contorno comenzaron con la tesis doctoral de Domı́nguez (1977)

[7], quien aplicó el método directo al cálculo de tensiones en anclajes de piezas postensadas.

viii
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Posteriormente, Gómez (1987) y Cerrolaza (1988) presentan las expresiones matemáticas

vectoriales necesarias para la eficaz implementación y control del refinamiento en problemas

de elastostática [7]. También en ese mismo año, Rank y Perreira (1987) trabajan con la

versión p-adaptable de BEM en elastostática. Sin embargo, utilizan elementos rectos y las

integraciones son realizadas anaĺıtica o semianaĺıticamente, todo lo cual resta considerables

ventajes y flexibilidad en métodos de esta naturaleza, donde una de las ideas centrales con-

siste en representar la geometŕıa y condiciones de contorno complejas con el menor número

posible de elementos.

El BEM es un método numérico el cual se basa en la transformación de la ecuación

diferencial parcial en una ecuación integral, que es matemáticamente equivalente y en la dis-

cretización de la frontera del dominio donde se quiere resolver la ecuación diferencial parcial.

La reformulación de la EDP que aparece en BEM se compone de una ecuación integral que

se define en la frontera del dominio, y una integral que relaciona la solución en la frontera

con la solución en los puntos internos del dominio [3]. La primera se denomina ecuación

integral de contorno. La principal ventaja del método surge del hecho de que solo la frontera

del dominio en el que se quiere resolver la EDP requiere ser discretizada, mientras que en el

método de elementos finitos o el método de diferencias finitas se discretiza todo el dominio

donde se resuelve la ecuación diferencial. Aśı, la dimensión del problema se reduce en una

unidad, por ejemplo, una ecuación que modela una región de tres dimensiones se transforma

en una integral de superficie. En los casos en que el dominio es exterior a la frontera, en la

medida en la que el dominio es infinito las ventajas del BEM son aún más sorprendentes, la

ecuación que rige el dominio infinito se reduce a una ecuación de frontera.

La ecuación integral se puede considerar como una solución exacta de la ecuación dife-

rencial parcial que rige el problema. El método utiliza las condiciones de contorno dadas

para adaptarse a los valores de frontera en la ecuación integral, en lugar de valores en todo

el espacio definido por una ecuación diferencial parcial. Una vez hecho esto, la ecuación inte-

gral se puede utilizar de nuevo para calcular numéricamente la solución en cualquier punto

deseado en el interior del dominio, cabe destacar que el método es aplicable a los problemas

para los cuales se conocen las funciones de Green.

Este trabajo se divide en tres caṕıtulos, en el Caṕıtulo 1: Deducción de la ecuación de La-

place, se realiza una revisión bibliográfica para deducir la ecuación de Laplace y su aplicación
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en problemas de potencial. En el Caṕıtulo 2 se estudia el Método Elemento Frontera para

obtener las ecuaciones necesarias para su implementación con el fin de resolver los proble-

mas de potencial, usando elementos de orden superior, y en el Caṕıtulo 3: Implementación

del método numérico, se realiza el estudio del algoritmo en FORTRAN 1 que modela la

implementación del método, mostramos algunos ejemplos utilizando dicho algoritmo, final-

mente se analizan los resultados obtenidos, planteamos algunas conclusiones y damos algunas

recomendaciones.

1El algoritmo desarrollado en FORTRAN fué tomado de la bibliograf́ıa [3].
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Definición 0.1 (Función generalizada) Sea el funcional∫ ∞

−∞
g(x)h(x)dx = F(h)

h(x) es una función generalizada perteneciente a alguna clase D de funciones, llamado

el dominio de F y g(x) es la función de prueba.

Propiedad de la función generalizada

Sea h(x) una funcion generalizada, g(x) la función de prueba se tiene∫ ∞

−∞
h(x)g(x, x0)dx = h(x0)

Teorema 0.2 (Teorema de la divergencia) Sea F un campo vectorial de clase C1 en un

dominio Ω ⊂ R3, entonces ∫
Ω

∇ · FdΩ =

∫
∂Ω

F · n̂d∂Ω,

siendo ∂Ω la superficie regular cerrada, frontera de Ω.

Teorema 0.3 (Identidades de Green) Sean f, g : R3 → R dos funciones de clase C2

definidas en un abierto U de R3 y sea Ω ⊂ U una región en R3. Supongamos que S = ∂Ω

está orientada con su vector normal hacia el exterior, entonces se deducen las siguientes

identidades:

1)

∫
Ω

[f(x⃗)▽2 g(x⃗) +▽f(x⃗)▽ g(x⃗)]dv =

∫
S

[f(x⃗)▽ g(x⃗)].n̂dS

xi
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2)

∫
Ω

[f(x⃗)▽2 g(x⃗)− g(x⃗)▽2 f(x⃗)]dΩ =

∫
S

[f(x⃗)▽ g(x⃗)− g(x⃗)▽ f(x⃗)].n̂dS

Potencial de simple y doble capa

Las funciones armónicas2 también pueden ser generadas por distribuciones continuas de

los potenciales a lo largo de la superficie de un dominio Ω. En particular, dos de ellos son de

importancia práctica y se definen a continuación.

Definición 0.4 (Potencial de simple capa) Sea h(x⃗) una función continua en ∂Ω, ϕ(x⃗, x⃗0)

la solución fundamental asociada a una función armónica. El potencial de simple capa se

define como

u(x⃗) =

∫
∂Ω

h(x⃗)ϕ(x⃗, x⃗0)dS.

Definición 0.5 (Potencial de doble capa) Sea h(x⃗) una función continua en ∂Ω, ϕ(x⃗, x⃗0)

la solución fundamental asociada a una función armónica. El potencial de doble capa se de-

fine como

u(x⃗) =

∫
∂Ω

h(x⃗)
∂ϕ

∂n̂
(x⃗, x⃗0)dS.

2Definición 1.1



Caṕıtulo 1

Deducción de la ecuación de Laplace

1.1 Introducción

En este caṕıtulo deduciremos la conocida ecuación de Laplace. En cálculo vectorial, la

ecuación de Laplace es una ecuación en derivadas parciales de segundo orden de tipo eĺıptico,

que recibe ese nombre en honor al astrónomo, f́ısico y matemático Pierre-Simon Laplace, na-

cido en Normand́ıa el 23 de marzo de 1749 [1]. Laplace dedicó la mayor parte de sus estudios

a la probabilidad y al universo, y es alrededor del año 1787, poco después de ser nombrado

miembro de la Academia de Ciencia en Francia, que descubre lo que hoy conocemos como la

ecuación de Laplace. Para su deducción partiremos de la deducción de la ecuación del calor

para un cubo, considerando el flujo de enerǵıa térmica y su conducción a través de las caras

del cubo.

Para esta deducción es necesario considerar la ley de conservación de la enerǵıa, además

de otro resultado importante como lo es la ley experimental del matemático y f́ısico francés

Joseph Fourier (nacido el 21 de marzo de 1768 en Auxerre) [2], conocido por sus trabajos sobre

la descomposición de funciones periódicas en series trigonométricas convergentes llamadas

Series de Fourier, método con el cual consiguió resolver la ecuación del calor. Dicha ley

se basa en los mecanismos de transferencia de enerǵıa térmica y establece que la tasa de

transferencia de calor por conducción en una dirección dada, es proporcional al área normal

a la dirección del flujo de calor y al gradiente de temperatura en esa dirección. Luego de

realizar la deducción de la ecuación del calor, estudiaremos el caso estacionario el cual nos

conducirá a la ecuación de Laplace.

1
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1.2 Deducción de la Ecuación del Calor

Sea R una región formada por un cubo de lado L y consideremos una sección infinitesimal

△x. Esta región presenta flujo de calor en las seis caras, tal como se muestra en la Figura

1.1.

Figura 1.1: Cubo de lado L

Consideremos la cantidad de enerǵıa térmica por unidad de volumen como una variable

desconocida, que llamaremos densidad de enerǵıa térmica y la denotaremos por:

e(x⃗, t) = densidad de enerǵıa térmica.

La enerǵıa térmica en una región infinitesimal del cubo vaŕıa con el tiempo debido al

flujo a través de las fronteras (caras del cubo) y a la enerǵıa generada en el interior (debido a

fuentes positivas o negativas de enerǵıa térmica). Todo el proceso de flujo de calor se puede

describir como:

La variación de enerǵıa térmica en el tiempo es igual al flujo de calor a través de las

fronteras por unidad de tiempo más la enerǵıa térmica generada en el interior por unidad

de tiempo.

La cual se conoce como la Ley de Conservación de la enerǵıa térmica [4].

Representamos el flujo de enerǵıa térmica por unidad de tiempo que fluye en las caras del

cubo por ϕ(x⃗, t), que no es más que el flujo de calor a través de la frontera que va en alguna

dirección, de esta manera podemos considerar al flujo de calor como un vector. Además, la

enerǵıa térmica también puede variar debido a la existencia de fuentes internas denominadas,
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en este caso, fuentes de calor denotada por Q(x⃗, t) y representa la enerǵıa térmica generada

por unidad de volumen y por unidad de tiempo.

Ahora necesitamos introducir el concepto de calor espećıfico (o capacidad caloŕıfica) de-

notado por c, ya que el mismo representa la enerǵıa térmica necesaria para elevar una unidad

la temperatura de una unidad de masa de una sustancia. En general, se deduce que el calor

espećıfico c de un material depende de la temperatura u(x⃗, t), ya que normalmente describi-

mos los materiales por su temperatura, no por su densidad de enerǵıa térmica.

Si consideramos el volumen de dos secciones transversales cercanas del cubo, la enerǵıa

térmica concentrada en esa sección infinitesimal es:

enerǵıa térmica= e(x⃗, t)L2 △ x,

ya que el volumen de la sección infinitesimal es L2△x, sin embargo, también se define como

la enerǵıa necesaria para elevar la temperatura desde la de referencia, 0◦, a su temperatura

actual u(x⃗, t). Ahora, si consideramos que la enerǵıa térmica necesaria para elevar una uni-

dad la temperatura de una unidad de masa no depende de la temperatura de referencia, la

densidad de enerǵıa térmica por unidad de masa va a ser c(x⃗)u(x⃗, t).

La densidad de masa la denotamos por ρ(x⃗) y representa la masa por unidad de volumen,

la cual vaŕıa con respecto a x⃗. La masa total de una sección infinitesimal es ρ(x⃗)6L2 △ x, y

por tanto la enerǵıa térmica es c(x⃗)u(x⃗, t)ρ(x⃗)6L2 △ x por lo que

e(x⃗, t)6L2 △ x = c(x⃗)u(x⃗, t)ρ(x⃗)6L2 △ x,

de aqúı deducimos la relación básica entre enerǵıa térmica y temperatura:

e(x⃗, t) = c(x⃗)ρ(x⃗)u(x⃗, t).

Esto nos dice que la enerǵıa térmica por unidad de volumen es igual a la enerǵıa térmica

por unidad de masa y por unidad de temperatura, multiplicada por la temperatura y por la

densidad de masa.

Ahora, por la ley de conservación de la enerǵıa caloŕıfica, la enerǵıa coloŕıfica total en la

región R del cubo es
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Enerǵıa térmica =

∫∫∫
R

c(x⃗)ρ(x⃗)u(x⃗, t)dV.

En este caso, la magnitud de ϕ(x⃗, t) es la cantidad de enerǵıa caloŕıfica por unidad de

tiempo y por unidad de superficie. Sin embargo, al considerar la conservación de la enerǵıa

caloŕıfica, lo único que importa es el flujo de calor a través de la frontera por unidad de

tiempo. Si el flujo en un punto es paralelo a la frontera, entonces no hay enerǵıa caloŕıfica

cruzando la frontera por ese punto, en cambio cuando el flujo de calor no es paralelo, śı hay

enerǵıa caloŕıfica cruzando la frontera y en ese término sólo contribuye la componente normal

del flujo de calor. Por otro lado, en cada punto hay dos vectores normales, uno interior y

otro exterior, convendremos pues en utilizar siempre el vector normal unitario exterior n̂.

Por la conservación de la enerǵıa caloŕıfica, la cantidad de enerǵıa que fluye saliendo de

la región del cubo por unidad de tiempo y por unidad de superficie en cada punto, es la

componente normal exterior del vector de flujo de calor en ese punto. Si tenemos un flujo

como se muestra en la Figura 1.2,

la componente normal exterior del vector de

flujo de calor en ese punto es

| ϕ | cos(θ) = ϕ · n⃗
|n⃗| = ϕ · n̂

Figura 1.2: Flujo de calor a través de las caras del cubo

Si el vector de flujo de calor ϕ se dirige hacia el interior, entonces ϕ · n̂ < 0, y el flujo

hacia fuera es negativo.

Para calcular la enerǵıa caloŕıfica total que fluye hacia fuera del cubo por unidad de

tiempo, debemos multiplicar ϕ · n̂ por el elemento de superficie ds y “sumar”sobre toda la

superficie que encierra la región del cubo. Esto se indica mediante la integral de superficie

⃝
∫∫

ϕ(x⃗, t) · n̂dS. Esta es la cantidad de enerǵıa caloŕıfica que sale del cubo y da lugar (si es

positiva) a una disminución de la enerǵıa caloŕıfica por unidad de superficie que se genera en el
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interior del cubo, entonces la cantidad total de enerǵıa caloŕıfica en una región tridimensional

R (como por ejemplo el cubo) se escribe como

d

dt

∫∫∫
R

c(x⃗)ρ(x⃗)u(x⃗, t)dV = −⃝
∫∫

ϕ(x⃗, t) · n̂dS +

∫∫∫
R

Q(x⃗, t)dV ,

donde la integral de superficie ⃝
∫∫

ϕ · n̂dS correspondiente a la enerǵıa caloŕıfica que fluye a

través de la frontera por unidad de tiempo, puede escribirse como una integral de volumen

de acuerdo al teorema de la divergencia, aśı obtenemos,

d

dt

∫∫∫
R

c(x⃗)ρ(x⃗)u(x⃗, t)dV = −
∫∫∫

R

▽ · ϕ(x⃗, t)dV +

∫∫∫
R

Q(x⃗, t)dV.

Observemos que la derivada temporal puede intercambiarse con la integral (pues el domi-

nio espacial R está fijo) y pasa dentro de la integral como una derivada parcial, puesto que

la temperatura depende de la variable espacial y la variable temporal. Por lo tanto, todas

las integrales son integrales triples sobre el mismo volumen, que pueden agruparse en una

sola integral∫∫∫
R

[c(x⃗)ρ(x⃗)
∂u

∂t
(x⃗, t) +▽ · ϕ(x⃗, t)−Q(x⃗, t)]dV = 0, donde x⃗ ∈ Ω y 0≤ t;

como esta integral es cero, se deduce que el integrando debe ser cero:

c(x⃗)ρ(x⃗)
∂u

∂t
(x⃗, t) +▽ · ϕ(x⃗, t)−Q(x⃗, t) = 0,

o lo que es lo mismo

c(x⃗)ρ(x⃗)
∂u

∂t
(x⃗, t) = −▽ ·ϕ(x⃗, t) +Q(x⃗, t). (1.1)

De acuerdo a la Ley Experimental de Fourier, en un dominio unidimensional el flujo de

calor ϕ es proporcional a la derivada de la temperatura, ϕ = −K0
∂u
∂x
, donde el signo menos

indica que la enerǵıa térmica fluye de lo más caliente a lo más fŕıo; ∂u
∂x

es la variación de

temperatura por unidad de longitud. Aqúı el vector de flujo de calor ϕ es proporcional al

gradiente de temperatura

(
▽u ≡

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xn

))
:

ϕ(x⃗, t) ≡ −K0(x⃗)▽ u(x⃗, t). (1.2)
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Esta fórmula se conoce como ley de Fourier de la difusión del calor. De nuevo K0 es la

conductividad térmica.

Sustituyendo (1.2) en (1.1) obtenemos la siguiente ecuación en derivadas parciales para

la temperatura

c(x⃗)ρ(x⃗)
∂u

∂t
(x⃗, t) = ▽ · (K0(x⃗)▽ u(x⃗, t)) +Q(x⃗, t). (1.3)

Si no hay fuentes externas (Q(x⃗, t) = 0) y los coeficientes térmicos son constantes, la

ecuación (1.3) se reduce a

∂u

∂t
(x⃗, t) = K ▽ ·(▽u(x⃗, t)), (1.4)

donde K = K0

cρ
es la constante de difusividad térmica.

A partir de la definición de divergencia se puede calcular la divergencia del gradiente de

la función u, aśı para el caso tridimensional (x⃗ = (x, y, z))

▽ · (▽u) =
∂

∂x

(
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
∂u

∂y

)
+

∂

∂z

(
∂u

∂z

)
=

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
≡ ▽2u. (1.5)

La expresión ▽2 que aparece en la ecuación (1.5) se denomina Laplaciano de u(x⃗, t). Por

tanto, en este caso

∂u

∂t
= K ▽2 u. (1.6)

Esta ecuación es frecuentemente conocida como ecuación del calor o de difusión en di-

mensión tres.

1.2.1 Problema de valor inicial y frontera

Si se quiere predecir la temperatura en el tiempo, a la ecuación del calor se le debe añadir

la existencia de una distribución inicial de temperaturas, dada por una función conocida

f(x⃗)
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u(x⃗, 0) = f(x⃗),

conocida como condición inicial.

Además, si estamos resolviendo la ecuación en un dominio acotado la temperatura tam-

bién puede satisfacer alguna condición sobre la frontera en cada punto de la superficie que

encierra la región considerada. Esta condición de frontera puede ser de varios tipos. En primer

lugar, si en algún punto ξ⃗ sobre la frontera Γ lo que se conoce es el valor de la temperatura,

en ese punto tendremos una condición tipo Dirichlet. Si en el punto sobre la frontera lo que

se tiene prescrito es el flujo, decimos que tenemos una condición tipo Neumann [4], es decir,{
u(ξ⃗, t) = g1(ξ⃗) ξ⃗ ∈ Γ, Tipo Dirichlet.
∂u
∂n̂
(ξ⃗, t) = g2(ξ⃗) ξ⃗ ∈ Γ, Tipo Neumann.

En particular si g2(ξ⃗) = 0 significa que no hay flujo, la frontera esta aislada térmicamente.

El tercer tipo de condición que se puede tener es la que nos da la Ley de Enfriamiento

de Newton, esta condición es conocida como tipo Robin o Mixta y viene dada como sigue

−K0
∂u

∂n̂
= H[u(x⃗, t)− ue(t)],

donde ue(t) es la temperatura en el exterior del dominio.

1.2.2 Ecuación de Laplace

Si las posibles fuentes de calor son independientes del tiempo, es posible que existan

soluciones estacionarias de la ecuación del calor que verifiquen las condiciones de frontera

estacionarias:

0 = ▽ · (K0 ▽ u) +Q.

Observemos que una distribución de temperaturas en equilibrio u(x⃗) verifica una ecuación

en derivadas parciales con más de una dimensión espacial. En el caso de coeficientes térmicos

constantes, la distribución de temperaturas en equilibrio satisface
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▽2u =
−Q

K0

,

conocida como ecuación de Poisson.

Si además no hay fuentes (Q = 0), entonces

▽2u = 0; (1.7)

el Laplaciano de la distribución de temperaturas es cero. La ecuación (1.7) se conoce como

Ecuación de Laplace.

1.2.3 Existencia y unicidad de la solución de la Ecuación de La-

place

Para estudiar la unicidad de la solución de la Ecuación de Laplace, primero daremos la

definición de función armónica.

Definición 1.1 Una función u(x⃗) se dice armónica en una región Ω ⊆ R2 si u(x⃗) ∈ C2(Ω)

y, además verifica ▽2u = 0.

Ahora, enunciamos una propiedad de las funciones armónicas que nos permitirá estable-

cer la unicidad de la solución para los problemas que involucran la ecuación de Laplace.

Principio del máximo y mı́nimo para funciones armónicas. Sea u(x⃗) una función

armónica en un dominio bidimensional acotado Ω que, además, es continua en Ω = Ω∪ ∂Ω.

Entonces el valor máximo y mı́nimo de u(x⃗) se alcanzan en la frontera ∂Ω. La función u(x⃗)

alcanza sus valores máximo y mı́nimo en el interior Ω si y sólo si u(x⃗) es constante [4].

Teorema 1.2 (Existencia y unicidad) La solución al problema modelado por la ecuación

de Laplace en un dominio bidimensional Ω, si existe, es única.

Demostración. Queremos resolver el problema con condición de contorno tipo Dirichlet{
▽2u(x⃗) = 0

u(x⃗) = f(x⃗), Sobre la frontera ∂Ω.

Sean u1 y u2 dos soluciones al problema anterior, entonces
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▽2u1(x⃗) = ▽2u2(x⃗) = 0

u1 |∂Ω= u2 |∂Ω= f.

Ahora bien, si u1 y u2 son armónicas en Ω la función w = u1 − u2 también lo es, puesto

que el operador Laplaciano es lineal. En estas condiciones se tiene que w |∂Ω=0, lo que nos

permite afirmar, en virtud del principio del máximo y el mı́nimo que w = 0 en Ω, es decir,

u1 − u2 = 0 y, por tanto u1 = u2, lo que establece la unicidad de la solución.

Para el problema con condición tipo Neumann, la demostración es análoga [14].

1.3 Aplicaciones de la ecuación de Laplace

Láminas elásticas

Una lámina elástica (por ejemplo, una superficie de goma o una peĺıcula de jabón) tiende

a estar en la posición en la que su superficie sea lo menor posible. Si sus bordes están fijos, por

ejemplo en un alambre, la lámina adoptará la forma de lo que se conoce como una superficie

minimal. Si una superficie aśı está dada por el grafo de u(x⃗) en un cierto dominio se sabe

que u(x⃗) cumple la ecuación

div

(
∇2u√

1+|∇2u|2

)
= 0.

Esta ecuación resulta demasiado complicada; para aplicaciones prácticas en las que la

norma del vector gradiente (| ▽u |) es muy pequeño (si estudiamos la superficie en una zona

muy pequeña, si u es casi una función constante salvo desviaciones pequeñas o situaciones

parecidas), una buena aproximación es la ecuación de Laplace

▽2u = 0.

En f́ısica elemental normalmente se hace esta aproximación (aunque se llegue a ella por

métodos distintos) y se dice, por ejemplo, que la forma que toma una lámina elástica (que

suponemos inicialmente en posición horizontal) cuando está sometida a una fuerza (tal vez

dependiente de la posición) en la dirección del eje vertical se parece a la solución de la

ecuación
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▽2u = Cf,

donde C es una constante (la inversa de la tensión de la lámina) y consideramos la fuerza

positiva si va hacia abajo, negativa si va hacia arriba. Esta ecuación da buenos resultados

en muchos casos prácticos [12].

La Gravedad

Otro contexto distinto donde aparece la ecuación de Laplace es la ley de la gravedad de

Newton, la cual dice que dos masas M y m separadas por una distancia r se atraen en la

dirección de la recta que las une con una fuerza

| F (x⃗) |= G
Mm

r2
,

donde G es la constante de gravitación universal expresada en unidades adecuadas. Por

supuesto, la fuerza F (x⃗) es un vector, aunque cuando se escribe la ecuación anterior fre-

cuentemente se incluye sólo su magnitud. Esto puede decirse de otra forma: si imaginamos

que un cuerpo de masa m, que suponemos concentrada (idealmente) en un punto y, crea un

campo gravitatorio dado por (ver Figura 1.3)

E(x) = Gm
y − x

| y − x |3
, (1.8)

Figura 1.3: Campo gravitatorio L

entonces podemos expresar la ley diciendo que la fuerza (ahora vectorial) sobre otro cuerpo

cualquiera de masa M situado en x es ME(x) (obsérvese que la magnitud, el módulo de E,

es la fuerza que escribimos al principio). De la misma forma podemos calcular el campo que

crean dos part́ıculas de masas m1 y m2, situadas en puntos y1 e y2, respectivamente:

E(x) = Gm1
y1 − x

| y1 − x |3
+Gm2

y2 − x

| y2 − x |3
. (1.9)
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Si lo que tenemos es una gran cantidad de part́ıculas cuya distribución podemos expresar

como una función de densidad m(y) (que da la densidad de masa en cada punto y) podemos

generalizar esto para dar el campo que crea esta distribución de masa:

E(x) = G

∫
y − x

| y − x |3
m(y)dy. (1.10)

Una justificación de esto es que esta integral y la suma anterior verdaderamente se pare-

cen mucho si hay gran cantidad de part́ıculas, de forma que el resultado es suficientemente

aproximado para la mayoŕıa de situaciones prácticas.

Al estudiar el campo E creado por una distribución de masa es útil hablar del potencial

que crea esta masa. El potencial no es más que una función real V de forma que −▽V = E

(y que está determinada salvo la suma de una constante). Por ejemplo, para el campo creado

por una part́ıcula de masa m situada en el punto y la función

V (x) = −Gm
1

| y − x |
(1.11)

sirve como potencial (podemos ver que −▽ V es el campo dado en la ecuación (1.8)). De la

misma forma que antes, el potencial creado por una distribución de masa m(y) es

V (x) = −G

∫
1

| y − x |
m(y)dy. (1.12)

Puede comprobarse derivando bajo la integral que − ▽ V = E (con E dado por la

ecuación (1.10)). ¿Dónde está aqúı la ecuación de Laplace? En realidad, aún no podemos

verla claramente. Lo que ocurre es que

▽2V = −4ϕGm, (1.13)

de forma que el potencial satisface la ecuación de Poisson en la que el segundo término es

esencialmente menos la densidad de masa (salvo una constante). Esto no puede probarse

derivando bajo la integral en la ecuación (1.12), ya que la segunda derivada que obtenemos

no es integrable, aśı que la regla de derivación bajo la integral no es válida.
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Problemas de Potencial

Cuando estamos en el caso estacionario de la ecuación del calor cuyos coeficientes son

constantes, la derivada temporal se hace cero, por lo que obtenemos

0 = k∇2u(x⃗) +Q(x⃗)

y como vimos anteriormente cuando no tenemos fuentes en el dominio, obtenemos el Lapla-

ciano

∇2u(x⃗) = 0. (1.14)

La ecuación (1.14) también se denomina ecuación potencial, pues el potencial gravita-

cional y el potencial electrostático satisfacen la ecuación de Laplace en ausencia de fuerzas

externas. Esta ecuación será la que utilizaremos en la resolución de los problemas de potencial

implementando el Método Elemento Frontera.



Caṕıtulo 2

Método de elemento frontera

2.1 Introducción

El Método Elemento Frontera conocido como BEM por sus siglas en inglés, es un método

numérico computacional usado para resolver ecuaciones en derivadas parciales que han sido

transformadas a ecuaciones integrales. Se puede decir que uno de los primeros trabajos con

elementos de frontera fue la tesis doctoral de Domı́nguez (1977), quien trabajó con el cálculo

de tensiones en anclajes. Paŕıs (1979) utilizó el método en elasticidad bidimensional con ele-

mentos lineales, mientras que Doblaré (1981) utilizó interpolación parabólica en elasticidad.

Por su parte Roures (1981) atacó el problema de la teoŕıa de potencial en régimen transitorio

[7].

El BEM se basa en la discretización de la frontera del dominio del problema en una serie

de elementos, sobre los que el potencial y su derivada normal pueden variar. La geometŕıa de

estos elementos puede ser modelado utilizando ĺıneas rectas, curvas, parábolas, etc. Utilizan-

do el método de colocación, la ecuación discretizada se aplica a un número de nodos dentro de

cada elemento, donde los valores del potencial y su derivada normal están asociados. Median-

te la adopción de una solución práctica fundamental se planteará una ecuación integral en

la cual, en general, las integrales que en ella intervienen son calculadas de forma numérica y,

posteriormente, nos llevará a plantearnos un sistema de ecuaciones algebraicas. Además, nos

valdremos de la función delta de Dirac, introducida por primera vez por el f́ısico inglés Paul

Dirac a mediados del siglo XX [8], la cual puede representar la distribución de densidad o

carga de una masa concentrada en un punto, y debe ser vista como una función generalizada.

13
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2.2 Problemas de potencial

En el año 1978 fue publicado el primer libro de elementos de contorno, dicha publicación

coincidió con la celebración de la primera conferencia en la que el método fue establecido,

aunque el nombre BEM parece haber sido utilizado por primera vez en dos art́ıculos por

Brebbia y Domı́nguez [3] en el año 1977. En el trabajo pionero de Hess y Smith, desarro-

llaron muchos programas de gran alcance para la solución de la ecuación de Laplace en

problemas donde se estudiaba el flujo de potenciales [3].

En este trabajo, estudiaremos como encontrar la solución de la ecuación de Laplace en

un dominio Ω bidimensional, sujeta a las siguientes condiciones de borde

u(x⃗) = ū(x⃗) en Γ1

q = ∂u
∂n⃗
(x⃗) = q en Γ2,

donde n̂ es el vector normal exterior a la frontera del dominio Γ = Γ1 + Γ2, tal como se

muestra en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Dominio y condiciones de contorno

Para resolver este problema es necesario deducir la ecuación básica integral, la cual es el

punto de partida para el método de elemento frontera.
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2.3 Ecuación integral

Para deducir la ecuación integral consideraremos las identidades deducidas por el ma-

temático británico George Green [14], aplicadas a las funciones u(x⃗) que representa el poten-

cial y una función ponderada ϕ(x⃗, x⃗0), que no es más que la solución fundamental de nuestro

problema, para deducirla debemos conocer el operador adjunto al operador de Laplace.

2.3.1 Operador adjunto al operador de Laplace

Definición 2.1 Sea L un operador, u y v dos funciones de clases C2 en el dominio Ω,

definimos M el operador adjunto a L como aquel que cumple la siguiente igualdad:

v(x⃗)L[u(x⃗)]− u(x⃗)M [v(x⃗)] = ▽ · F (x⃗), (2.1)

donde ▽ · F (x⃗) es la divergencia de un campo vectorial F (x⃗).

Si consideramos el operador de Laplace L[u(x⃗)] = ▽2u(x⃗), x⃗ ∈ Ω ⊆ R2, sea ϕ(x⃗, x⃗0) una

función ponderada, tenemos que

ϕ(x⃗, x⃗0)L[u(x⃗)] = ϕ(x⃗, x⃗0)

[
∂2u

∂x2
(x⃗) +

∂2u

∂y2
(x⃗)

]
(2.2)

lo que es igual,

ϕ(x⃗, x⃗0)L[u(x⃗)] = ϕ(x⃗, x⃗0)
∂2u

∂x2
(x⃗) + ϕ(x⃗, x⃗0)

∂2u

∂y2
(x⃗), (2.3)

por otra parte

∂

∂x

[
ϕ(x⃗, x⃗0)

∂u

∂x
(x⃗)

]
=

∂ϕ

∂x
(x⃗, x⃗0)

∂u

∂x
(x⃗) + ϕ(x⃗, x⃗0)

∂2u

∂x2
(x⃗)

entonces, despejando el segundo término a mano derecha se tiene

ϕ(x⃗, x⃗0)
∂2u

∂x2
(x⃗) =

∂

∂x

[
ϕ(x⃗, x⃗0)

∂u

∂x
(x⃗)

]
− ∂ϕ

∂x
(x⃗, x⃗0)

∂u

∂x
(x⃗), (2.4)

pero
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∂

∂x

[
∂ϕ

∂x
(x⃗, x⃗0)u(x⃗)

]
=

∂2ϕ

∂x2
(x⃗, x⃗0)u(x⃗) +

∂ϕ

∂x
(x⃗, x⃗0)

∂u

∂x
(x⃗),

despejando el segundo término del lado derecho obtenemos

∂ϕ

∂x
(x⃗, x⃗0)

∂u

∂x
(x⃗) =

∂

∂x

[
∂ϕ

∂x
(x⃗, x⃗0)u(x⃗)

]
− ∂2ϕ

∂x2
(x⃗, x⃗0)u(x⃗), (2.5)

sustituyendo la ecuación (2.5) en la ecuación (2.4) se obtiene la siguiente igualdad

ϕ(x⃗, x⃗0)
∂2u

∂x2
(x⃗) =

∂

∂x

[
ϕ(x⃗, x⃗0)

∂u

∂x
(x⃗)

]
− ∂

∂x

[
∂ϕ

∂x
(x⃗, x⃗0)u(x⃗)

]
+

∂2ϕ

∂x2
(x⃗, x⃗0)u(x⃗), (2.6)

aplicando la linealidad de la derivada parcial tenemos

ϕ(x⃗, x⃗0)
∂2u

∂x2
(x⃗) =

∂

∂x

[
ϕ(x⃗, x⃗0)

∂u

∂x
(x⃗)− ∂ϕ

∂x
(x⃗, x⃗0)u(x⃗)

]
+

∂2ϕ

∂x2
(x⃗, x⃗0)u(x⃗), (2.7)

de igual forma

ϕ(x⃗, x⃗0)
∂2u

∂y2
(x⃗) =

∂

∂y

[
ϕ(x⃗, x⃗0)

∂u

∂y
(x⃗)− ∂ϕ

∂y
(x⃗, x⃗0)u(x⃗)

]
+

∂2ϕ

∂y2
(x⃗, x⃗0)u(x⃗), (2.8)

considerando las ecuaciones (2.7) y (2.8) la igualdad (2.3) queda como sigue

ϕ(x⃗, x⃗0)L[u(x⃗)] =
∂

∂x

[
ϕ(x⃗, x⃗0)

∂u

∂x
(x⃗)− ∂ϕ

∂x
(x⃗, x⃗0)u(x⃗)

]
+

∂2ϕ

∂x2
(x⃗, x⃗0)u(x⃗)

+
∂

∂y

[
ϕ(x⃗, x⃗0)

∂u

∂y
(x⃗)− ∂ϕ

∂y
(x⃗, x⃗0)u(x⃗)

]
+

∂2ϕ

∂y2
(x⃗, x⃗0)u(x⃗),

(2.9)

reordenando y sacando u(x⃗) como factor común obtenemos

ϕ(x⃗, x⃗0)L[u(x⃗)] =
∂

∂x

[
ϕ(x⃗, x⃗0)

∂u

∂x
(x⃗)− ∂ϕ

∂x
(x⃗, x⃗0)u(x⃗)

]
+

∂

∂y

[
ϕ(x⃗, x⃗0)

∂u

∂y
(x⃗)− ∂ϕ

∂y
(x⃗, x⃗0)u(x⃗)

]
+

[
∂2ϕ

∂x2
(x⃗, x⃗0) +

∂2ϕ

∂y2
(x⃗, x⃗0)u(x⃗)

]
u(x⃗),

(2.10)
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reagrupando tenemos

ϕ(x⃗, x⃗0)L[u(x⃗)]−
[
∂2ϕ

∂x2
(x⃗, x⃗0) +

∂2ϕ

∂y2
(x⃗, x⃗0)u(x⃗)

]
u(x⃗) =

∂

∂x

[
ϕ(x⃗, x⃗0)

∂u

∂x
(x⃗)− ∂ϕ

∂x
(x⃗, x⃗0)u(x⃗)

]
+

∂

∂y

[
ϕ(x⃗, x⃗0)

∂u

∂y
(x⃗)− ∂ϕ

∂y
(x⃗, x⃗0)u(x⃗)

]
,

(2.11)

si consideramos el campo vectorial F como

F =

(
ϕ(x⃗, x⃗0)

∂u

∂x
(x⃗)− ∂ϕ

∂x
(x⃗, x⃗0)u(x⃗), ϕ(x⃗, x⃗0)

∂u

∂y
(x⃗)− ∂ϕ

∂y
(x⃗, x⃗0)u(x⃗)

)

nótese que el término del lado derecho de la ecuación (2.11) no es más que su divergencia,

aśı

ϕ(x⃗, x⃗0)L[u(x⃗)]−
[
∂2ϕ

∂x2
(x⃗, x⃗0) +

∂2ϕ

∂y2
(x⃗, x⃗0)

]
u(x⃗) = ∇ · F (x⃗), (2.12)

lo que implica que

M [ϕ(x⃗, x⃗0)] =
∂2ϕ

∂x2
(x⃗, x⃗0) +

∂2ϕ

∂y2
(x⃗, x⃗0),

es decir, M = L y por lo tanto el operador de Laplace es un operador autoadjunto.

2.3.2 Solución fundamental

La solución fundamental que denotaremos por ϕ(x⃗, x⃗0), representa el campo generado

por una unidad de carga concentrada que actúa en el punto x⃗0 [6]. El efecto de esta carga

es propagado desde x⃗0 hacia el infinito, de esta manera la ecuación que satisface la solución

fundamental puede ser escrita como:

M [ϕ(x⃗, x⃗0)] = −δ(x⃗, x⃗0), (2.13)

donde M es el operador autoadjunto al operador de Laplace y δ(x⃗, x⃗0) es la función delta de

Dirac. De esta forma ecuación la (2.13) se escribe como
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▽2ϕ(x⃗, x⃗0) + δ(x⃗, x⃗0) = 0. (2.14)

Si multiplicamos (2.14) por u(x⃗) e integramos sobre el dominio Ω obtenemos∫
Ω

u(x⃗)▽2 ϕ(x⃗, x⃗0)dΩ =

∫
Ω

u(x⃗)(−δ(x⃗, x⃗0))dΩ,

lo que es igual a ∫
Ω

u(x⃗)▽2 ϕ(x⃗, x⃗0)dΩ =

∫
Ω

−u(x⃗)δ(x⃗, x⃗0)dΩ, (2.15)

considerando la función delta de Dirac como una función generalizada y aplicando sus pro-

piedades obtenemos ∫
Ω

u(x⃗)▽2 ϕ(x⃗, x⃗0)dΩ = −u(x⃗0), (2.16)

este resultado nos será útil para la deducción de la ecuación integral.

2.3.3 Cálculo de la solución fundamental

Para estudiar la solución del problema planteado en la ecuación (2.14), supondremos que

el punto x⃗0 esta en el origen de un sistema de coordenadas de dos dimensiones. De (2.14)

obtenemos

▽2ϕ(x⃗, x⃗0) = −δ(x⃗− x⃗0) =

{
0, si x⃗ ̸= x⃗0

∞, si x⃗ = x⃗0.
(2.17)

Obsérvese que la ecuación (2.17) indica que el laplaciano de la distribución de la tempe-

ratura es cero en todos los puntos excepto en el origen, por lo tanto para cualquier punto x⃗

ubicado a una distancia r de x⃗0, como se muestra en la Figura 2.2, el efecto será el mismo.
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Figura 2.2: Distribución de puntos de colocación

Resolvamos entonces el caso en que x⃗ ̸= x⃗0, es decir,

∇2ϕ(x⃗, x⃗0) = 0.

En primer lugar, como tomamos los puntos a una distancia radial r del origen, podemos

hacer el cambio a coordenadas polares, obteniendo aśı

▽2ϕ(r, θ) =
1

r

∂

∂r

(
r
∂ϕ

∂r
(r, θ)

)
+

1

r2
∂2ϕ

∂θ2
(r, θ) = 0.

Esto nos dice que la solución fundamental debe tener simetŕıa axial desde el origen, y se

debe a que un punto de colocacion x⃗ ubicado a una distancia radial r es equivalente a cual-

quier otro punto ubicado a la misma distancia, independientemente de su posición angular,

de este modo el efecto es el mismo para todo θ.

Ahora, como el efecto de la carga va a ser independiente del ángulo θ, consideramos
∂2ϕ
∂θ2

(r, θ) igual a cero, aśı

▽2ϕ(r) =
1

r

∂

∂r

(
r
∂ϕ

∂r
(r)

)
= 0,

obteniendo

1

r

∂

∂r

(
r
∂ϕ

∂r
(r)

)
= 0,

lo que es igual a
∂

∂r

(
r
∂ϕ

∂r
(r)

)
= 0, (2.18)
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integramos en (2.18) a ambos lados en una dimensión con respecto a r∫
∂

∂r

(
r
∂ϕ

∂r
(r)

)
dr =

∫
0dr

r
∂ϕ

∂r
(r) + C1 = C2

r
∂ϕ

∂r
(r) = C2 − C1

r
∂ϕ

∂r
(r) = C

∂ϕ

∂r
(r) =

1

r
C, (2.19)

donde C = C2 − C1. Integramos (2.19) con respecto a r∫
∂ϕ

∂r
(r)dr =

∫
1

r
Cdr

obteniendo aśı

ϕ(r) = C ln(r) +D. (2.20)

Por otra parte, sea Ω̃ el ćırculo centrado en x⃗0 y de radio r mostrado en la Figura 2.2.

Integrando la ecuación (2.14) respecto a Ω̃,∫
Ω̃

▽2ϕ(x⃗, x⃗0)dΩ̃ = −
∫
Ω̃

δ(x⃗, x⃗0)dΩ̃

y por propiedades de la función delta de Dirac∫
Ω̃

▽2ϕ(x⃗, x⃗0)dΩ̃ = −1. (2.21)

Si tomamos el Laplaciano como la divergencia del gradiente de un campo vectorial, es

decir, ▽2ϕ(x⃗, x⃗0) = ▽ · (▽ϕ(x⃗, x⃗0)) podemos aplicar el teorema de la divergencia al lado

izquierdo de la ecuación (2.21), considerando Ω = Ω̃ y ∂Ω̃ = Γ denota la frontera del ćırculo

Ω̃, obteniendo aśı ∫
Ω̃

▽2ϕ(x⃗, x⃗0)dΩ̃ =

∫
Γ

▽ϕ · n̂ds, (2.22)
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entonces ∫
Γ

▽ϕ(r) · n̂ds = −1, (2.23)

pero el vector normal n̂ apunta en la misma dirección del vector gradiente, por lo que∫
Γ

▽ϕ(r) · n̂ds = 2πr
∂ϕ

∂r
(r)

sustituyendo en (2.23) resulta

2πr
∂ϕ

∂r
(r) = −1

usando (2.19), la expresión anterior es equivalente a

2πC = −1

y por tanto

C = − 1

2π
, (2.24)

sutituyendo (2.24) en (2.20)

ϕ(r) = − 1

2π
ln(r) +D (2.25)

donde D es una constante, en particular tomamos D = 0, entonces

ϕ(r) = − 1

2π
ln(r), (2.26)

lo que es igual a escribir

ϕ(r) =
1

2π
(ln(1)− ln(r))

obteniendo aśı

ϕ(r) =
1

2π
ln

(
1

r

)
,

donde r = |x⃗ − x⃗0| es la distancia en norma euclidea del punto x⃗ al punto x⃗0. Finalmente,

devolvemos el cambio a coordenadas polares

ϕ(x⃗, x⃗0) =
1

2π
ln

(
1

|x⃗− x⃗0|

)
. (2.27)
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La ecuación (2.27) es la solución fundamental asociada al operador de Laplace.

2.3.4 Ecuación integral de frontera

Aplicando la segunda identidad de Green a la función u(x⃗) y la función ponderada ϕ(x⃗, x⃗0)

obtenemos

∫
Ω

[ϕ(x⃗, x⃗0)▽2 u(x⃗)−u(x⃗)▽2 ϕ(x⃗, x⃗0)]dΩ =

∫
Γ

[
ϕ(x⃗, x⃗0)

∂u

∂n̂
(x⃗)− u(x⃗)

∂ϕ

∂n̂
(x⃗, x⃗0)

]
dΓ. (2.28)

Ahora, reescribiendo (2.28)∫
Ω

ϕ(x⃗, x⃗0)▽2 u(x⃗)dΩ−
∫
Ω

u(x⃗)▽2 ϕ(x⃗, x⃗0)dΩ =

∫
Γ

ϕ(x⃗, x⃗0)
∂u

∂n̂
(x⃗)dΓ

−
∫
Γ

u(x⃗)
∂ϕ

∂n̂
(x⃗, x⃗0)dΓ,

(2.29)

como ▽2u = 0 y de la ecuación (2.16)∫
Ω

u(x⃗)▽2 ϕ(x⃗, x⃗0)dΩ = −u(x⃗0),

lo sustituimos en (2.29)

0− (−u(x⃗0)) =

∫
Γ

ϕ(x⃗, x⃗0)
∂u

∂n̂
(x⃗)dΓ−

∫
Γ

u(x⃗)
∂ϕ

∂n̂
(x⃗, x⃗0)dΓ,

obteniendo aśı

u(x⃗0) =

∫
Γ

ϕ(x⃗, x⃗0)
∂u

∂n̂
(x⃗)dΓ−

∫
Γ

u(x⃗)
∂ϕ

∂n̂
(x⃗, x⃗0)dΓ, (2.30)

donde Γ = Γ1 + Γ2 y es conocida como la ecuación integral evaluada en un punto x⃗0 del

dominio.

Esta ecuación es el punto de partida para el método de elemento frontera (BEM) y pro-

porciona el valor de la funcion u para un punto x⃗0, conocidos los valores de u(x⃗) y ϕ(x⃗, x⃗0)

para x⃗ ∈ Γ. Sin embargo, BEM se basa en la posibilidad de colocar la ecuación integral en

puntos x⃗0 tal que x⃗0 ∈ Γ. En consecuencia, es necesario hallar una expresión alternativa de
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(2.30) cuando x⃗0 ∈ Γ, lo cual presenta dificultades, debido a que puede existir un x⃗ sobre la

frontera Γ tal que sea el mismo x⃗0, y esta condición provocaŕıa una singularidad en (2.30)

debido a que śı x⃗0 ≡ x⃗ implica r = 0.

Para hallar la expresión alternativa de la ecuación de (2.30) para los puntos en la fron-

tera, tomaremos el ĺımite cuando un punto en el interior del dominio tiende a la frontera.

Consideremos nuevamenmte la segunda identidad de Green, que es válida para cualquier par

de funciones regulares

∫
Ω

[u(x⃗)▽2 ϕ(x⃗, x⃗0)−ϕ(x⃗, x⃗0)▽2 u(x⃗)]dΩ =

∫
Γ

[
u(x⃗)

∂ϕ

∂n̂
(x⃗, x⃗0)− ϕ(x⃗, x⃗0)

∂u

∂n̂
(x⃗)

]
dΓ, (2.31)

donde Ω ahora es una región limitada bidimensional y Γ es la frontera cerrada de Ω. Como

ϕ(x⃗, x⃗0) (la solución fundamental de la ecuación de Laplace) es singular cuando x⃗0 ≡ x⃗, es

necesario excluir este punto del dominio Ω mediante la extracción de una parte del dominio

cuya forma es un ćırculo de radio ε y centrado en x⃗0 como se muestra en la Figura 2.3

Figura 2.3: Exclusión de punto interno x⃗ del dominio Ω

Aplicando la segunda identidad de Green a la nueva región Ω− Ωε, delimitada exterior-

mente por Γ e internamente por Γε, obtenemos
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∫
Ω−Ωε

[u(x⃗)▽2 ϕ(x⃗, x⃗0)− ϕ(x⃗, x⃗0)▽2 u(x⃗)]dΩ =

∫
Γ

[
u(x⃗)

∂ϕ

∂n̂
(x⃗, x⃗0)− ϕ(x⃗, x⃗0)

∂u

∂n̂
(x⃗)

]
dΓ

+

∫
Γε

[
u(x⃗)

∂ϕ

∂n̂
(x⃗, x⃗0)− ϕ(x⃗, x⃗0)

∂u

∂n̂
(x⃗)

]
dΓε.

(2.32)

En la nueva región Ω−Ωε, las funciones u(x⃗) y ϕ(x⃗, x⃗0) satisfacen la ecuación de Laplace,

y la integral de dominio se puede transformar en una integral de frontera; tomando el ĺımite

cuando ε → 0 se recupera la región original.

En el lado derecho de la ecuación (2.32) tenemos dos integrales, una de doble capa y una

de simple capa. En primer lugar, analizaremos el potencial de doble capa sobre Γε; sumando

y restando u(x⃗0) en esta ecuación tenemos∫
Γε

u(x⃗)
∂ϕ

∂n̂
(x⃗, x⃗0)dΓε(x⃗) =

∫
Γε

[u(x⃗)− u(x⃗0)]
∂ϕ

∂n̂
(x⃗, x⃗0)dΓε(x⃗)

+u(x⃗0)

∫
Γε

∂ϕ

∂n̂
(x⃗, x⃗0)dΓε(x⃗).

(2.33)

Nos concentramos ahora en la segunda integral en el lado derecho de la ecuación anterior.

Recordando que la solución fundamental de la ecuación de Laplace en dos dimensiones es de

la forma

ϕ(x⃗, x⃗0) =
1

2π
ln

(
1

| x⃗− x⃗0 |

)
.

En coordenadas polares

ϕ(ε) =
1

2π
ln

(
1

ε

)

lo que es igual a escribir

ϕ(ε) = − 1

2π
ln(ε),

y su derivada normal viene dada por

∂ϕ

∂n̂
(ε) =

∣∣∣∣∂ϕ∂ε (ε)
∣∣∣∣ ,
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entonces ∣∣∣∣∂ϕ∂ε (ε)
∣∣∣∣ = 1

2πε

lo que implica

∂ϕ

∂n̂
(ε) =

1

2πε

escribiendo la integral en cordenadas polares, en cuyo caso

dΓε = εdθ

y tomando el ĺımite cuando ε → 0, se obtiene

ĺım
ε→0

∫
Γε

∂ϕ

∂n̂
(x⃗, x⃗0)dΓε = ĺım

ε→0

∫ 2π

0

1

2πε
εdθ = 1. (2.34)

Todav́ıa tenemos que evaluar el ĺımite de la primera integral en el lado derecho de la

ecuación (2.33). Usando el mismo razonamiento que antes, y suponiendo que la función u es

continua en x⃗0, se tiene que

ĺım
ε→0

∫
Γε

[u(x⃗)− u(x⃗0)]
∂ϕ

∂n̂
(x⃗, x⃗0)dΓε(x⃗) = 0.

Aśı

ĺım
ε→0

∫
Γε

u(x⃗)
∂ϕ

∂n̂
(x⃗, x⃗0)dΓε(x⃗) = u(x⃗0). (2.35)

Basándonos en las mismas ideas anteriores, se evalúa el ĺımite para el potencial de simple

capa, obteniendo

ĺım
ε→0

∫
Γε

ϕ(x⃗, x⃗0)
∂u

∂n̂
(x⃗)dΓε(x⃗) = − ĺım

ε→0

∫ 2π

0

1

2π
ln(ε)

∂u

∂n̂
(x⃗)εdθ = 0, (2.36)

donde la derivada normal de la función u podŕıa presentar discontinuidades, siempre y cuando

esas discontinuidades sean finitas. Considerando (2.35) y (2.36), el ĺımite de la integral sobre

Γε en la ecuación (2.32) es de la forma
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ĺım
ε→0

∫
Γε

(
u(x⃗)

∂ϕ

∂n̂
(x⃗, x⃗0)− ϕ(x⃗, x⃗0)

∂u

∂n̂
(x⃗)

)
dΓε(x⃗) = u(x⃗0)

y la siguiente ecuación integral se obtiene de la ecuación (2.32)

u(x⃗0) =

∫
Γ

(
ϕ(x⃗, x⃗0)

∂u

∂n̂
(x⃗)− u(x⃗)

∂ϕ

∂n̂
(x⃗, x⃗0)

)
dΓ,

que no es más que la segunda identidad de Green.

Con el fin de obtener una ecuación que relacione los valores de la integral de borde solo

con valores en la frontera, el ĺımite se toma en el punto x⃗ tendiendo a un punto x⃗0 sobre

la frontera Γ. Una vez más, es necesario excluir el punto x⃗0 antes de tomar el ĺımite, sin

embargo, si x⃗0 pertenece a una parte suave de la frontera, bastará tomar un semićırculo

como se muestra en la Figura 2.4.

Figura 2.4: Exclusión punto sobre la frontera

En este caso, se puede aplicar el mismo procedimiento visto anteriormente, con la única

diferencia que el ĺımite superior de la integral en las ecuaciones (2.34) y (2.36) será π en lugar

de 2π [9]. Tomando el ĺımite cuando ε → 0 tenemos (por x⃗0 estar en una frontera suave)

ĺım
ε→0

∫
Γε

(
u(x⃗)

∂ϕ

∂n̂
(x⃗, x⃗0)− ϕ(x⃗, x⃗0)

∂ϕ

∂n̂
(x⃗)

)
dΓε(x⃗) =

1

2
u(x⃗0)

obteniendo aśı la siguiente ecuación integral de frontera
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1

2
u(x⃗0) =

∫
Γ

(
ϕ(x⃗, x⃗0)

∂u

∂n̂
(x⃗)− u(x⃗)

∂ϕ

∂n̂
(x⃗, x⃗0)

)
dΓ (2.37)

para cualquier punto x⃗0 sobre una superficie suave de la frontera.

La ecuación integral (2.37) se puede generalizar de la forma

C(x⃗0)u(x⃗0) =

∫
Γ

ϕ(x⃗, x⃗0)
∂u

∂n̂
(x⃗)dΓ−

∫
Γ

u(x⃗)
∂ϕ

∂n̂
(x⃗, x⃗0)dΓ (2.38)

para cualquier punto x⃗0 en la frontera Γ.

El factor C(x⃗0) depende de la geometŕıa de la frontera en el punto x⃗0. Si la frontera en

x⃗0 no es una parte suave (presenta vértices o aristas) entonces el valor de C(x⃗0) es un factor

que vaŕıa entre 0 y 1.

En caso de problemas con bordes que no sean suaves, el proceso que acabamos de describir

se puede repetir con sólo cambios menores (cambiando el ĺımite superior en las integrales

(2.34) y (2.36)) [9]. La Figura 2.5 muestra una de estas situaciones,

Figura 2.5: Contorno no suave

donde α representa el ángulo que se produce en la esquina. Para este caso, el coeficiente

C(x⃗0) se convierte en
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C(ξ) =
α

2π
0 ≤ C(ξ) ≤ 1. (2.39)

El resultado de la integración de los otros términos para el caso de contornos no liso, es

de nuevo igual a cero. De todos los resultados obtenidos hasta ahora, se obtiene la expresión

de la constante C(x⃗0) que aparece en la ecuación integral de frontera (2.38)

C(x⃗0) =


0 si x⃗0 /∈ Γ,Ω

1 si x⃗0 ∈ Ω
1
2

si x⃗0 se encuentra en una superficie suave de Γ
α
2π

si x⃗0 se encuentra en una esquina de Γ, 0 ≤ α ≤ 2π

(2.40)

2.4 Método de elemento frontera

El planteamiento de la ecuación integral de frontera es el punto de partida para el méto-

do de elemento frontera, el cual se basa en la discretización del contorno del dominio del

problema en una serie de elementos, cuya geometŕıa puede variar dependiendo del problema

estudiado.

Consideremos un dominio bidimensional, dividamos su frontera en N elementos como se

muestra en la Figura 2.6

Figura 2.6: Discretización de la frontera
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Los puntos donde los valores considerados son desconocidos se denominan “nodos”.

En BEM podemos considerar tres tipos de elementos a saber:

• Elemento constante

En este caso la frontera es discretizada en N elementos, y se tiene un nodo por

elemento. Los nodos están ubicados justo en el centro de cada elemento como se muestra

en la Figura 2.7. Es muy importante tener en cuenta que para este tipo de elementos

el potencial y su derivada se consideran constantes a lo largo del mismo.

Figura 2.7: Elemento constante

• Elemento lineal

La frontera del dominio es discretizada en N elementos, y tenemos dos nodos por

elemento. Los nodos se ubican en los extremos tal como se muestra en la Figura 2.8,

por lo tanto un mismo nodo puede pertenecer a dos elementos distintos. Para estos

elementos el potencial se puede considerar que vaŕıa a lo largo del elemento y, a dife-

rencia de los elementos constantes, su derivada (el flujo) también puede variar, ya que

para un mismo nodo se puede tener dos flujos distintos, y esto se debe a que el flujo

depende de la dirección del vector normal, por ende va a ser de mucha importancia el

tratamiento que se debe dar a las esquinas formadas por los elementos.
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Figura 2.8: Elemento lineal

• Elemento cuadrático

Para este caso la frontera es discretizada en N elementos, y se tienen tres nodos

por elemento. Los nodos se ubican de la siguiente forma: dos en los extremos y uno en

el medio como se muestra en la Figura 2.9, por lo tanto al igual que en los elementos

lineales, un nodo puede pertenecer a dos elementos distintos. Para estos elementos

el potencial se puede considerar que vaŕıa a lo largo del elemento, debido a que el

potencial puede tener valores distintos para cada uno de los nodos. Al igual que los

elementos lineales, el flujo también vaŕıa, ya que en los extremos del elemento para

un mismo nodo se pueden tener dos valores distintos del flujo de potencial, debido a

que el mismo depende de la dirección del vector normal, como en elementos lineales,

será de mucha importancia el tratamiento que se debe dar a las esquinas formadas por

los elementos. Estos elementos se caracterizan por ser curvos, y son los que más se

pueden adaptar a la geometŕıa del dominio dependiendo de como esté sea.

Figura 2.9: Elemento cuadrático

• Elemento de orden superior

Los elementos de orden superior rara vez se utilizan en la práctica en comparación

al de segundo orden, sin embargo su estudio podŕıa ser interesante. Para este caso los

elementos se describen mediante la adopción de cuatro nodos en cada uno de ellos, tal

como se muestra en la Figura 2.10
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Figura 2.10: Elemento de orden superior

En este trabajo usaremos elementos cuadráticos para la resolución de problemas de po-

tencial, por lo que se realiza un estudio de los mismos.

2.5 Estudio de los elementos cuadráticos

El objetivo de este trabajo es implementar los elementos de orden cuadráticos en la

resolución de problemas de potencial, para ello consideramos una variación de u y ∂u
∂n̂
, con

los nodos ubicados como se mostró en la Figura 2.9. Después de discretizar el contorno en

N elementos la ecuación integral (2.38) puede ser escrita como

Ciui +
N∑
j=1

∫
Γj

u(x⃗)
∂ϕ

∂n̂
(x⃗, x⃗0)dΓ =

N∑
j=1

∫
Γj

ϕ(x⃗, x⃗0)
∂u

∂n̂
(x⃗)dΓ. (2.41)

donde i es el punto de colocación, 1 ≤ i ≤ 2N .

Los valores de u(x⃗) y de ∂u
∂n̂
(x⃗) en cualquier punto del elemento se pueden definir en

términos de su valor nodal y tres funciones cuadráticas de interpolación f1 , f2 y f3. Además,

con la finalidad de falicitar los cálculos de las integrales, introduciremos una nueva variable

adimensional ξ tal que −1 ≤ ξ ≤ 1, de tal forma las funciones de interpolación se dan en

términos de la coordenada homogenea ξ, es decir,

u(ξ) = f1u
1 + f2u

2 + f3u
3 = (f1, f2, f3)


u1

u2

u3


y
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∂u

∂n̂
(ξ) = f1

∂u

∂n̂

1

+ f2
∂u

∂n̂

2

+ f3
∂u

∂n̂

3

= (f1, f2, f3)


∂u
∂n̂

1

∂u
∂n̂

2

∂u
∂n̂

3


donde las funciones de interpolación son

f1 =
1

2
ξ(ξ − 1); f2 = (1− ξ)(1 + ξ); f3 =

1

2
ξ(ξ + 1)

con −1 ≤ ξ ≤ 1.

La Figura 2.11 muestra el recorrido sobre los elementos cuadráticos para distintos valores

de ξ.

Figura 2.11: Recorrido elemento cuadrático

Nótese que para ξ = −1 el paramétro se ubica en el primer nodo, para ξ = 0 en el nodo

central y para ξ = 1 en el tercer nodo.

Las funciones de interpolación son cuadráticas en la variable ξ, sustituyendola en la

ecuación (2.41) para un punto de colocación i obtenemos

Ciui +
N∑
j=1

∫ 1

−1

[
1

2
ξ(ξ − 1)u1 + (1− ξ)(1 + ξ)u2 +

1

2
ξ(ξ + 1)u3

]
∂ϕ

∂n⃗
Jdξ =

N∑
j=1

∫ 1

−1

[
1

2
ξ(ξ − 1)

∂u

∂n̂

1

+ (1− ξ)(1 + ξ)
∂u

∂n̂

2

+
1

2
ξ(ξ + 1)

∂u

∂n̂

3]
ϕJdξ

(2.42)

donde J es el jacobiano de una transformación debido a que las funciones de interpolación

están dadas en términos de la variable intrinseca mientras que las integrales a discretizar
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están definidas en coordenadas globales.

Para una curva tal como se indica en la Figura 2.12, la transformación es simple,

dΓ =

√(
dx1

dξ

)2

+

(
dx2

dξ

)2

dξ = |J |dξ

Figura 2.12: Elemento cuadrático simple

Debemos tener en cuenta que para calcular el valor del jacobiano es necesario conocer

la variación de las coordenadas x1 y x2 en términos de ξ. Esto puede hacerse mediante la

definición de la forma geométrica del elemento en la misma forma que definimos las variables

u y ∂u
∂n̂
, es decir, mediante la interpolación cuadrática del parámetro o de la geometŕıa,

x1 = f1x
1
1 + f2x

2
1 + f3x

3
1

x2 = f1x
1
2 + f2x

2
2 + f3x

3
2

donde los supráındices indican el número de los nodos.

Nótese que en la ecuación (2.41) tenemos dos tipos de integrales que se llevarán a cabo

sobre los elementos, es decir,∫
Γj

u(x⃗i)
∂ϕ

∂n̂
(x⃗i, x⃗j)dΓ y

∫
Γj

ϕ(x⃗i, x⃗j)
∂u

∂n̂
(x⃗i)dΓ.
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Estas integrales se refieren al nodo i donde la solución fundamental se esta evaluando para

cualquier otro nodo j. Debido a ésto los valores resultantes de estas integrales se denominan

a veces coeficientes de influencia, vamos a llamarlos Ĥ ij y Gij, es decir,

Ĥ ij =

∫
Γj

∂ϕ

∂n̂
(x⃗, x⃗0)dΓ y Gij =

∫
Γj

ϕ(x⃗, x⃗0)dΓ. (2.43)

2.5.1 Tratamiento en las esquinas.

Un dominio cuya frontera es discretizada usando elementos de borde presentará una serie

de esquinas que requieren especial atención, debido a que en las mismas se tendrán pares

de nodos que se solapan entre śı, es decir, cuando el borde del dominio es discretizado en

elementos cuadráticos continuos, el nodo 3 del elemento “ j ” es el nodo 1 del elemento “

j + 1 ”. Como el potencial es único en cualquier punto del borde, u3 del elemento “ j ” y u1

del elemento “j + 1” son iguales. Sin embargo, este argumento no puede ser aplicado como

una regla general para el flujo, debido a que hay puntos en el borde para el cual el flujo no

tiene un valor único. Éste tendrá lugar en los puntos donde el vector normal a la frontera no

es único (puntos en las esquinas), por ello se debe tener en cuenta la posibilidad que el flujo

del nodo 3 de un elemento puede ser diferente al flujo en el nodo 1 del siguiente elemento.

Aśı, el potencial puede ser dispuesto en una matriz de dimensión 2N y el flujo en una matriz

de dimensión 3N .

Sustituyendo las ecuaciones (2.43) en la ecuación (2.41), para todo elemento “ j ” obte-

nemos la siguiente ecuación para el nodo “ i ”

Ciui + (Ĥ i1, Ĥ i2, ..., Ĥ i2N)


u1

u2

...

u2N

 = (Gi1, Gi2, ..., Gi3N)


∂u
∂n̂

1

∂u
∂n̂

2

...
∂u
∂n̂

3N

 . (2.44)

La ecuación (2.44) representa la ecuación de esamblado para el nodo “ i ”, esta ecuación

puede ser escrita como

Ciui +
2N∑
j=1

Ĥ ijuj =
3N∑
j=i

Gij ∂u

∂n̂

j

. (2.45)
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Como la posición de i también vaŕıa de 1 a 2N , podemos suponer que la solución funda-

mental es aplicada en cada nodo, sucesivamente obtenemos un sistema de ecuaciones. Ahora,

llamando

H ij =

{
Ĥ ij cuando i ̸= j

Ĥ ij + Ci cuando i = j
(2.46)

la ecuación (2.45) puede ser escrita como

2N∑
j=1

H ijuj =
3N∑
j=i

Gij ∂u

∂n̂

j

. (2.47)

Si hacemos qj = ∂u
∂n̂

j
, el conjunto de ecuaciones se puede expresar en forma matricial

como

HU = GQ (2.48)

donde H y G son matrices rectangulares de orden N × 2N y N × 3N respectivamente, U y

Q son vectores de longitud N .

Para las condiciones de borde debemos tener en cuenta qué valores son prescritos, recor-

demos que por cada elemento tenemos tres nodos, y varias situaciones se pueden presentar,

por ejemplo, si nos encontramos en el nodo central solo ocurren dos casos: el potencial es

conocido y el flujo es desconocido o viceversa, ahora si nos encontramos en los nodos que

coinciden en un mismo punto del borde, otras situaciones pueden ocurrir, una de las situa-

ciones es que el borde sea suave en el nodo. En cuyo caso el flujo es el mismo en los nodos

que se solapan, a menos que sean prescritos como diferentes, pero en cualquier caso, solo una

variable será desconocida sea el potencial o el flujo. Otra situación es que el nodo se encuen-

tre en un punto de la esquina, en este caso hay 3 posibles situaciones diferentes dependiendo

de las condiciones de borde a saber:

a) Valores conocidos: flujo conocido antes y después de la esquina.

Valor desconocido: potencial.

b) Valores conocidos: potencial y flujo antes de la esquina.

Valor desconocido: flujo después de la esquina.

c) Valores conocidos: potencial y flujo después de la esquina.
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Valor desconocido: flujo antes de la esquina.

Solo hay un valor desconocido por nodo, siempre y cuando esto ocurra el sistema (2.48)

puede ser reordenado de tal forma que todas las incógnitas sean llevadas a la izquierda y

obtener un sistema usual de ecuaciones N ×N , es decir

AX = F (2.49)

donde X es un vector de dimensión N , en el cual se encuentran incógnitas de u y valores

en el borde de ∂u
∂n̂
. A es la matriz N × N de coeficientes, F se encuentra multiplicando las

correspondientes columnas por los valores conocidos de u o de ∂u
∂n̂
, y es el vector conocido

calculado por el producto de las condiciones de contorno conocidas y los correspondientes

coeficientes de las matrices G o H.

Es interesante señalar que las incógnitas son una mezcla del potencial y su derivada, y

no solo del potencial como en elementos finitos. Esto es consecuencia de los elementos de

contorno de ser una formulación “mixta” y da una importante ventaja sobre el método de

elementos finitos.

De esta manera podemos resolverel sistema (2.49) y todos los valores del borde son en-

tonces conocidos. Una vez hecho esto es posible calcular cualquier valor interno de u o de su

derivada. Los valores de u son calculados en cualquier punto interno “i” usando la ecuación

integral de frontera (2.38), con la solución fundamental actuando sobre un punto interno “i”

y que todos los valores de u y ∂u
∂n̂

sobre la frontera ya son conocidos.

Una manera de resolver la ecuación integral de frontera es la integración en forma numéri-

ca, integrales como Gij y Ĥ ij en las expresiones anteriores, se pueden calcular usando cua-

dratura de Gauss para el caso i ̸= j, que es el caso en donde la solución fundamental no

presenta ninguna singularidad. En el caso en que el punto de colocación coincida con algún

nodo del elemento, es decir i = j, la presencia de la singularidad en ese elemento requiere una

integración más exacta. Para estas integrales es recomendable utilizar una fórmula especial

tal como una formulación logaŕıtmica u otras transformaciones [5].



Caṕıtulo 3

Implementación del método numérico

3.1 Introducción

Un método numérico es un procedimiento mediante el cual se obtiene, casi siempre de

manera aproximada, la solución de ciertos problemas; consiste de una lista finita de instruc-

ciones precisas que especifican una secuencia de operaciones algebraicas y lógicas (algoritmo),

que producen una aproximación de la solución del problema conocida como solución numéri-

ca.

A continuación explicaremos el algoritmo que fue desarrollado en FORTRAN1, para

problemas de potenciales usando elementos cuadráticos. El programa es llamado POQUABE

[3] y está compuesto por varias subrutinas.

3.2 Programa principal (POQUABE)

Este programa hace el llamado a las diversas subrutinas necesarias para la solución de los

problemas de potencial con elementos cuadráticos. El programa lleva por nombre POQUA-

BE como abreviatura de Potential Quadratics Boundary Elements, las subrutinas llamadas

son las siguientes:

INPUTPQ: lee los datos del problema.

GHMATPQ: forma el sistema de matrices H y G y reordena de acuerdo con las condiciones

de contorno en una matriz A. Además, crea la parte derecha del sistema que es el vector F.

Aqúı se hace un llamado a otras dos subrutinas llamadas EXTINPQ y LOCINPQ.

1El algoritmo desarrollado en FORTRAN fué tomado de la bibliograf́ıa [3].

37
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EXTINPQ: calcula las submatrices GW y HW cuando el punto de colocación se encuentra

en un nodo que no sea ninguno de los tres en el elemento.

LOCINPQ: calcula la submatriz GW para el caso cuando el punto de colocación es uno de

los nodos del elemento estudiado.

SLNPD: resuelve el sistema de ecuaciones obtenido.

INTERPQ: calcula el valor del potencial en los puntos internos.

OUTPTPQ: Imprime los resultados.

El diagrama de flujo en la Figura 3.1 representa el algoritmo dado por estas subrutinas.

Figura 3.1: Diagrama de flujo programa POQUABE

3.2.1 Rutina INPUTPQ

Esta subrutina lee todos los datos requeridos por el programa, pide un archivo de entrada

con toda la información del problema distribuida por ĺıneas de la siguiente forma:

i) Ĺınea de t́ıtulo (Contiene el t́ıtulo del problema).

ii) Ĺınea de parámetro fundamental, ésta contiene el número de elementos y el número de



CAPÍTULO 3. IMPLEMENTACIÓN DEL MÉTODO NUMÉRICO 39

puntos internos.

iii) Ĺınea con las coordenas de los nodos. En esta ĺınea se dan las coordenadas X e Y de cada

nodo ordenando los nodos de forma antihorario.

iv) Ĺınea de condiciones de frontera (habrá tantas ĺıneas como elementos de borde). Se utiliza

un valor adicional llamado KODE, el cual nos indicará el tipo de condición que se tiene en

cada nodo; si KODE=0 la condición es tipo Dirichlet (potencial prescrito) y si KODE=1

la condición es tipo Neumann (flujo prescrito). Se deben dar tres valores de KODE y las

variables conocidas serán léıdas para cada elemento correspondiente a los tres nodos. De

esta manera un valor del flujo que ha sido prescrito en un nodo en el extremo de un elemento

será diferente al valor del flujo en el elemento contiguo. Sin embargo, el potencial debe ser

único para cualquier nodo y el flujo también debe ser único para los nodos que están en el

medio del elemento. El orden de lectura en el programa será primero KODE(I) y luego el

valor de la variable sobre la frontera para I = 1, 2, 3 donde I representa la ubicación de los

nodos en cada elemento.

v) Ĺınea de coordenadas de los puntos internos. Esta ĺınea contiene las coordenadas de los

puntos internos organizadas en un formato libre, habrá una o más ĺıneas si es necesario.

3.2.2 Rutina GHMATPQ

Esta subrutina calcula las matrices G y H y hace llamado a las subrutinas EXTINPQ y

LOCINPQ.

Rutina EXTINPQ

Esta subrutina calcula usando integración numérica las submatrices GW y HW cuando

el punto de colocación se encuentra en un nodo que no sea ninguno de los tres en el elemento.

Las integrales son del tipo
∫
Γj
u(ξ)∂u

∂n̂
dΓ escritas en términos de las funciones de interpolación

f1, f2, f3, es decir,

HW =

∫
Γj

fi
∂ϕ

∂n̂
dΓ =

∫ 1

−1

fi
∂ϕ

∂n̂
Jdξ (3.1)

GW =

∫
Γj

fi
∂u

∂n̂
dΓ =

∫ 1

−1

fi
∂u

∂n̂
Jdξ (3.2)

donde i = 1, 2, 3 y J es el jacobiano de la transformación.
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En este caso, se calculan las matrices anteriores mediante cuadratura de Gauss con diez

puntos.

Rutina LOCINPQ

Esta subrutina calcula la submatriz GW para el caso cuando el punto de colocación es

uno de los nodos del elemento estudiado (es decir, tenemos una singularidad en el elemento

que se va a integrar). La correspondiente matriz HW es calculada usando EXTINPQ ya que

la singularidad se producirá solo en el término diagonal y éste, es calculado más adelante

mediante la adición de los términos de las filas fuera de la diagonal.

Para esta subrutina la integral para cada elemento es

GW =

∫
Γj

fi
∂u

∂n̂
dΓ. (3.3)

con i = 1, 2, 3.

Consideramos tres casos en función de la posición del punto de colocación, es decir,

NODO = 1, 2 o 3

i) Punto de colocación en el nodo 1.

En primer lugar se hace el cambio de coordenadas x1, x2 a ξ, definido en la misma forma

como se hace en la subrutina EXTINPQ. Luego, con el fin de integrar la singularidad,

hacemos un nuevo cambio de variable, es decir

η =
ξ + 1

2
. (3.4)

La integral da dos partes, una con un término sigular en 1
η
y el otro término sin sigularidad.

En la primera parte de la integral se tiene una singularidad de tipo logaŕıtmico, el integrando

puede expresarse por una fórmula especial de cuadratura de Gauss del tipo

I =

∫ 1

0

ln

(
1

η

)
f(η)dη ≈

n∑
i=1

Wif(ηi). (3.5)
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donde los valores de ηi y los factores Wi son los pesos y las abscisas de Gauss [3].

La segunda parte es integrada por la fórmula de cuadratura de Gauss estándar en térmi-

nos de la variable ξ. Las funciones de interpolación dadas en términos de ξ ahora se darán

en términos de la nueva variable η.

ii) Punto de colocación en el nodo 2.

Con el fin de integrar las dos singularidades que aparecen a ambos lados de los nodos, la

integral se divide en dos partes

GW =

∫ nodo3

nodo1

fi
∂u

∂n̂
Jdξ =

∫ nodo2

nodo1

fi
∂u

∂n̂
Jdξ +

∫ nodo3

nodo2

fi
∂u

∂n̂
Jdξ, (3.6)

entonces, la primera parte se cambia a la variable η′ = −ξ y la segunda parte a la variable

η = ξ. Ahora cada parte singular de estas dos integrales es calculada usando la fórmula de

integración especial de cuadratura de Gauss, y las dos partes no singulares son integradas

usando 10 puntos de cuadratura de Gauss. Se debe tener en cuenta que dos jacobianos deben

ser calculados, ya que estamos realizando dos cambios de variable.

iii) Punto de colocación en el nodo 3.

Este caso es similar al primero con la variable de integración logaritmica, ahora

η =
1− ξ

2
(3.7)

y la Figura 3.2 muestra el valor de η dependiendo de donde se encuentre el punto de coloca-

ción.
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Figura 3.2: Sistema de coordenadas geométricas para integración numérica

Las submatrices resultantes GW y HW se ensamblan en el sistema de matrices G y H.

La matriz G es rectangular, ya que cada nodo en el extremo de un elemento puede tener

flujos diferentes, es decir, uno “antes” y otro “después” del nodo. Los términos diagonales

en H se calculan considerando que el potencial es constante. Una vez que las matrices H

y G se montan, el sistema de ecuaciones es reordenado de acuerdo con las condiciones de

contorno para formar

AX = F, (3.8)

donde X es un vector de N incógnitas, siendo N el número de nodos; A es una matriz

de orden N ×N cuyas columnas son combinación de columnas de H o G en función de las

condiciones de contorno; F es un vector conocido que se calcula multiplicando las condiciones

de contorno prescritas por los términos de la correspondiente fila de G o H. Al final de la

subrutina GHMATPQ y después de reordenar los valores, la matriz H contendrá la matriz

A y los valores prescritos.

3.2.3 Rutina SLNPD

Esta subrutina es utilizada para resolver el sistema de ecuaciones AX = F obtenido en

la subrutina GHMATPQ, utilizando el método de Gauss-Jordan. Si la matriz A tiene un

cero en la diagonal se hará un intercambio de filas, concluyendo que la matriz del sistema

es singular solo cuando no se han intercambiado filas, y en caso de hacerlo es para que los

coeficientes de la diagonal sean distintos de cero. Si esto ocurre, dará un mensaje que indica

una singularidad en la fila.
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3.2.4 Rutina INTERPQ

Esta subrutina primero reordena los vectores donde los valores del flujo y potencial son

almacenados, de tal forma que los flujos en el borde queden en un solo vector y los poten-

ciales en otro. A continuación, calcula los potenciales en los puntos internos.

El potencial en cualquier punto interno está dado por

ui =
N∑
j=1

{∫
Γj

ϕαdΓ

}
∂u

∂n̂

j

−
N∑
j=1

{∫
Γj

∂ϕ

∂n̂
αdΓ

}
uj, (3.9)

las integrales a lo largo del borde de los elementos son calculadas numéricamente haciendo

un nuevo llamado a la subrutina EXTINPQ.

3.2.5 Rutina OUTPTPQ

Esta subrutina imprime los resultados en el siguiente orden:

i) Potencial y flujos en los nodos del borde (flujo “antes” y “después” de cada nodo. Los

nodos centrales siempre tienen el mismo flujo en ambos lados).

ii) Potencial en los puntos internos.

3.3 Ejemplos

A continuación, con la finalidad de estudiar la eficiencia del método de elemento frontera

se muestran ejemplos de la implementación usando elementos cuadráticos.

3.3.1 Torsión sobre sección eĺıptica

El problema de una barra bajo torsión eĺıptica se analiza usando el programa POQUABE.

Para este problema se estudia el caso de una barra eĺıptica como la de la Figura 3.3 cuyo

eje mayor es igual a 10 y eje menor igual 5, sometida a torsión mediante dos pares torsores

aplicados en sus extremos, estando éstos libres para deformarse. Esto es lo que se denomina

torsión uniforme, torsión libre o torsión de SAINT VENANT [10].
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Figura 3.3: Barra Eĺıptica

Bajo estas condiciones, la deformación de la barra torsionada consiste en una rotación

de la sección transversal y una deformación de la misma en la dirección del eje longitudinal,

siendo esta deformación la misma para todas las secciones de la pieza. De acuerdo con la

hipótesis de Saint-Venant, el giro de una sección cualquiera se efectúa alrededor de un punto

que puede o no coincidir con el baricentro de la sección llamado centro de torsión. En virtud

de la torsión de tipo Saint-Venant, los desplazamientos se dan por

u1 = −θzy

u2 = θzx

u3 = θφ

(3.10)

donde θ es el ángulo de torsión por unidad de longitud y φ es la función de deformación

dada por

▽2φ = 0.

Dado que no existen fuerzas exteriores en la superficie lateral de la barra, no puede

existir componente de tensión perpendicular al contorno, por lo tanto la tensión en el borde

es siempre tangencial al mismo [10], esto indica que las tracciones, es decir, el esfuerzo a

que está sometido el cuerpo por la aplicación de las fuerzas que actúan en sentido opuesto

y tienden a estirarlo, debe ser constante a lo largo del borde. Esta constante puede elegirse

arbitrariamente; en nuestro caso la consideraremos nula, por lo tanto la condición de borde

es la siguiente
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∂φ

∂n̂
=| r | cos(r⃗, t⃗), (3.11)

Figura 3.4: Condición de borde en la sección eĺıptica

para este caso (elipse) esta condición puede escribirse como

∂φ

∂n̂
=

a2 − b2√
a4y2 + b4x2

xy. (3.12)

y el valor análitico de φ viene dado por

φ = −a2 − b2

a2 + b2
xy. (3.13)

Tomaremos el valor de a = 10 y b = 5 con los que se calcularán los valores de φ en la

frontera y en dos puntos internos seleccionados, cuyas coordenadas son (2, 2) y (4, 7
2
).

Debido a la simetŕıa axial de la elipse se tiene que φ = 0 en los dos ejes. Aśı, solo una

cuarta parte de la elipse será discretizada por cinco elementos de segundo orden, uno para
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el semi-eje mas corto, dos para el largo y dos para un cuarto de la elipse como en la Figura

3.5.

Figura 3.5: Discretización con 5 elementos cuadráticos

La data para este ejemplo es la siguiente:

SECCIÓN ELÍPTICA (5 ELEMENTOS)(DATA)

TORSIÓN SOBRE SECCIÓN ELÍPTICA (5 ELEMENTOS CUADRÁTICOS)

5 2

0. 0. 2.5 0. 5. 0. 7.5 0. 10. 0.

8.814 2.3617 6.174 3.933

3.3044 4.719

0. 5. 0. 2.5

0 0. 0 0. 0 0.

0 0. 0 0. 0 0.

1 0. 1 -4.8334 1 -4.3104

1 -4.3104 1 -2.4411 1 0.

0 0. 0 0. 0 0.

2. 2. 4. 3.5

y el archivo de salida está dado por:
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*********************************************************************

TORSIÓN SOBRE SECCIÓN ELÍPTICA (5 ELEMENTOS CUADRÁTICOS)

DATA

NÚMEROS DE ELEMENTOS DE BORDE= 5

NÚMERO DE PUNTOS INTERNOS= 2

COORDENADAS DE LOS NODOS EN EL BORDE

NODE X Y

1 0.0000000E+00 0.0000000E+00

2 0.2500000E+01 0.0000000E+00

3 0.5000000E+01 0.0000000E+00

4 0.7500000E+01 0.0000000E+00

5 0.1000000E+02 0.0000000E+00

6 0.8814000E+01 0.2361700E+01

7 0.6174000E+01 0.3933000E+01

8 0.3304400E+01 0.4719000E+01

9 0.0000000E+00 0.5000000E+01

10 0.0000000E+00 0.2500000E+01

CONDICIONES EN EL BORDE

PRIMER NODO SEGUNDO NODO TERCER NODO

VALOR VALOR VALOR

ELEMENTO PRESCRITO KODE PRESCRITO KODE PRESCRITO KODE

1 0.0000000E+00 0 0.0000000E+00 0 0.0000000E+00 0

2 0.0000000E+00 0 0.0000000E+00 0 0.0000000E+00 0

3 0.0000000E+00 1 -0.4833400E+01 1 -0.4310400E+01 1

4 -0.4310400E+01 1 -0.2441100E+01 1 0.0000000E+00 1

5 0.0000000E+00 0 0.0000000E+00 0 0.0000000E+00 0

*******************************************************************************

RESULTADOS

NODOS EN EL BORDE
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FLUJO FLUJO

X Y POTENCIAL ANTES DEL NODO DESPUÉS DEL NODO

0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 -0.10336E-01 -0.10336E-01

0.25000E+01 0.00000E+00 0.00000E+00 0.15216E+01 0.15216E+01

0.50000E+01 0.00000E+00 0.00000E+00 0.29757E+01 0.29757E+01

0.75000E+01 0.00000E+00 0.00000E+00 0.46613E+01 0.46613E+01

0.10000E+02 0.00000E+00 0.00000E+00 0.51624E+01 0.00000E+00

0.88140E+01 0.23617E+01 -0.12779E+02 -0.48334E+01 -0.48334E+01

0.61740E+01 0.39330E+01 -0.14839E+02 -0.43104E+01 -0.43104E+01

0.33044E+01 0.47190E+01 -0.94349E+01 -0.24411E+01 -0.24411E+01

0.00000E+00 0.50000E+01 0.00000E+00 0.00000E+00 0.30003E+01

0.00000E+00 0.25000E+01 0.00000E+00 0.15278E+01 0.15278E+01

PUNTOS INTERNOS

X Y POTENCIAL

0.20000E+01 0.20000E+01 -0.23990E+01

0.40000E+01 0.35000E+01 -0.84019E+01

*******************************************************************************

Con la finalidad de estudiar la eficiencia del método numérico, daremos la definición de

error porcentual. Primero debemos definir el error absoluto:

Definición 3.1 Sea X el valor exacto y X1 el valor de la medida, se llama error absoluto

al módulo de la diferencia entre estos dos valores

EA = | △X| = |X −X1|.

Sin embargo, este error no basta por śı solo para caracterizar la precisión del método,

por ello se considera el error relativo.

Definición 3.2 Sea X el valor exacto y EA el error absoluto, se llama error relativo al

módulo del cociente entre el error absoluto y el valor exacto

e =
EA

X
.
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Si multiplicamos el error relativo por 100 obtenemos el error que cometemos por cada

100 unidades, es decir, el error porcentual

e% = 100.
EA

X
.

Con esta definición del error porcentual, veamos que ocurre para los resultados obtenidos

en algunos nodos y en los puntos internos. El resultado numérico se compara con el resultado

anaĺıtico.

Coordenada Potencial usando 5 Solución exacta Error

del nodo elementos cuadráticos del potencial porcentual

n6 = (8,814, 2,361) -12.779 -12.489 2,32%

n7 = (6,174, 3,933) -14.839 -14.570 2,53%

n8 = (3,304, 4,719) -9.435 -9.356 0,84%

Puntos internos

p1 = (2, 2) -2.4305 -2.400 1,27%

p2 = (4, 7
2
) -8.4718 -8.400 0,85%

Tabla 3.1: Cuadro comparativo de resultados y error porcentual

En la Tabla 3.1 se puede observar los resultados obtenidos para los nodos control y los

puntos internos, en este ejemplo utilizando 5 elementos de borde el error porcentual es bajo

y no sobrepasa el 3%.

Con los resultados obtenidos al implementar el método, se realiza el grafico de la solución

anaĺıtica y la solución numérica.
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Figura 3.6: Comparación entre solución anaĺıtica y solución numérica

En la Figura 3.6 podemos observar la cercańıa que existe entre la solución numérica

usando elementos cuadráticos con la solución anaĺıtica dada por la ecuación (3.13).

La Figura 3.7 muestra la superficie que resulta al implementar el método en un cuarto

de la sección eĺıptica utilizando 5 elementos cuadráticos.
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Figura 3.7: Potencial en un cuarto de la elipse

Como la barra es sometida a deformación se generan unas fuerzas internas que produciran

un trabajo conocido como potencial de deformacion o potencial interno, que no es más que

la resistencia que pone la barra a deformarse, en la figura anterior se puede observar cómo

el potencial de deformación decae sobre la sección curva de la cuarta parte de la elipse, lo

que nos indica que al aplicarle la torsión a la barra, dicha sección sufre una deformación y a

medida que se va deformando el potencial disminuye.

Para estudiar la convergencia del método, aumentaremos el número de elementos para

este ejemplo. Discretizaremos la cuarta parte de la sección eĺıptica con diez elementos de

segundo orden, dos para el semi-eje mas corto, cuatro para el largo y cuatro para la parte

curva de la elipse como se muestra en la Figura 3.8.
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Figura 3.8: Discretización con 10 elementos cuadráticos

La data para este caso es la siguiente:

SECCIÓN ELÍPTICA (10 ELEMENTOS)(DATA)

TORSIÓN SOBRE SECCIÓN ELÍPTICA (10 ELEMENTOS CUADRÁTICOS)

10 2

0. 0. 1.25 0. 2.5 0. 3.75 0. 5. 0. 6.25 0. 7.5 0. 8.75 0. 10. 0.

9.67 1.273 8.814 2.3617 7.7008 3.1898 6.174 3.933

4.7898 4.3891 3.3044 4.719 1.557 4.939

0. 5. 0. 3.375 0. 2.5 0. 1.25

0 0. 0 0. 0 0.

0 0. 0 0. 0 0.

0 0. 0 0. 0 0.

0 0. 0 0. 0 0.

1 0. 1 -3.379 1 -4.8334

1 -4.8334 1 -4.9447 1 -4.3104

1 -4.3104 1 -1.1643 1 0.

1 -2.4411 1 -1.1643 1 0.

0 0. 0 0. 0 0.

0 0. 0 0. 0 0.

2. 2. 4. 3.5



CAPÍTULO 3. IMPLEMENTACIÓN DEL MÉTODO NUMÉRICO 53

y el archivo de salida está dado por:

***********************************************************************

TORSIÓN SOBRE SECCIÓN ELÍPTICA (10 ELEMENTOS CUADRÁTICOS)

DATA

NÚMEROS DE ELEMENTOS DE BORDE= 10

NÚMERO DE PUNTOS INTERNOS= 2

COORDENADAS DE LOS NODOS EN EL BORDE

NODE X Y

1 0.0000000E+00 0.0000000E+00

2 0.1250000E+01 0.0000000E+00

3 0.2500000E+01 0.0000000E+00

4 0.3750000E+01 0.0000000E+00

5 0.5000000E+01 0.0000000E+00

6 0.6250000E+01 0.0000000E+00

7 0.7500000E+01 0.0000000E+00

8 0.8750000E+01 0.0000000E+00

9 0.1000000E+02 0.0000000E+00

10 0.9670000E+01 0.1273000E+01

11 0.8814000E+01 0.2361700E+01

12 0.7700800E+01 0.3189800E+01

13 0.6174000E+01 0.3933000E+01

14 0.4789800E+01 0.4389100E+01

15 0.3304400E+01 0.4719000E+01

16 0.1557000E+01 0.4939000E+01

17 0.0000000E+00 0.5000000E+01

18 0.0000000E+00 0.3375000E+01

19 0.0000000E+00 0.2500000E+01

20 0.0000000E+00 0.1250000E+01

CONDICIONES EN EL BORDE
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PRIMER NODO SEGUNDO NODO TERCER NODO

VALOR VALOR VALOR

ELEMENTO PRESCRITO KODE PRESCRITO KODE PRESCRITO KODE

1 0.0000000E+00 0 0.0000000E+00 0 0.0000000E+00 0

2 0.0000000E+00 0 0.0000000E+00 0 0.0000000E+00 0

3 0.0000000E+00 0 0.0000000E+00 0 0.0000000E+00 0

4 0.0000000E+00 0 0.0000000E+00 0 0.0000000E+00 0

5 0.0000000E+00 1 -0.3379000E+01 1 -0.4833400E+01 1

6 -0.4833400E+01 1 -0.4944700E+01 1 -0.4310400E+01 1

7 -0.4310400E+01 1 -0.3465700E+01 1 -0.2441100E+01 1

8 -0.2441100E+01 1 -0.1164300E+01 1 0.0000000E+00 1

9 0.0000000E+00 0 0.0000000E+00 0 0.0000000E+00 0

10 0.0000000E+00 0 0.0000000E+00 0 0.0000000E+00 0

*******************************************************************************

RESULTADOS

NODOS EN EL BORDE

FLUJO FLUJO

X Y POTENCIAL ANTES DEL NODO DESPUÉS DEL NODO

0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 -0.28405E-03 -0.28405E-03

0.12500E+01 0.00000E+00 0.00000E+00 0.74965E+00 0.74965E+00

0.25000E+01 0.00000E+00 0.00000E+00 0.14996E+01 0.14996E+01

0.37500E+01 0.00000E+00 0.00000E+00 0.22502E+01 0.22502E+01

0.50000E+01 0.00000E+00 0.00000E+00 0.29999E+01 0.29999E+01

0.62500E+01 0.00000E+00 0.00000E+00 0.37536E+01 0.37536E+01

0.75000E+01 0.00000E+00 0.00000E+00 0.44914E+01 0.44914E+01

0.87500E+01 0.00000E+00 0.00000E+00 0.53030E+01 0.53030E+01

0.10000E+02 0.00000E+00 0.00000E+00 0.58638E+01 0.00000E+00

0.96700E+01 0.12730E+01 -0.74619E+01 -0.33790E+01 -0.33790E+01

0.88140E+01 0.23617E+01 -0.12506E+02 -0.48334E+01 -0.48334E+01

0.77008E+01 0.31898E+01 -0.14746E+02 -0.49447E+01 -0.49447E+01

0.61740E+01 0.39330E+01 -0.14576E+02 -0.43104E+01 -0.43104E+01
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FLUJO FLUJO

X Y POTENCIAL ANTES DEL NODO DESPUÉS DEL NODO

0.47898E+01 0.43891E+01 -0.12616E+02 -0.34657E+01 -0.34657E+01

0.33044E+01 0.47190E+01 -0.93634E+01 -0.24411E+01 -0.24411E+01

0.15570E+01 0.49390E+01 -0.46001E+01 -0.11643E+01 -0.11643E+01

0.00000E+00 0.50000E+01 0.00000E+00 0.00000E+00 0.30154E+01

0.00000E+00 0.33750E+01 0.00000E+00 0.20220E+01 0.20220E+01

0.00000E+00 0.25000E+01 0.00000E+00 0.14999E+01 0.14999E+01

0.00000E+00 0.12500E+01 0.00000E+00 0.74936E+00 0.74936E+00

PUNTOS INTERNOS

X Y POTENCIAL

0.20000E+01 0.20000E+01 -0.23990E+01

0.40000E+01 0.35000E+01 -0.84019E+01

*******************************************************************************

En la Tabla 3.2 se comparan los resultados de algunos nodos de la frontera y los dos

puntos internos con la solución exacta conocida:

Coordenada Potencial usando 10 Solución exacta Error

del nodo elementos cuadráticos del potencial porcentual

n11 -12.506 -12.489 0,13%

n13 -14.576 -14.570 0,04%

n15 -9.363 -9.356 0,07%

Puntos internos

p1 -2.399 -2.400 0,04%

p2 -8.402 -8.400 0,02%

Tabla 3.2: Cuadro comparativo de resultados y error porcentual

Al graficar los resultados obtenemos
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Figura 3.9: Comparación entre solución anaĺıtica y solución numérica

En la Tabla 3.2 se puede observar cómo al aumentar el número de elementos el error

porcentual e% tiende a cero, es decir, que la solución numérica se aproxima cada vez más

a la solución exacta, y al observar los resultados de forma gráfica en la Figura 3.9 se apre-

cia dicha aproximación. Si comparamos la Figura 3.9 con la Figura 3.6 podemos observar

como al implementar el método con más elementos la solución numérica se aproxima más

a la solución exacta, lo que garantiza la convergencia del método de elemento frontera con

elementos de orden cuadrático para este ejemplo.

En la Figura 3.10 se muestra la superficie que resulta al implementar el método en un

cuarto de la sección eĺıptica utilizando 10 elementos cuadráticos.
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Figura 3.10: Potencial en un cuarto de la elipse

Basándonos en la simetŕıa del problema, la Figura 3.11 muestra la superficie que resulta

de implementar el método en toda la sección eĺıptica

Figura 3.11: Potencial en la sección eĺıptica
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En la Figura 3.11 podemos observar el comportamiento del potencial de deformación en

toda la sección eĺıptica, donde se aprecia el decaimiento del potencial mientras más cerca se

está de la frontera, lo que nos indica que la deformación debida a la torsión de la barra se

da sobre la frontera.

3.3.2 Placas sometidas a temperaturas

En los siguientes ejemplos, consideramos el art́ıculo método de elemento frontera en el

estudio de placas sometidas a temperaturas elaborado por Terrer, H.; Ortega, A.; Gordon,

M.; Morales, J.; Lizardi, A. y Lara, A. (2009) [11], mostraremos resultados para el caso

de placas cuadradas sometidas a condiciones de temperatura y flujo de calor en su frontera

implementando BEM. Para generar soluciones aplicables a la teoŕıa del método, se consideran

dos casos referidos a una placa cuadrada sometida a condiciones de frontera de Dirichlet

(temperatura) y Neumann (flujo), esta placa es mostrada en la Figura 3.12

Figura 3.12: Placa cuadrada con 8 elementos, 16 nodos y 9 puntos internos

Ejemplo 1

Consideremos dos lados con temperaturas conocidas y aislada en sus otros lados, las

condiciones que actúan sobre la placa mostrada son como se indican en la Figura 3.13
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Figura 3.13: Dos lados con temperatura conocida y dos lados aislados

La solución lograda al aplicar el método numérico establece los valores de la temperatura y

el flujo. Estos resultados son comparados con el valor anaĺıtico correspondiente, el cual puede

ser obtenido por ecuaciones diferenciales parciales, y que se define para casos particulares

como

u(x, y) =
∞∑
n=1

[
2

w sinh
(
nπH
w

) ∫ w

0

[f(x)− T1] sin

(
nπx

w

)
dx

]
sin

(nπx
w

)
sinh

(nπy
w

)
. (3.14)

donde las variables w y H, representan las longitudes horizontal y vertical máximas de la

placa, x e y, definen la posición en la placa, f(x) es el valor de la temperatura en la fron-

tera, la cual se redefine para cada aplicación y n representa la periodicidad de la función [11].

Una vez implementado el método con 8 elementos cudráticos, en la Tabla 3.3 se pueden

observar los resultados para la temperatura en grados centigrados para 8 nodos sobre el

contorno.
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Coordenadas BEM e%

Nodo (x,y) E. cuadrático Exacto Flujo E. cuadrático

2 (0.25,0) 200 200 115.7 0%

4 (0.75,0) 200 200 46.377 0%

6 (1,0.25) 189.96 190.45 0 0,09%

8 (1,0.75) 176.69 177.15 42.963 0,25%

10 (0.75,1) 173.26 172.85 0 0,13%

12 (0.25,1) 160.01 159.65 0 0,22%

14 (0,0.75) 150 150 -48.491 0%

16 (0,0.25) 150 150 -190.66 0%

Tabla 3.3: Temperatura y flujo para 8 nodos exteriores en la placa cuadrada, ejemplo 1.

Al graficar los resultados obtenemos
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Figura 3.14: Comparación entre solución anaĺıtica y solución numérica
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En la Tabla 3.3 se puede observar que el error porcentual no excede el 0, 25%, además al

observar los resultados de forma gráfica (Figura 3.14) se aprecia cómo la solución numérica

se aproxima a la solución exacta; sin embargo, veamos qué ocurre al aumentar el número de

elementos a 16 tal como se muestra en la Figura 3.15.

Figura 3.15: Dos lados con temperatura conocida y dos lados aislados

En la Tabla 3.4 se muestran los valores de temperatura y flujo obtenidos en oC para 16

nodos exteriores (tomaremos el nodo central de cada elemento).
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Coordenadas BEM e%

Nodo (x,y) E. cuadrático Exacto Flujo E. cuadrático

2 (0.125,0) 200 200 231.10 0%

4 (0.375,0) 200 200 84.981 0%

6 (0.625,0) 200 200 53.226 0%

8 (0.875,0) 200 200 42.963 0%

10 (1,0.125) 194.82 195.2 0 0,19%

12 (1,0.375) 185.51 185.7 0 0,10%

14 (1,0.625) 178.80 178.9 0 0,05%

16 (1,0.875) 175.37 175.4 0 0,01%

18 (0.875,1) 174.52 174.6 0 0,04%

20 (0.625,1) 171.12 171.1 0 0,01%

22 (0.375,1) 164.44 164.3 0 0,08%

24 (0.125,1) 155.16 155.1 0 0,03%

26 (0,0.875) 150 150 -42.827 0%

28 (0,0.625) 150 150 -53.239 0%

30 (0,0.375) 150 150 -94.683 0%

32 (0,0.125) 150 150 -381.54 0%

Tabla 3.4: Temperatura y flujo para 16 nodos exteriores en la placa cuadrada, ejemplo 1.

Al graficar los resultados obtenemos
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Figura 3.16: Comparación entre solución anaĺıtica y solución numérica

Para este ejemplo el error porcentual no excede el 0, 20%, por lo que la solución numérica

se aproxima a la solución exacta, esto puede apreciarse en la Figura 3.16 además, el error es

menor al obtenido en el caso de 8 elementos cuadráticos y al comparar la Figura 3.16 con

la Figura 3.14 se observa como al aumentar el número de elementos la solución numérica

se aproxima más a la solución exacta, lo que nos indica que el método converge; también

mostramos los resultados para los puntos internos en la Tabla 3.5 usando 16 elementos.

Punto Coordenadas BEM BEM

interno (x,y) E. constante E. cuadrático Exacto e%

1 (0.25,0.25) 175.0 175.08 175.1 0,01%

2 (0.5,0.25) 185.1 185.03 185.1 0,03%

3 (0.75,0.25) 189.0 188.87 189 0,06%

4 (0.25,0.5) 164.9 164.95 164.9 0,03%

5 (0.5,0.5) 175.0 174.99 175 0,005%

6 (0.75,0.5) 180.3 180.19 180.3 0,06%

7 (0.25,0.75) 161.0 161.11 161 0,06%

8 (0.5,0.75) 169.7 169.77 169.7 0,04%

9 (0.75,0.75) 175.0 174.97 175 0,01%

Tabla 3.5: Temperatura para los nodos interiores en la placa cuadrada, ejemplo 1.
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La Figura 3.17 muestra la superficie obtenida con estos resultados.

Figura 3.17: Superficie obtenida con la Temperatura de la placa

En la figura anterior se puede observar cómo disminuye la temperatura a lo largo de la

placa, es decir, que mientras se está más lejos de las fuentes de calor, la placa se encuentra

más fŕıa.

Ahora, veamos qué ocurre para la misma placa del ejemplo 1 pero bajo otras condiciones

en el borde.

Ejemplo 2

En este caso tendremos tres lados con temperaturas conocidas y un lado aislado. Para

este ejemplo las condiciones que actúan sobre la placa mostrada son como se indican en la

Figura 3.18
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Figura 3.18: tres lados con temperatura conocida y un lado aislado

Al implementar el método con elementos cuadráticos, los valores de temperatura y flujo

en grados centigrados obtenidos para los nodos exteriores son mostrados en la Tabla 3.6.

Estos datos son comparados con los obtenidos con la solución analit́ıca.
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Coordenadas BEM e%

Nodo (x,y) E. cuadrático Exacto Flujo E. cuadrático

2 (0.125,0) 200 200 -1978.6 0%

4 (0.375,0) 200 200 -1120.4 0%

6 (0.625,0) 200 200 -1447.9 0%

8 (0.875,0) 200 200 -3719.3 0%

10 (1,1.125) 1000 1000 6076.6 0%

12 (1,0.375) 1000 1000 1375.2 0%

14 (1,0.625) 1000 1000 796.4 0%

16 (1,0.875) 1000 1000 628.2 0%

18 (0.875,1) 927.56 928.75 0 0,12%

20 (0.625,1) 789.02 790.7 0 0,21%

22 (0.375,1) 689.72 690.1 0 0,05%

24 (0.125,1) 625.28 624.3 0 0,15%

26 (0,0.875) 600 600 -181.21 0%

28 (0,0.625) 600 600 -41.69 0%

30 (0,0.375) 600 600 455.43 0%

32 (0,0.125) 600 600 2296.1 0%

Tabla 3.6: Temperatura y flujo para los nodos exteriores en la placa cuadrada, ejemplo 2.

En la Tabla 3.7 se muestran los resultados de las temperaturas para los nodos interiores

de la misma forma como en el ejemplo 1.

Punto Coordenadas BEM

interno (x,y) E. cuadrático Exacto e%

1 (0.25,0.25) 462.52 463.5 0,21%

2 (0.5,0.25) 469.8 469.7 0,02%

3 (0.75,0.25) 609.22 611.2 0,32%

4 (0.25,0.5) 587.07 587.7 0,10%

5 (0.5,0.5) 636.56 637.4 0,13%

6 (0.75,0.5) 775.87 777.2 0,17%

7 (0.25,0.75) 639.40 640 0,09%

8 (0.5,0.75) 712.96 714.3 0,18%

9 (0.75,0.75) 836.96 838.5 0,18%

Tabla 3.7: Temperatura para los nodos interiores en la placa cuadrada, ejemplo 2.
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Al graficar los resultados obtenemos
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Figura 3.19: Solución anaĺıtica y solución numérica

En las Tablas 3.6 y 3.7 se puede observar que el error no excede el 0, 35%, el cual es

un error muy pequeño, esto se debe a la convergencia del método la cual se evidencia en

la Figura 3.19 al observar cómo la curva de la solución numérica esta sobre la curva de la

solución exacta. La superficie obtenida con estos resultados para la temperatura se muestra

en la Figura 3.20.
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Figura 3.20: Superficie obtenida con la temperatura de la placa

En la figura anterior se puede observar la distribución de temperatura para este ejemplo.

Con los resultados obtenidos en los ejemplos realizados en este caṕıtulo, se aprecia la

precisión lograda por el método de elemento frontera con elementos de orden cuadrático,

debido a que se obtuvo errores porcentuales muy bajos. Aśı, se garantiza la eficiencia del

método usando elementos cuadráticos.



Conclusiones y Recomendaciones

Con el estudio hecho en el caṕıtulo 1 sobre la ecuación de Laplace, podemos ver la im-

portancia que esta ecuación tiene en la simulación de muchas aplicaciones a problemas reales.

El método de elemento frontera nos permite resolver problemas de potenciales haciendo

solo una discretización de la frontera del dominio, reduciendo la dimensionalidad del proble-

ma y siendo el primer atractivo de este método, obteniendo aśı una gran ventaja sobre otros

métodos usados para resolver este tipo de problemas. Otra ventaja de BEM es el hecho de

proveer los resultados logrados para el flujo de potencial en la frontera del problema estu-

diado.

Basandonos en los ejemplos realizados en el caṕıtulo 3, podemos concluir que BEM con

elementos cuadráticos provee soluciones muy precisas lo cual demuestra la convergencia del

método. Además, la geometŕıa del dominio juega un factor importante en la escogencia del

tipo de elemento a usar para implementar el método, por ejemplo, para el caso de la barra,

se tuvo un dominio eĺıptico por lo que los elementos cuadráticos eran los que más se aproxi-

maban a la frontera del dominio en comparación con los elementos constantes o lineales, sin

embargo, para el caso de las placas sometidas a temperaturas, por ser un dominio cuadra-

do, nos puede llevar a pensar que lo más eficiente era utilizar elementos lineales, aún aśı al

implementar el método en este ejemplo con elementos cuadráticos se obtuvieron resultados

satisfactorios, por lo que se concluye que la geometŕıa del dominio asociado al problema

que se quiera resolver no representa ninguna limitante para la implementación de BEM con

elementos cuadráticos.

Los métodos numéricos (en particular BEM) son de gran importancia para la resolución

de problemas reales. Los podemos implementar cuando el dominio del problema estudiado

es irregular, cuando tenemos dominios muy extensos o cuando solo conocemos las condicio-

nes sobre la frontera. Una vez demostrada la eficiencia del método para ciertos problemas,

69
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el mismo puede ser aplicado en cualquier problema similar y aśı facilitar la obtención de

resultados. Otra gran ventaja de BEM es que con solo tener las condiciones de frontera el

método nos da resultados para cualquier punto del dominio.

Se recomienda la implementación de BEM para problemas de elásticidad usando ele-

mentos de orden superior y en problemas con dominios huecos, es decir, en problemas con

multiples bordes (bordes internos y externos) como se muestra en la siguiente Figura.

Figura 3.21: Dominio hueco, problemas con multibles bordes
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