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Introducciéon

El uso de la matematica, y en particular de la perspectiva dentro de la pintura, dio
lugar a un cambio drastico en las obras del renacimiento, ya que permitié a los artistas,
realizar dibujos con un efecto de profundidad que los hacfa lucir més realistas. En [1] y [2],
se presenta la historia sobre el surgimiento de la pespectiva lineal y un estudio en imagenes,
que permite, dada la ubicacién de puntos, lineas, planos u objetos en una imagen (pintura,
foto, etc.), obtener otro tipo de informacién respecto al mundo que se representa en ella y
viceversa, por ejemplo, podemos determinar la distancia entre un objeto mostrado en una
foto, y la persona que la tomé, asi como la distancia entre dos objetos de una imagen que se
encuentran en ese tipo de perspectiva.

Por otra parte, se puede analizar una imagen mediante desarrollos mateméticos en el
campo del algebra, en [4], presentan un estudio de propiedades topoldgicas en imégenes
digitales binarias, usando los complejos ciibicos y algoritmos incremental y decremental, con
una optima implementacion de éstos para cédlculos rapidos en iméagenes de gran tamano.

La informacién que se puede obtener de iméagenes digitalizadas, tiene fuertes repercusiones
en la actualidad. Por ejemplo, en el caso de la medicina, se necesita detectar en cortes
transversales del cerebro, algunas regiones de interés, las cuales podrian ser tumores, donde
se espera saber su cantidad de forma rapida y eficiente, para dar un diagnostico lo mas
acertado posible.

En relacién con lo anterior, se consiguen investigaciones que abordan ese tipo de pro-
bleméticas, ver [3] y [5], es por ello que se ha estado trabajando con herramientas mateméti-
cas que luego se traducen en algoritmos para obtener informacion geométrica de invariantes
topoldgicos en imagenes digitales. Para ello se hace uso de complejos de cadenas y homo-
logia, lo cual permite obtener por ejemplo, las componentes conexas presentes en la imagen

previamente binarizada mediante el método de umbralizacion.



INTRODUCCION 2

Asi mismo, con base en [3], [4], [5], [7] ¥ [8], nos interesa realizar un andalisis de imégenes
que representan obras de artistas como René Magritte, donde se pretende destacar informa-
ciéon mediante la homologia de los complejos asociados a esas obras.

Por tultimo, la perspectiva lineal y el dlgebra homoldgica, se pueden usar para el estudio
de imédgenes imposibles, ver [6], sobre éstas, existe una variedad de nociones, de las que nos
interesa, considerar aquella que se presenta cuando los objetos no se pueden construir en el

espacio 3D.



Capitulo 1

Perspectiva lineal

La perspectiva, es el arte de representar los objetos desde el punto de vista del espectador,
donde se crea la ilusién de un mundo tridimensional y de profundidad, en una superficie
bidimensional. La perspectiva para la Edad Media, se denominaba la ciencia de la 6ptica,
y mas tarde en el siglo XIV, se designdé con mas precision como el conjunto de técnicas y
especulaciones para la representacion del espacio tridimensional.

El estudio de la perspectiva lineal, trae consigo impresionantes logros cientificos y artisti-
cos en la época del Renacimiento, donde la geometrizacion del espacio se convierte en re-
quisito para la ciencia moderna. Este estudio presenta dos modos de ser llevado a cabo: de
manera empirica, y mediante el desarrollo matematico y mucho mas preciso de los objetos
observados en el espacio tridimensional. Con ello se empiezan a obtener obras mas realistas
que las medievales, donde no se consideraban relaciones espaciales.

Entre los personajes empiricos se encontraba Durero (1525), quien usaba como técnica, el
empleo de un velo cuadriculado que le permitia reproducir los contornos observados, locali-
zando algunos puntos de referencia con una lectura directa del objeto que queria representar.

Otro de los personajes importantes dentro de la perspectiva lineal es el arquitecto, escul-
tor y orfebre, Filippo Brunelleschi (1377-1446) de Florencia, sus trabajos demostraban un
importante conocimiento en el manejo de la perspectiva lineal. El disefio una prueba para
mostrar que su cuadro del Batisterio estaba bien hecho. Esta consistia en colocar un tripode
con un cuadro frente al Batisterio. El cuadro, presentaba un orificio por donde se podia
observar el Batisterio, y con un espejo paralelo al cuadro colocado de tal modo, que al ver
por el orificio se pudiera observar, tanto parte del Batisterio real como del reflejo en el espejo
del cuadro, donde al casar perfectamente, se podria decir que el cuadro estaba correctamente
dibujado.

Tommaso di Giovanni (1401-1428), por su parte, presenta la primera aplicacién rigurosa
del punto de fuga en su fresco de "La Trinidad”, que se encuentra en la iglesia de Santa

Maria Novella de Florencia.
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Aunque los resultados de Brunelleschi y Tommaso di Giovanni son impresionantes para la
época, no dejan ningun tipo de escrito donde expliquen sus métodos, es Alberti Leén Battista
(1404-1472), quien deja un escrito para 1435, donde se presentan sélidos conocimientos de
6ptica y geometria, aunque alli no define el punto de fuga, lo cual representaba cierta dificul-
tad, por el problema de ver al infinito entre dos lineas paralelas. Sin embargo, en la practica,
se usaba la intuicién de la existencia de ese punto. Es Kepler quien mas tarde reconoce que
las lineas paralelas convergen en un punto en el infinito, mientras que Desargues(1591-1661)
lo analiza explicitamente.

Con lo anterior, es evidente la importancia que tiene la perspestiva lineal para la pintura,
y en este capitulo vamos a introducir los conceptos basicos y algunos resultados que se

desprenden de imagenes, bajo esa perspectiva.

1. Conceptos Basicos

Consideremos el sistema de coordenadas cartesianas XY Z, donde una imagen en pers-

pectiva lineal, se encuentra en el plano XY. Podemos apreciar un ejemplo en la figura 1.1.

DEFINICION 1.1. Consideremos el ojo de un espectador ubicado en un punto E sobre
el eje Z, quien observa un objeto O en el espacio XY Z. La linea recta que va desde el
espectador F, hasta cada punto P sobre el objeto visible a éste, interseca al plano XY,
en un punto P’ llamado la imagen del punto P. El conjunto de estos puntos, es lo que se

denominaria la imagen en perspectiva lineal de O.

EJEMPLO 1.2. En la figura 1.1, se tiene un florero en el espacio XY Z, para ser dibujado
en el plano de la imagen Z = 0. El punto P corresponde a un punto del florero en el espacio
XY Z, visualizado por el espectador, mientras que el punto P’ es la imagen del punto P, que
se encuentra en el plano de la imagen y en la linea de visién del espectador (linea recta que

va desde F hasta el punto P).
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EP=(xy,z+d)

P=(x,5z)
e

Ojodeel
espectador

E<0.0~) @<=

Plano de la Imagen Z=0

FiGUrA 1.1. Imagen en perspectiva lineal

El ojo del espectador lo colocamos en la posicién E = (0,0, —d), donde d es la distancia
desde F hasta el plano del dibujo. El punto P’ es llamado la imagen de la perspectiva del
punto P.

. —
En la imagen, el vector E_})j = (z,y,2 + d) es paralela al vector EP' = (2/,y/,d), por lo

tanto existe un nimero ¢ tal que
t(2',y',d) = (z,y, 2 + d)

de lo anterior se tiene que

T,y z+d
d="y =2 =
£V T d
sustituyendo ¢ en las expresiones de 2’ y 1/, obtenemos
dx dy
1.1 ¥=—— 9y = .
(L11) z+d Y= +d

A continuacién, se tienen unos teoremas y corolarios que son resultados del hecho de que

un dibujo esté en perspectiva lineal. La demostracién de estos teoremas y corolarios se

encuentran en [1].

TEOREMA 1.3. Si S es un subconjunto de una linea recta L en el espacio (S puede ser
una linea segmento, un punto, un rayo, etc.), y si todos los puntos de S tienen z- coordenadas
positivas, entonces la imagen perspectiva S’ de S es un subconjunto de una linea recta Ax' +

By' = C en el plano de la figura.

TEOREMA 1.4. Sea S un conjunto de puntos en un plano z = zy con (zy > 0) paralelo al

plano de la imagen, y si el espectador se encuentra en la posicion E = (0,0,d) con d > 0.



1. CONCEPTOS BASICOS 6

Entonces existe una constante t, con 0 <t < 1, de forma que en cualquiera de los dos puntos
Py = (z1,y1,20) y Po = (x2,99;20) en S, PLP, = tP|P;, donde P| y Pj son las imdgenes

perspectiva correspondientes a los puntos Py y Ps.

TEOREMA 1.5. Sea B una caja rectangular en el espacio, con las coordenadas-z positiva
y lados paralelos a los planos coordenados. Supongamos también que al menos una cara de
B, no es paralela al plano de la imagen que es wisible para un espectador ubicado en la
posicion (0,0, —d). Si esta cara tiene dimensiones ab, donde a es la longitud en la direccion

z, entonces la distancia de visualizacion d es directamente proporcional a la razon de forma

a/b.

DEFINICION 1.6. Sea L una linea en el espacio dada por la ecuacién paramétrica
r=uxo+at,y =1yo+bt, 2z = zp+ct con —oo <t < 00y Tg, Yo, 20,0, b, ¢ constantes
con ¢ > 0, el punto de fuga de la linea L, es el punto en el plano de la pintura cuando el

pardmetro ¢ — 0o, luego usando la ecuacién (1.1) se llega a:

’:@, h'my’:@
c
luego las coordenadas z’, iy del punto de fuga son
(+-%)
c’ c
TEOREMA 1.7. Sea L una linea en el espacio no paralelo al plano de la imagen, con

ecuaciones paramétricas xo = x + at, y = yo + bt, 2 = 29 + ct; donde ¢ > 0. Entonces, la

linea de vision desde el punto de vista E = (0,0, —d) al punto de fuga de L es paralela a L.

TEOREMA 1.8. Si dos lineas L1 y Lo son paralelas entre si, pero no pertenecen a un plano

paralelo al plano z = 0, entonces ellas tienen el mismo punto de fuga.

TEOREMA 1.9. Si una linea L en el espacio es paralelo al eje Z, entonces el punto de

fuga V' de L es el origen (0,0) del plano de la imagen Z = 0.
TEOREMA 1.10. Sea T un plano en el espacio dado por la ecuacion
Mz +Ny+Pz4+Q =0

donde M y N, no son ambos 0, es decir, T no es paralelo al plano del cuadro z = 0. Si el

espectador se encuentra en la posicion (0,0, —d), entonces cualquier linea en T que no es
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paralela al plano de la imagen tiene un punto de fuga que se encuentra en la linea

Mz + Ny = —dP

llamada linea de fuga del plano T.

COROLARIO 1.11. Si Ty y T son planos paralelos entre si, los cuales a su vez, no son

paralelos al plano de la imagen z = 0, entonces ellos tienen la misma linea de fuga.

TEOREMA 1.12. Cuando observamos un trabajo hecho en perspectiva con dos puntos
de fuga, la correcta localizacion del espectador yace sobre un semicirculo horizontal cuyo

didmetro tiene los dos puntos de fuga como puntos extremos.

2. Imagen con dos puntos de fuga

Para realizar dibujos con un efecto de profundidad, vamos a hacer uso de los teoremas y
corolarios antes presentados, por ejemplo tenemos lo siguiente:

En la figura 1.2, se ha dibujado un piso partiendo de dos puntos de fuga F} y F5. Por el
teorema 1.8, las lineas paralelas entre si, que ademas, no son paralelas al plano del dibujo,
tienen el mismo punto de fuga, asi que todas las lineas del piso que van a F} son lineas
paralelas. Lo mismo pasa con las lineas que van a F5.

El teorema 1.10, dice que si se tiene un plano 7', que no es paralelo al plano de la pintura
Z = 0, entonces toda linea perteneciente a 7', tiene un punto de fuga, en la linea de fuga
del plano T'. Como Fj y F; son puntos de fuga que yacen en el plano del piso, entonces ellos
pertenecen a la misma linea de fuga en el piso.

Si queremos dibujar una pared, con sus bordes inferior y superior paralela a las lineas
del piso, que tienen como punto de fuga a F} y la otra pared paralela a las lineas que tienen
como punto de fuga a F5, entonces por el teorema 1.8 los bordes de cada pared se encuentran
en el punto F; o en el punto Fy segiin correspondan.

Los bordes laterales de las paredes, los dibujamos como lineas verticales paralelas entre

si y que no tienen puntos de fuga.
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FiGura 1.3

FiGura 1.4

En la figura 1.3, dibujamos unas escaleras con lineas moradas utilizando argumentos
andlogos para dibujar las paredes, al igual que para la ventana y la puerta.

En la figura 1.4, tenemos ya el dibujo pintado y con el efecto de profundidad.

3. Distancia entre objetos de una imagen con dos puntos de fuga

Supongamos que tenemos una imagen con dos paredes perpendiculares como se muestra
en la figura 1.5, queremos saber la distancia del espectador ubicado en la posicién en donde

se pinté o tomo la imagen, hasta el cuadro donde estan esas paredes.
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En la figura 1.6 tenemos la situacion vista desde arriba en el plano Y = 0.

Y
L x
Plano Z=0
FiGura 1.5
Plano Y=0 z
L x

f

Plano de la imagen

FIGURA 1.6

En este tipo de iméagenes estamos suponiendo, que el borde inferior de la imagen es
paralelo al piso y, que el plano que contiene a la linea de vision y la linea que divide las
paredes en el espacio XY Z, es perpendicular al plano de la imagen como se puede apreciar
en la figura 1.7, vista en el plano Y = 0, donde Py, es el punto de interseccion entre el cuadro

y la linea de visiéon perpendicular a la linea que divide las paredes.

Plano Y=0 Z
; Lx
|
[

—d
.
R
I
I
!
E
Ficura 1.7

Como el plano de la imagen es perpendicular al eje Z y a la linea de vision del espectador,

entonces podemos colocar a esa linea precisamente sobre el eje Z.
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Por otra parte, haciendo uso del teorema 1.12, podemos decir que el espectador esta en
un semicirculo cuyo diametro es la distancia entre sus puntos de fuga. Entonces debemos
calcular los puntos de fuga de la imagen. Digamos que los puntos de fuga son F; y Fy como
se muestran en la figura 1.8, ademas el punto P, es la interseccién de la linea de fuga con la

imagen de la linea que divide las paredes y que pasa por ella.

imagen de las paredes

\<Lfnea de fuga

F F,

~U-

Ficura 1.8

A la distancia entre F} y F5 lo denotaremos por dp, y al punto medio entre F; y F5 por

P,.¢, como se muestra en la figura 1.9, asi la distancia entre F} o Fy y P,,f sera %F.

} de |
i - F,
— g |
2
Ficura 1.9

Tomando todas las consideraciones anteriores, tenemos una representacion de la situacion
como se muestra en la figura 1.10, visto desde el plano Z = 0 donde se tiene la siguiente
informacion:

El espectador se encuentra a una distancia %F del punto medio entre los puntos de fuga,
ademds cuando su linea de vision pasa por el punto P, ésta es perpendicular al plano de la

pintura.

d g1 representa la distancia entre los puntos P,y Pp¢.

dgc representa la distancia del espectador al plano de la pintura .
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Asi tenemos por teorema de Pitagoras que

despejando dgc tenemos

Supongamos que Fj

Ficura 1.10

(xr1,y71) v Fo» = (g2, yy2), por el teorema 1.10 y debido a que

el borde inferior del cuadro es paralelo al piso, la linea de fuga del suelo es paralela al eje

X y los dos puntos de fuga se encuentran en la misma linea de fuga del suelo, por lo tanto

Yr1 = Yra-

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

dp = |zf1 — 742

Tr1+ Xpo
me:< ! 9 ! 7Z/f1)

Ty + Ty

5 L

dmfl =

Fy = (z1,951)
Fy = (z42,951)

PL — (xLayfl>

e

2
Tyt
9 L

Entonces la distancia entre el espectador y una imagen de dos puntos de fuga (con el

borde inferior de la imagen paralela al suelo, y el plano formado por la linea que divide las
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paredes y la linea de visién, perpendicular al plano de la imagen), se puede calcular mediante
la férmula anterior.

Supongamos que en un cuadro tenemos la imagen de dos objetos de cierta altura, que-
remos saber la distancia que existe entre esos objetos en el espacio tridimensional. Para ello
necesitamos alguna informacion, tal como el tamano real de los objetos y la ubicacién del
espectador respecto al plano del dibujo.

En la figura 1.11, tenemos una linea azul entre los puntos A; y A, esa linea representara
la altura del objeto 1, el punto A} y A} seran respectivamente las imagenes de los puntos A,
y As.

La linea azul en el plano Z = 0, entre los puntos A} y A} representara la altura de la
imagen del objeto 1.

La linea morada entre los puntos As y Ay, representara la altura del objeto 2. La imagen
de esa linea en el plano Z = 0, representara la altura de la imagen del objeto 2 entre los
puntos A} y Al que son las imagenes respectivas de los puntos Az y Ay.

El espectador estara ubicado en la posicién E = (0,0, —dgc), acd el espectador se consi-
dera que esta en la posicion correcta, es decir, la linea de visién que pasa por un punto en

la imagen de un objeto pasa por el punto en el espacio real que se observa del objeto.

L
P /AS/‘ Ay
espectador _Aa .
E ® — z
x A‘4 \'\-“-\\ [ A,
.. A,

Plano del dibujo z=0

Ficura 1.11
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Si Al = (21, 119) vy Ab = (ahy,Yhy), como A} v Al tienen la misma componente en X, se
tiene que z; = x%;, luego
Ay = (21, Y0).
Por otra parte consideremos los puntos Ay = (24, y5) v Ay = (2}, Y)s), como Aj y A}

. . . ;o
tienen la misma componente en X, se tiene que z3; = xy;, luego
AW /
Ay = (31, Ya2)-

En la figura 1.12, se tiene una configuracién del problema en el plano Y = 0, donde se
muestra dos paredes en el fondo que sirven para dar la informacién de donde esta ubicado el
espectador y que presentan dos puntos de fugas bajo las mismas condiciones que se plantearon

para la figura 1.5.

Plano Y=0 i

Plano de la imagen

Ficura 1.12

En la figura 1.13 tenemos el plano de la imagen, donde denotamos al objeto 1 por Oy y

al objeto 2 por O,.

FIiGUura 1.13

En la figura 1.14, se tiene la representacion de los dos puntos de fuga al extender los
bordes inferior y superior de las paredes, que al igual que Pp, pertenecen a la misma linea

por el teorema 1.10 y por definiciéon de Pp.
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De lo anterior, se tienen las ecuaciones (1.2), (1.3), (1.4) y, ademds se puede usar la

férmula de la distancia del espectador al cuadro (1.5).

imagen de las paredes

A ,

F1 = " Fz

PL 4

FIiGura 1.14

El espectador se encuentra en la posicion E = (0,0, —dgc). En la figura 1.15 (desde el
plano Y = 0), se muestra la posicién de F, Py, y los puntos de las imédgenes de los objetos 1

y 2 al intersecar la linea de fuga, denotados por O}, y O, respectivamente.

Plano de la imagen

Ficura 1.15

La distancia del espectador I a (O];), la denotaremos por dy, g, la distancia del punto
Pp a O}, lo denotaremos por d7,, como se muestra en la figura 1.16.

Usando el teorema de Pitagoras tenemos lo siguiente:

ou =\ (10, + (dic)’
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FiGura 1.16

Todos los puntos de la figura 1.16, tienen componentes y = ys1, donde Fy = (z41,Y51),
luego la distancia entre P, = (z1,yf1) y O1.° = (211,ys1) lo determinamos en las compo-
nentes de x, por lo tanto

dlLol = |z — 24|

En la figura 1.17, queremos calcular la distancia del punto O}, (punto de la imagen del
objeto 2 que interseca a la linea de fuga), al espectador (&), esto lo denotamos por dp, g,
mientras que dy, representa la distancia del punto Pr = (21,y51) a Oy, = (251, ys1), por lo
tanto

dlLOQ = |z — 23]

usando el teorema de Pitdgoras para la figura 1.11 tenemos:

our = 1/ (dic)? + (dio,)?

P—diee—1 Oy

FiGura 1.17

La figura 1.18, muestra al espectador con sus lineas de vision en los puntos A; y A, del

objeto 1 pasando por los puntos iméagenes A} y A}, como los tridngulos A|EA, y A1EFA,
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son semejantes se cumple la siguiente relacion

dolE _ I01E
h R,
do, gl
(1.6) dOlE = 1/

h.

}7d61E—{A'2 A,

} dO1E |

Ficura 1.18

En la figura 1.19, tenemos el espectador con sus lineas de visién en los puntos Az y Ay
del objeto 2, pasando por los puntos imagenes A5 y A}, como los tridngulos A5 EA) y AsE A,

son semejantes se cumple la siguiente relacién:

dOQE _ I()ZE
he K,
dOQE - h/2

'7d’02E4|A’4 A4

| dog |

Ficura 1.19

La figura 1.20 es una vista desde arriba de los objetos (plano Y = yg; ), los angulos de

los triangulos Oy, EOqy, y el tridngulo P, EO],, son el mismo 6y, y el angulo 65 es el mismo
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en los tridangulos Oy r EO4p y PLEOY, , esta informacién nos permite hacer célculos respecto

a las componentes X y Z de los objetos 1 y 2 como se vera mas adelante.

O1LT.

OZLT

~U

Plano de la imagen

Ficura 1.20

En la figura 1.21 tenemos un tridngulo que nos permite ver cual es el sen(#;) y cos(6,):

lLOl - d,01E Sen(gl)

despejando sen(f;) se tiene
/

sen(fy) = /LOI

O1E
dgc = dg,  cos(61)

despejando cos(6;) se tiene

cos(y) = C{EC

O F

Ficura 1.21



3. DISTANCIA ENTRE OBJETOS DE UNA IMAGEN CON DOS PUNTOS DE FUGA 18

En la figura 1.22, tenemos una vista de la situacién desde el plano Y = yy;, donde el
punto O;pr representa la traslacién perpendicular del punto O;; a la prolongacion de la
linea que va desde el espectador y pasa por el punto P;. Queremos hallar las distancias en
el eje X y Z del punto en el objeto 1 que pasa por la linea de fuga ( Oyr, ), la distancia en el
eje X esta representada en la figura por CO; y, en el eje Z por C'Ay, el sen(f;) y cos(6) ya

lo hallamos en el tridangulo de la figura anterior entonces tenemos las siguientes relaciones:

COy = do,gsen(6;)

CAy) = do,gcos(b)

1L

FIGURA 1.22

En la figura 1.23 tenemos un tridngulo que nos permite ver cual es el sen(fy) y cos(fy),

relacionada con las distancias en ese triangulo que se presenta:

10, = do, i sen(6s)

despejando sen(fs) se tiene
/

sen(fy) = ,LO2

O F

dgc = dp,p cos(02)
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despejando cos(fy) se tiene

Ficura 1.23

En la figura 1.24, tenemos una vista de la situacién desde el plano Y = yy;, donde el
punto Ospr representa la traslacion perpendicular del punto O,L a la prolongacién de la
linea que va desde el espectador y pasa por el punto Pr, acad queremos hallar las distancias
en el eje X y Z del punto en el objeto 2, que pasa por la linea de fuga ( O,y ). La distancia en
el eje X esta representada por CO, y, en el eje Z por C' Ay, entonces tenemos las siguientes

relaciones en la figura:

COy = do, g sen(fs)
C' Ay = do,p cos(z)

@)
o) LT cO 2L

CA

FIGUurA 1.24

En la figura 1.25, se muestran la distancia entre los objetos 1 y 2 en el plano Y = yyq,

representada por d, el componente en X de esa distancia esta representada por dx vy, el
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componente en Z esta representado por dz, donde se cumplen las siguientes relaciones:

dy = |CAy — CA|

dyx = |CO, — CO\|

(1.7) d=/d%+d%

Entonces tenemos que el valor de d, es la distancia entre los objetos 1 y 2, representados

en una imagen con dos paredes que nos proporcionan informacién de dos puntos de fuga.

Plano Y=Yyf1

O z

1L -

L\
dz d\
—dx— OzL

dx=|CA,-CA,|

dz =|CO1 _Coz|

Ficura 1.25

EJEMPLO 1.13. Vamos a aplicar los resultados anteriores a la foto del interior de la casa
que se muestra en la figura 1.26. Se quiere calcular la distancia entre los dos cojines en los
que se representa su altura con las lineas azul cian, los puntos A} y A} pertenecen a puntos

de la imagen del cojin beige, mientras que los puntos A5 y A son imagen del cojin rojo.
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L Linea de fuga

Linea que divide a las paredes

FIGURA 1.26

En la figura 1.26, marcamos los puntos de fuga F; y Fy, con la prolongaciéon de las lineas
paralelas que pertenecen a las paredes del fondo en la foto, la linea de fuga que une a Fi y
F; esta en el eje X y, el punto P es la interseccién de la imagen de la linea que divide las
paredes con la linea de fuga.

Usando una escala en centimetros y considerando el punto (0,0), en el punto Pr, donde

la imagen se encuentra en el plano Z = 0, se tienen los siguientes valores presentes en la

figura 1.27:

Plano Z=0

L Linea de fuga (15.1,0)

Linea que divide a las paredes

Ficura 1.27
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Al = (=7,1,03)
A = (=7.1,-1,7)
AL = (=2,1,0,4)
A = (=21,-03)
F, = (151,0)
F = (—6,1,0)

P, = (0,0)

Para calcular La distancia del espectador al objeto 1, consideramos que el cojin tiene una

altura de 50 cm, es decir

por otra parte

Ry = |Yha — Yool
= 0,3+ 1,7|
= 2

hy = |y — Yaol
= 0,4+ 0,3
= 0,7

las cuales son las alturas de las imagenes de los cojines.

Primero calculemos la distancia del espectador al cuadro usando la ecuacién (1.5):

2 9 2 2
T — X rhn+x 15,1 — (—6,1 15,1 4+ (—6,1
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Luego se realizan los otros cédlculos que se requieren para hallar la distancia entre los cojines

usando la ecuacion 1.7.

d = /(dz)*+ (dx)?

= /449,32 + 28,672

= 450,21

Al final se tiene que la distancia entre los dos cojines escogidos es, de aproximadamente

cuatro metros y medio.

4. Calculo con tres puntos de fuga

Cuando tenemos una imagen en la que se presentan un objeto con tres puntos de fuga, con
las lineas que fugan a un punto perpendiculares a las lineas que fugan a los otros dos puntos,
se puede calcular la distancia del fotégrafo a ese objeto como se muestra a continuacion.

En la figura 1.28, tenemos una fotografia del edificio Parque Central. Queremos saber a
qué distancia del edificio estaba la persona que tomé esa foto, es decir, tenemos un camarogra-
fo en una posicion F = (f, g, —d) en el espacio tridimensional, donde debemos calcular f, g
y d.

Para calcular esta posicién del camardgrafo, se hace uso de los puntos de fuga, que se
encuentran en la extension de ciertas lineas en la foto y que los determinan. Esas lineas son
la imagen bordes del edificio que son paralelas o perpendiculares entre ellas.

Si las lineas son paralelas entre si, por el teorema 1.8 tienen el mismo punto de fuga,

haciendo uso de ese teorema, aparecen en la figura 1.28, tres puntos de fuga A, By C.

B= (35.9,595)

A=(0.29 1

(0.0) C= (1145, 0)

FiGura 1.28
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Luego la linea de visién del punto F al punto de fuga A, es paralela al par de lineas que
en la imagen fugan a A, andlogamente para los puntos B y C, como cada par de lineas en la
imagen que fugan a cada punto, son perpendiculares a las lineas que fugan a los otros dos

puntos en el edificio, entonces se cumple lo siguiente:

EB es perpendicular FA, EB-EA =0
EB es perpendicular EC, EB - EC' =0
E A es perpendicular EC', EA- EC =0

A=1(0,29,0),B = (35,9,59,5,0),C = (114,5,0,0), E = (f, g, —d)

EA=(—f,29—g,d),EB=B—FE=(359— f,59,5—g¢,d), EC = (114,5 — f, —g,d)

luego usando la ortogonalidad y datos de la ubicaciéon de los puntos en la imagen, se

tienen las siguientes ecuaciones:

(1.9) EA-EB = —359f 4+ 172,55 — 62,49 + f2+ g2+ d2 = 0
(1.10) EA-FEC =—1145f+0—29g+ f2+ g2+ d2 =0
(1.11) EB-EC = —150,4f + 4110,55 — 59,5 + f2+ ¢2 + d2 = 0

Si en este sistema de ecuaciones, se le resta a la ecuacién (1.9), la ecuacién (1.10) y (1.11),

se obtiene lo siguiente:

(1.12) 78,6f — 59,59 = —172,55

(1.13) 114,5f — 2,99 = 3938

Resolviendo las ecuaciones (1.12) y (1.13), se obtiene que g = 49,93, f = 35,66 y susti-
tuyendo estos valores en la ecuacién (1.11), se llega a que d ~ 21,42, es decir, el fotégrafo se

encontraba a una distancia aproximadamente de 21,42 m del edificio.



Capitulo 2

Algebra homoloégica

En el capitulo II, se presentaran definiciones en general sobre los complejos de cadenas.
De estos complejos se consideran los casos especiales de los complejos simpliciales y ctibicos,
donde el interés se centra en el estudio de la homologia en los mismos, el cual trata, sobre
un procedimiento que busca asociar a estos objetos matemaéaticos una secuencia de grupos

abelianos que permitiran obtener informacién topoldgica.

OBSERVACION 2.1. Para la demostracién de los corolarios, proposiciones y teoremas que

no se presentan en el capitulo, ver [3].

El dltimo teorema y corolario de este capitulo son de suma importancia, ya que permiten
considerar por medio de ciertos procedimientos como el colapso elemental para los conjunto
cubicos, un complejo que se encuentra contenido en otro complejo K, pero que preserva
la misma informacion topoldgica que este ultimo, y en donde se facilita el conseguir esa

informacion mediante el calculo de su homologia.

OBSERVACION 2.2. En todos los comandos, que involucran cdlculos de componentes
conexas, se utiliza la conectividad (8 — adyacencia, 1) para el objeto y, la conectividad

(4 — adyacencia, 0) para el fondo.
1. Complejo
1.1. Complejo de cadena.
DEFINICION 2.3. Un complejo de cadena sobre un anillo R es un par (C,d) donde C

representa una familia de R-médulos €, y donde d, denominado diferencial del complejo,

representa una familia de R-homomorfismos d,, tal que V n € Z se cumple lo siguiente:

(1) dn+1 . Cn+1 — Cn
(ii) Im(d,41) C Ker(d,), para cadan € Z.

De la condicion (ii) se sigue que

25
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dn o) dn+1 = 0.
C}, en la definicion anterior se denominada el espacio de k — cadena del complejo.

DEFINICION 2.4. El complejo de cadenas (C,d) se denomina exacto en el paso n si

Im(d,+1) = Ker(d,), y es exacto si lo anterior se cumple para cada n € Z.

DEFINICION 2.5. Una aplicacién en cadenas, entre dos complejos de cadenas (C,d) y
(C*,d*), representa un diagrama de cuadros conmutativos f : C' — C* entendido como
un conjunto de R — homomor fismos {f, : C,, — C} n € Z, donde para cada n € Z se

cumple lo siguiente:

d:zofn - fn—l Odn

DEFINICION 2.6. Sea (C,d) un complejo de cadenas y consideremos los siguientes R-
submodulos de C,:

Ker(d,) denotado por Z,(C) y denominado n-ciclos, Im(d,+;) denotado por B,(C) y
denominado n-bordes.

La homologia de (C, d) es la suma directa externa de los n-ésimos R-mdédulos de homologia

de C' denotado por H,(C'), donde este se define como el cociente H,(C) = %.

TEOREMA 2.7. Toda aplicacion en cadenas f : C, — C. determina una aplicacion
en homologia H,.(f) : H.(C.) — H.(C}), que consiste en un conjunto de homomorfismos,
H,(f) : H,(C.) = H,(C.) donde ¢ € Z dados por H,(f)(c+ B,(C\)) = fu(c) + B,(C.)
donde ¢ € Z,(C.).

DEFINICION 2.8. Sea (C’,d') un subcomplejo del complejo (C,d) , f : C" — C es un cuasi-
isomorfismo si la funcién inducida por f a la homologia del complejo f: H(C') — H(C') es

un isomorfismo.

DEFINICION 2.9. Una homotopia en cadenas, entre dos aplicaciones en cadenas f, g :
C* — C es una sucesién de homomorfismos {D,, : C,,;* — C,, .1} n € Z, tal que para cada

n € Z se cumple:

dnJrl o Dn + anl o dn* = fn — Gn
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DEFINICION 2.10. Dos complejos C* y C se dice que son homotépicamente equivalentes,
si existen aplicaciones en cadenas f : C* — C'y g : €' — C*, donde g se define como el
inverso en homotopia de f que satisface lo siguiente:

Existe una homotopia en cadenas entre las aplicaciones f o g y id, y, otra homotopia en

cadenas entre go f y idc«.

PROPOSICION 2.11. Dada dos aplicaciones en cadenas f,qg: C, — C. y f', ¢ : C. — C”,
tal que si existe una homotopia en cadena entre f y g y, otra homotopia en cadenas entre [’

y ¢, entonces se tiene una homotopia en cadenas entre f'o f y g og.

LEMA 2.12. Las aplicaciones homdotopas en cadenas inducen aplicaciones iguales en ho-
mologia, es decir, si existe una homotopia de cadenas entre f y g, entonces H,(f) = H,(g)

para cadan € Z.
1.2. Complejo de cocadena.

DEFINICION 2.13. Una sucesién finita o infinita de homomorfismos de R-médulos

Xy 9y g

se denomina semiexacta, cuando la imagen del homomorfismo entrante esta contenida en

el nucleo del homomorfismo saliente en todo modulo diferente de los extremos.

DEFINICION 2.14. Una sucesién exacta de médulos, es una sucesion finita o infinita

Lx ey 9 g

de homomorfismos de R-mddulos tal que la imagen del homomorfismo entrante coincide
con el niicleo del homomorfismo saliente de todo médulo distinto de los extremos (si existen)

de la sucesion.

DEFINICION 2.15. El complejo de cocadenas (C,0), es una sucesién semiexacta ascen-
dente C, es decir, utiliza subindices crecientes para los médulos, donde los homomorfismos
de R-modulos son representados por 9, asi el complejo de cocadenas es una sucesién de la

forma:
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C-... 0 o192l om ey omd On1

C} en la definicién anterior se denominada el espacio de k — cocadena del complejo.

OBSERVACION 2.16. Los términos cocadenas, cociclos y cobordes son utilizados en los
complejos de cocadenas, en analogia a la cadena, ciclo y borde para los complejos de cadenas

y en la notaciéon se usan superindices en lugar de los subindices.

DEFINICION 2.17. Sea (C,d) un complejo de cocadenas y consideremos los siguientes
R-submodulos de C,;:

Ker(6,) denotado por Z"(C') y denominado n-cociclos, Im(é,—1) denotado por B*(C) y
denominado n-cobordes.

La cohomologia de (C,0) es la suma directa externa de los n-ésimos R-médulos de coho-

mologia de C' denotado por H"(C'), donde este se define como el cociente H"(C') = IZ;—Eg;.
2. Complejo simplicial
DEFINICION 2.18. Una combinacién convexa de k + 1 puntos Vy, Vi, ..., Vi, € R™ espacio

euclideo, es un punto x € R" tal que x = togVo+t:Vi+ ...+t Vi donde tg+t1+-- -+t =1
y t; > 0 para todo 0 <1 < k.

DEFINICION 2.19. Un conjunto de k+1 puntos Vj, Vi, ..., V} es afinmente independiente,
si el conjunto Vi — Vi, Vo — Vg, ..., Vi — V4 es linealmente independiente en R".
DEFINICION 2.20. Sean Vj, V1, Va, ..., Vi, (k+1) puntos en un espacio euclideo n-dimensional

que forman una combinacién convexa y son afinmente independientes es lo que se denomina

un k- simplice, donde los puntos son los vértices del k-simplice.

EJEMPLO 2.21. Tenemos: O-simplice — (punto). 1-simplice — (segmento de linea).

2-simplice — (tridngulo). 3-simplice — (tetraedro).

DEFINICION 2.22. Una cara D de un (K +1)-simplice P, es un K-simplice tal que D € P,
con K € N.

DEFINICION 2.23. Un complejo simplicial, es una coleccién finita & de simplices en el

espacio euclideo n-dimensional que satisface lo siguiente:
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(i) Cada simplice contiene todas sus caras.

(ii) La interseccién de cualquiera dos simplices de k es vacio o tienen una cara comun.

Un complejo simplicial consta de un conjunto de k-simplices denotado por Cy ( Cj es
un R-modulé, donde R es un anillo conmutativo unitario) y, un conjunto de aplicaciones dy
entre esos k-simplices con k£ € N que cumplen lo siguiente:

(i) dy : Cpe1 — Ck
(ii) dyodry1 =0
(iii) Im(dgs1) C Ker(dy), para cadan € Z.
Este complejo se denotara por (C,d), donde C' representa al conjunto de los Cy, y d al de

las aplicaciones dy.

DEFINICION 2.24. sea ¢ un n-simplice denotado por < a,as,...,a, > , donde a; son
los vértices de o, 0° es la i-ésima cara de o definida como el n — 1-simplice que resulta de

extraer el vertice a; a 0, es decir, 0* =< ay, ... a1, A1, -, Ay >.

DEFINICION 2.25. La frontera de un n-simplice o, es un operador definido por 9(c) =
> (=1)at.

DEFINICION 2.26. Un k-simplice es compartido si es cara de mds de un (k + 1)-simplice,
es libre si pertenece s6lo a un (k + 1)-simplice y es maximal si no pertenece a ningun otro

simplice.

DEFINICION 2.27. El adelgazamiento de un complejo K, es el calculo de otro complejo
K’ que preserva toda la informacién topoldgica de K, cuando este se hace a nivel algebraico

se denomina adelgazamiento algebraico.

DEFINICION 2.28. El colapso simplicial, es un proceso que permite un adelgazamiento
algebraico sobre algiin complejo simplicial K, se toma un simplice maximal 0 € K y una
cara libre o’ de o, luego se tiene que K colapsa simplicialmente en K — {o’, 0}, este proceso
se acaba cuando ya no es posible realizar mas colapsos, es decir, cuando todas las caras del

complejo son compartidas.

OBSERVACION 2.29. Con el colapso simplicial se produce una contraccién de cadenas de

C(K)aC(K—{d,0}).
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DEFINICION 2.30. Un espacio X es contractil siy sélo si, tiene el mismo tipo de homotopia

que un punto.

DEFINICION 2.31. Una contraccién de cadenas de un complejo de cadenas C a otro
complejo de cadenas C’; es un conjunto de tres homomorfismos (f, g, ¢) tal que:
(1) i) f: C — C"y g:C" — C son aplicaciones de cadenas (Do f = fody
dog=go0d)
(2) (ii)f o g es la aplicacion identidad de C”
(3) (ili) ¢ : C — C' es una homotopia de cadenas de la funcién identidad de C id, a

go f,estoes,pod+0o¢p=1d.+gof.

PROPOSICION 2.32. En una contraccién de cadena (f,g,¢) de un complejo de cadenas

C(K) a un complejo K', ambos complejos tienen grupos de homologia isomorfos.

Algoritmo de adelgazamiento algebraico
Entrada:conjunto ordenado de simplices {o1,...,0,}

Salida: la contraccién de cadenas (f, g, @)

Inicialmente f(o) := 0, ¢(o) := 0 para cada o € K; y h:= {0}
para ¢ = 1 hasta ¢ = n hacer

si f(0o;) = 0 entonces

h=hU{oi}

floi) =0

sino

elegir algin o;def(0o;) h:=h —{o;}

para k = 1 hasta k = m hacer

si o aparece en la expresiéon de f(oy) entonces

flow) = flox) — f(0:) d(or) := ¢(o%) + o7 + ()

fin si fin para fin si fin para

para todo o € h hacer

g(0) =0+ ¢(0o)

fin para

En el algoritmo de adelgazamiento algebraico, se considera un complejo simplicial K

con su conjunto ordenado de simplices {oy,...,0,}, donde se presenta (f,g,¢), como la
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contraccién de cadenas de C'(K) a K’ donde K’ es un complejo de cadenas con diferencial
nula e isomorfa a H(C(K)) y con h como el conjunto de sus generadores. En este algoritmo,
si fO(0;) = 0, entonces o; crea una clase de homologia y o; es anadido h, si lo anterior no
pasa, se elije un simplice que se encuentra en la expresion de f0(o;) para ser restado al
conjunto h. Al final los elementos de h generan las clases de homologia de H(C(K)) al ser

este isomorfo a K’.

EJEMPLO 2.33. Se tiene el complejo simplicial K de la figura 2.1, al cual se aplica el
algoritmo del adelgazamiento algebraico mostrado en la tabla de la figura 5.1 presente en los
anexos, en la secciéon 1, donde se obtienen los generadores del complejo de cadenas K’, con

lo que se concluye que K es contractil al obtener K’ un solo generador (< 2 >).
K={<1><2><3><4><5><6><1,3><1,4><1,6><2,3>,
<2,5><3,4>,<3,5>,<3,6>,<4,6>,<1,3,4>,<1,3,6>,<1,4,6>,

<2,3,5><3,4,6>,<1,3,4,6 >}

FiGura 2.1

En los anexos, en la seccion 1, se presenta en la figura 5.2 y 5.3, la tabla de adelgazamiento
del complejo simplicial para la funciéon f y ¢ respectivamente, utilizando el algoritmo de

adelgazamiento algebraico.

DEFINICION 2.34. Sean (C,d) y (C',d") complejos simpliciales, donde Cj es el subcon-

junto de los 0- simplices (Vy, V1, V4, ..., V) de C'y, C{ el subconjunto de los 0- simplices de
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(f(Vo), fOV), f(Va), ..., f(V)) de C". Sea f : Cy — C{, una funcién continua y biyectiva,
consideremos a g : C' — " la funcién extension de f / Vx € C, x = ZiN:o t;V; se tiene

que g(z) = Zf\;o t;f(V;), entonces g es denominado homeomorfismo simplicial.
3. Complejo cubico
3.1. Conjunto cubico.

DEFINICION 2.35. Un intervalo elemental, es un intervalo cerrado I C R de la forma

I =la,a+1] oI =]la,a]:=[a] donde a € Z.
EJEMPLO 2.36. [—1,0], [2, 3] son intervalos elementales.

OBSERVACION 2.37. Se llama degenerado al intervalo elemental que solo contiene un
punto,es decir, que tiene la forma [a], y no degenerado al intervalo elemental de longitud 1

de la forma [a,a + 1] con a € Z.

DEFINICION 2.38. Un cubo elemental @ es un producto finito Q = I} X Iy x -+ x Iy

donde Ij;, es un intervalo elemental V1 < K < N.

EJEMPLO 2.39. Q1 = [1,2] X [—2, —1] X [3], Qs = [O, 1] X [0, 1] X [0, 1}, Q3 = [3,4] X [1, 2],
4= [172]7Q5 = [172} X [1]7 Qs = [1] X [172]'

DEFINICION 2.40. El conjunto de todos los cubos elementales en el espacio R? se denota

por K% el conjunto de todos los cubos elementales se denota por K, es decir

K = G K4
d=1

DEFINICION 2.41. Sea Q = I; x Iy x --- X I; un cubo elemental contenido en el espacio
R? se define emb(Q) como el ntimero de componentes de @ por lo tanto emb(Q) := d.

El intervalo elemental Ix se conoce como la k-ésima componente de () y se denota por

Ix(Q)

EJEMPLO 2.42. Sea Q4 = [1,2] x [—2,—1] x [3], el intervalo elemental [3] = I3, es la

tercera componente de Q4 donde emb(Q4) = 3.

DEFINICION 2.43. La dimensién de @) se define como el nimero de componentes no

degeneradas de @) y se denota por dim(Q).
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. Q1 =[1.21%[-2,- 1= [ C R®

Q2= [01]=[01]=[01]CR?

1 2 3 4
e Q4 =[1.2]C R
1 2
2 Q5 = [1.2]x (1] R?
OB] =[(12%[11C
: Q6 = [1]x[1 2]CR2
Q5
1 2
Ficura 2.2

OBSERVACION 2.44. Si Q € Ky dim(Q) = ¢ se denota por Q € K.

EJEMPLO 2.45. Para el cubo elemental, Q4 = [1,2] x [—2, —1] X [3], [3] es una componente

no degenerada, por lo que la dim(Q4) = 2.

PROPOSICION 2.46. Si Q € K¢ y P € Kf,' entonces () x P € ngjl.

DEFINICION 2.47. Sean Q, P € K, cubos elementales, si Q C P, decimos que () es una
cara de P y se denota por Q < P.Si Q = Py ) # P, decimos que ) es una cara propia de
P,y se denota por ) < P. ) es una cara principal de P si Q < Py dim(Q) = dim(P) — 1.

EJEMPLO 2.48. Las caras de [0, 1]* son:

[0, 1] x [0,1],]0] x [0,1],[1] x [0,1],]0,1] x [0],
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[0, 1] > 1], [0 > [0, [0] > [1], [1] > 0], [1] > [1].

Las caras propias de [0, 1]? son:

[0] > [0,1], [1] > [0, 1], [0, 1] > [0], [0, 1] x [1],
[0] > [0]; [0} > [1], [1] [0, [1] > 1].

Las caras principales de [0, 1]? son:

[0] x [0,1],[1] x [0,1],]0, 1] x [0], [0, 1] x [1].

DEFINICION 2.49. Un conjunto X C R? es ctibico, si X puede ser escrito como una unién

finita de cubos elementales. Para X C R? conjunto ciibico, se usa la siguiente notacién:

K(X):={Qe K /QcCX}
Ko(X) :={Q € K(X) / dim(Q) = c}.

EJEMPLO 2.50. Sea X = [0,1] x [0,1] x [1,2] UJ [2] x [1,2] U [2, 3] entonces se tiene lo

siguiente:

K3(X) = {[0,1] x [0,1] x [1,2]}
Fo(X) = {[0] x [0,1] x [1,2], 1] x [0,1] x [1,2],]0,1] x [0] x [1,2],

[0,1] x [1] x [1,2],[0,1] x [0,1] x [1],[0,1] x [0,1] x [2]}
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Los elementos de Kj(X) son los k-cubos de X, donde los elementos de Ky(X) son los

vértices de X y los elementos de K;(X) son las aristas de X.
PROPOSICION 2.51. Si X C R? y es ciibico, entonces X es cerrado y acotado.

DEFINICION 2.52. Sea I un intervalo elemental, su celda elemental asociada es:

i (a,a+1) sil=][a,a+1]
[a] si ] =a,d]
La celda elemental asociada al cubo elemental ) = [; X Iy X --- X Iy, se define como

Q:i1Xi2X"'XiN.
EJEMPLO 2.53. las celdas elementales asociadas a @1 = [1,2] x [—2, —1] x [3] son:
Ql = (172) X <_27 _1) X [3]

Dado un punto en Ry se definen en las celdas elementales dos funciones usadas para

describir las celdas o cubos que las contienen, estas son:
piso(x) := max {n€ Z / n<uz}
techo(x) ;= min {n € Z / x <n}.

PROPOSICION 2.54. Las celdas elementales tienen las siguientes propiedades.
() R =U{0 / Q ¢ K1}
(ii) Sea A C R? frontera = card{Q € K* / QA +# 0} < x
(iii) $i Py Q € K, entonces PN Q=0 o P=Q
(iv) Para cada Q € K, Q= Q
V) QeKi=Q=\{P/PeK'PcQ}
(vi) S1 X es un conjunto cibico y QﬂX % O para algun cubo elemental QQ, entonces
QCX.

DEMOSTRACION. (iv)Sea @ € K% un cubo elemetal, por definicién de celda elemental
se tiene que Q C Q. Por otra parte la CIQ ={F c R/ Q C FyF escerrado }, como
(@ es el menor cerrado que contiene a Q entonces () C F para todo F' cerrado / Q C Q, es

decir, Q C N F =clQ, luego Q = Q. O
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OBSERVACION 2.55. La demostracién de las propiedades (i), (ii), (iii), (v) y (vi) se en-

cuentran en [3].

PROPOSICION 2.56. Una cara (k — 1) — dimensional de un cubo elemental (k + 1) —

dimensional, es una cara comun de exactamente dos caras k — dimensionales de Q).

DEMOSTRACION. . Sea () un cubo elemental (k+1)-dimensional y sea P una cara (k—1)-
dimensional de @), () = I; x I X --- x I,, contenida en R" donde /; es un intervalo elemental
para todo 1 < j < n, con K + 1 intervalos no degenerados y n-(K+1) degenerados, los
intervalos no degenerados de @ son de la forma [Z;, 7, + 1], ..., [Zks1, Zkt1 + 1] con Z; € Z,
para todo 1 < i < k + 1, ahora como P C @ y es (k — 1)-dimensional, esta compuesta
por (k — 1) cualesquiera de los intervalos anteriores, es decir, a P lo conforman [Z;;, Z;; +
1, ... [Zitk=1)s Zik—1) + 1], como la dimensién de @ es (k + 1), existen exactamente dos
intervalos elementales no degenerados que no pertenecen a P, digamos que estos intervalos
son :

[Zay Zo+ 1], [Zy, Z, + 1] , ahora si consideramos los cubos elementales ); conformado por
los intervalos elementales no degenerados [Z,, Z, + 1] v [Zi1, Zin + 1], .. ., [ Zig—1)> Zigg—1) + 1]
y el cubo elemental @) conformado por [Zi, Za + 1], ..., [Zigk—1), Zite—1) + 1] ¥ [Zs, Zp + 1],
estos dos cubos elementales )1 y (J2 son caras k-dimensionales de () en donde P es cara

comun de esos dos cubos. O
3.2. Cadenas cubicas.

DEFINICION 2.57. Consideremos un k-cubo elemental Q € K¢, identificamos un objeto
algebraico Q llamado una k-cadena elemental de R?. El conjunto de las k-cadenas de R? es

denotado por K¢ = {Q / Q € K!}. El conjunto de todas las cadenas elementales de R es

dado por:
k= ) &2
K=0
DEFINICION 2.58. Dada una coleccién finita de k-cadenas elementales {Ql, . ,@m} C

K¢, se considerara la suma de la siguiente forma:

A

c=a1Q1+--+ aQO, donde a; € Z.
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El conjunto de las k-cadenas es denotado por C¢, la suma de las cadenas es naturalmente

definida por:

m m

Z ai@i + Z bi@i = Z(ai + bz)Qz
i=1

i=1 i=1
PROPOSICION 2.59. C¢ es un grupo abeliano libre con base K. Para cada Q € K¢ se
define Q: K& — Z tal que:

0 QP)=1 siP=Q
QP)=0 siP#Q

la funcidn cero, se define como 0(Q) = 0, para todo Q € K.

DEFINICION 2.60. El grupo de K-cadenas C¢ de R? es el grupo libre abeliano generado
por las cadenas elementales de f(;j. Asf los elementos de C¢ son funciones ¢ : K — Z tales
que ¢(Q) = 0, para todo @ excepto un ntimero finito de Q € K¢, en particular K 4 es 1a base
para C{. Si ¢ € C¢ entonces dim(c) = k.

Acd se tiene que, para los cubos elementales Q C R, con K < 0y K >d, K;, = Q y

sugrupo de k-cadenas es C¢ = 0.

PROPOSICION 2.61. La transformada ¢ : K — K,‘f dada por ¢(Q) = Q es una funcién

biyectiva.

DEFINICION 2.62. Sea ¢ € C¢. El soporte de la cadena c es el conjunto ctibico
ol = @ € Ki / «(@) # 0}.

PROPOSICION 2.63. El soporte satisface las siguientes propiedades.
i) || =0 < c=0.
(ii) Seaa e Z yce C =
O sia=0
le| sia#0

|acl =

(i) $iQ € K = Q| = Q.

(iv) Sici, ca € C = ey + ca| C ler|U]eal

DEMOSTRACION.
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(ii) |ac| == U{Q € K@/ac(Q) # 0}. Si a = 0 entonces ac(Q) = 0V Q € K¢, entonces
lac| = O.
Si a # 0 se tiene que, ac(Q) # 0 < ¢(Q) # 0, luego

jacl == H{Q € Ki/ac(Q) # 0} = {Q € ki / e(Q) # 0} = |c]
(i) sea Q € CZ, |Q] := | {P € k& / Q(P) # 0} por definicién Q # 0 < P = Q, luego
QI=Q. O

OBSERVACION 2.64. La demostracién de las propiedades (i) y (iv) para el soporte, se

encuentran en [3].

DEFINICION 2.65. Considere ¢y, c; € Cf donde ¢; = Y ", al-@i vy =y leZ

El producto escalar de las cadenas se define como:

m

< Cp,Co >:i= Zazbl

i=1

PROPOSICION 2.66. |c| := | J{Q € k! / < ¢,Q ># 0}.

DEMOSTRACION. Basta con probar que ¢(Q) =< ¢, Q >. Como ¢ es una K-cadena CY,

entonces existen {Q1, ..., Qn} k-cadenas elementales C K dfe=>" a;Q; con a; € Z, por

otra parte sea Q = Q = Y b;Q; , donde

0 sii#k
1 sie=k

luego < ¢, Qp >=< > 4,05, Q >=< D" 4;Qy, > e biQi >= >, a;b; , donde

b =

- 0 siQi#Qr=0Q
a;b; = N N
; 1 siQi=Qr=0Q

por lo tanto se tiene que, < ¢, Qp >=< ¢, Q >= c(Q). O

PROPOSICION 2.67. El producto escalar define una transformacién bilineal, es decir,

<acy +bey,c3 >=a < ci,c3 > +b < co,c3 >y <cr,aco+bes >=a < cp,c9 > +b<cq,c3 >

<. > 0lxCl—Z
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(01,02) =< C1,Cy > .

DEFINICION 2.68. Dado dos cubos elementales P € K{ y Q € K{, se define el conjunto

~

Po Q := P x Q. Esta definicién se extiende a cadenas arbitrarias ¢; € C{ y ¢y € C& por:

A~ A —_—
€10 Cy 1= Z <c, P><c,QQ > P xQ.
PEKkaQEKk/

4 / .
La cadena ¢; ¢ ¢y € C’,fi,‘f, es llamado el producto cibico de ¢y y ¢s.

EJEMPLO 2.69. Sean P, = [—1,0]x [0], B, = [0, 1] x [0], Py = [0] x [~1,0], Py = [0] x [0, 1],

Q1 =1[1,2] y Q2 = [0, 1] cubos elementales y consideremos las cadenas:
a=P+P+P+P ¢ =Q1+Q;

soporte de la cadena ¢,

L.
P soporte de la cadena ¢,
11 "4
I:)1 Pz Qz Q1
T T T T T T T ——
3 2 -1 1 2 3 0 1 2

1 - P3
24

soporte de la cadena Cpc

1

Ficura 2.3
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1 oCy = P;<\C21+P;<\C21+P3/X\621+P;<\Q1

+P;<\Qz + P;<\QQ + P;<\Q2 + Pm2

donde
P xQ;=1]-1,0] x [0] x [1,2], P, x Q1 = [0,1] x [0] x [1,2],
Py x Q1 =10] x [-1,0] x [1,2], Py x Q1 = [0] x [0,1] x [1,2],
P x Qs =1]-1,0] x [0] x [0,1], P> x Q2 = [0, 1] x [0] x [0,1],
Ps x Qo =1[0] x [—1,0] x [0,1], Py X Q2 = [0] x [0,1] x [0,1].
C20cC = Q1/><\Pl+Q1/>UD2+Q1/>-<\P3+Q1/;<\P4+
Q;<\P1 + Q2/;<\1[)2 + Q;<\P3 + Qz/@4
donde

1 x P =11,2] x [-1,0] x [0], Q1 x P, =[1,2] x [0, 1] x [0],
1 x Ps=1[1,2] x [0] x [-1,0],Q1 x Py =[1,2] x [0] x [0,1],
Q2 x P =10,1] x [-1,0] x [0], @2 x P, = [0, 1] x [0, 1] x [0],

Q2 x P3=10,1] x [0] x [-1,0], Q2 x P, =[0,1] x [0] x [0,1].

PROPOSICION 2.70. Sean ci, co, c3, ¢4 cadenas, se cumple lo siquiente:
(i) c;00=00c; =0
(i) c10(ca+cq) =croco+c10cs, sicy,cq €CL
(iii) (cp0cg) 03 =c1o(ca0c3)
)

(iv) Sicpocy =0, entonces ¢y =0 0cy =0
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(V) e o eaf = Jer] X |eal.

DEMOSTRACION. Como ¢, ¢, ¢3, ¢4 son cadenas, podemos decir que ¢; = Y .-, a;P; |
—_ l —_ —~ ~ —_~

Cr =0 1 biQj s = R, ca =370 dQ5 y a; =< 1, Py >, by =< 02, Q >, ¢ =<

C3, Rk >, dz =< C37Qi >c Z7 donde {Plv P27 cee 7Pm}7 {le QZa <. 7Qn}7 {Rla R27 ey Rl}a

. . . Y .
son conjuntos finitos de cadenas elementales contenidas en K, K&, K¢, respectivamente.

(1)

100 = iaiﬁioio@ = iiaiowﬁ\@j)
i=1 j=1 i=1 j=1
= Y Y 0B xQ) =0
i=1 j=1

De manera analoga se demuestra que 0 ¢ ¢y = 0.

(ii)
cro(eatey) = Zazjsi o (Z b;Q; + Z%‘@)
i=1 Jj=1 Jj=1
= Y aPo (Z(bj + dz’)@;)
i=1

J=1

3

n

= a;(b; + d;)(P, 0 Q;).

i=1 j=1

por propiedad distributiva se tiene que

c10(catcq) = Z Z(aibj + aidi)(ﬁi o @\])

i=1 j=1
= SN ab(Bo@)+ Y. Y adi(PoQ))
i=1 j=1 i=1 j=1

= Y aboY b0+ > abo > d,Q;
i=1 j=1 i=1 J=1

= (190C+ 1 0cy.
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(iii)

(croc)0cg = (Z Z j><>ch]/%\k

m n l
D » (azf?)
k=1

i=1 j=1
l

= Z Za b;j(P; x Q] ché\k
i=1 j=1 k=1
m n l

= Zzzaibjck((Pi x Q;) 0]/%;)
i=1 j=1 k=1
m n l

= Z ZCLJ)jCk(Pi X/ij\x Rk)
i=1 j=1 k=1

por definicion de producto cibico se tiene que

<01002)<>03 = ZZZabck P<> XRk)>

i=1 j=1 k=1
= ZalPOZZbCk XRk
7j=1 k=1
= Z POZZbckQJORk
i=1 J=1 k=1

ﬂMg

(Zb Q; chkRk>

= < (CQ 003).

(iv) Sicpoce =0,
C1OC = ZazﬁLOZb]@\j
i=1 j=1
= DD aib(Pix Q)

i=1 j=1

= 0<:>a2-bj:O

esto solo se cumple si a; = 0 0 b; = 0 entonces ¢; =00 ¢y = 0.

42
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(V) Cc10Cy € Cgi]i,l/l
lea| X Jeo| = (J{P € K}/ er(P) #0} x | {Q) € K / (@) # 0}
= (P xQ)) / P e K{,Q; € Kif,ai(P) # 0y e(Q;) # 0}
= (H(PxQ)) / P e Ki,Q; € Kiai # 0y b; # 0}

Como a; # 0y b; # 0 <= a;b; # 0 y sea h un cubo elemental tal que h € K,‘:I,‘f,/, h
se puede escribir como el producto de dos cubos elementales P y Q tales que P € Ky

4 .
Qe K,f,, se tiene entonces que:

(P x Q) / Pe K{.Qj € Kffa; # 0y by # 0} = | J{h € K5l / aib; # 0}

S ab (B x Q)| = (33 aby(Po Q)

i=1 j=1 i=1 j=1

= ‘Cl 002’.

O

PROPOSICION 2.71. Sea Q una cadena cibica elemental de R* con d > 1, entonces existe

una tnica cadena cibica elemental I y P con emb(I) =1 y emb(P) = d—1 tal que Q = IoP.

EJEMPLO 2.72. Para @ = [2,3] x [1,2] x [0,1] los cubos elementales que satisfacen la
proposicién anterior son I = [2,3] y P = [1,2] x [0, 1], donde la dim(I) = 1 y la dim(P) = 2.
Para Q = [—1] x [0,1] x [2] los cubos elementales que satisfacen Q = I o P, con emb(I) = 1

y emb(P)=2son I =[—1]y P =10,1] x [2], donde dim(I) =0 y la dim(P) = 1.
3.3. Cadenas cuibicas en un conjunto cubico.

DEFINICION 2.73. Sea X contenida en R? un conjunto ctibico. Se define K, := {Q / Q €
K,(X)}, donde Cy(X) es el subgrupo de C¢ generado por los elementos de Kj(X) y es el
conjunto de las K-cadenas de X. Como Kj(X) es base de Cy(X), dado ¢ € C(X) tenemos
la descomposicién ¢ = ", ai@\i tal que Q; € Ki(X), con a; := ¢(Q;) V1 <i < m, es decir,
c= {7 a:Q; /] Qi € Ky Q; C X}, esto pasa siy sélosiVQ C K¢/ ¢(Q) = a; # 0 se
tiene que |JQ C X, es decir, |¢| C X, entonces

Cr(X)={ceC! /|| C X}.

PROPOSICION 2.74. V ¢ € Ci(X), c =Y < ¢,Q; > Q.
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DEMOSTRACION. Como ¢ € Cy(X), c =" a;Q; donde Q; C X para 1 < j,k<my

Qj € K, <, C/Q; >=< >0 anj, >y biQ) > donde se cumple que:

0 sik+#y
b, =
1 sik=y
Luego por definicion,
<D_0Qp Y bk >=) > abi=q
j=1 k=1 j=1 k=1

entonces
m

m
c=3 4;Q;=
J=1 J

< C,Qj > Qj'
1

O

EJEMPLO 2.75. Sea ¢ = A+ B —C — D , donde A = [-1] x [0,1], B = [-1,0] x [1],

O =0] % [0,1], D = [~1,0] x [0].

“1.1) ©.1)

(-1.0) D'

F1auraA 2.4. Frontera de cuadrado unidad [—1,0] x [0, 1]

Para el ejemplo de la cadena anterior ¢, los signos estan relacionados con la direccion en
las flechas, si la flecha va de un extremo inferior a uno superior se representa con un signo

positivo(si va de izquierda a derecha o de abajo hacia arriba), mientras que al contrario se

representa con un signo negativo.

3.4. El operador frontera.

DEFINICION 2.76. Dado k € Z, el operador cibico frontera 9 : C¢ — C{ | es una

aplicacion que cumple lo siguiente:
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(i) k(0):=0
(ii) Si Q € K}, se tiene que @Q es un intervalo elemental y Q = [I[] € Kl 0 Q = [I,I+1] €
K para algtin [ € Z. Se define

90 — o si Q= [I]
T+1-[ siQ=[1+1]

o~

(i) si Q € K donde d > 1, por la proposicién 2.71 existen unas tinicas cadenas cibicas
elementales f, P con emb(I) =1y emb(P) =d—1 tal que @ =70 ]3, con lo que
se define

W@ = Ol o P+ (=1)%" D] 6 9y, P
donde k1 = dim(I) y k2 = dim(P).

Extendiendo la definiciéon anterior por linealidad se tiene para ¢ = alé\l 4.+ am@n lo

siguiente:

oyC = alﬁk@\l —+ ..+ amﬁk@;.
EJEMPLO 2.77. Sea Q = [e,e+ 1] x [d] , [ = [e,e+1], P = [d], k1 = diml =1,
k2 =dimP =0

HhQ = OploP+ (=)o d,P

— — o~

— Ofe,e+1]o[d + (—=1)'[e, e + 1] 0 B[d]
— (e+1—[e)ofd—[ee+1]00

ol
[e+1]7[d]

[e"1d]

Q= [e,e+1]d]

Ficura 2.5

Sea Q =[d] x [e,e+ 1], P=|e,e+ 1], [ =[d], k1 =diml =0, k2 = dimP =1
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6kQ = 8k1f<>]5—|— (—1)dim1f<>8k2]5

= Opldole e+ 1]+ (=1)°[d] o dife, e + 1]

= 0ole,e+ 1]+ [do([e+1]—e])

Jole+ 1] —[d]o]e

.

% [drfe+1]
Q =[d]*[e,e+1]
el

FIGURA 2.6

Seaclz[—l/,\()] X@‘F@X@‘F@X [fl\,()]jtﬁ)\]x 0,1] y
e = (0] x [0, 1] + [=1,0] x [0] + [0, 1] x [0]
utilizando el resultado del ejemplo anterior y el hecho de que:

OpC 1= alak@\l + ...+ amﬁk@; , se tiene que :

— o~~~ e~ —— o~ ——
—_—

8k(cl) = 8k[—1,0] X [O —|—8k[0,1 X [O] +6k[0] X
= ([0} x [0]) [1] > [0])
0] x 0]

(
(0] x [0]) (0] x [1])

] ]
([=1] % [0))
(0] x [=1])

0] x [-1]

Ok(c2) = 0Ok[—1,0] x [0] + Ok[0, 1] x [0] + O, [0] x [0,1]
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OBSERVACION 2.78. Si sabemos que ¢ € C¢ ya que el dominio de 0y consiste en las
k-cadenas, entonces es redundante escribir 0y (c), por ello para simplificar notacién se usara

0 en vez de 0.

PROPOSICION 2.79. Sean c y ¢ cadenas ciibicas, entonces d(coc’) = dcoc +(—1)4™co
ac.

COROLARIO 2.80. Si Q1,Qo,...,Q,, son cubos elementales, entonces 8(@\1 o 6/2\2 OO

Qm) =Y (1) Z=14mQQ o 0 Q51 00Q;0Qj110 ... 0 Q.

DEMOSTRACION. Vamos a usar hipétesis inductiva, lo anterior se cumple para k = 1 y
para k = 2, para uno y dos cubos elementales. Supongamos que lo anterior se cumple para

el caso k y demostremos que se cumple para k£ + 1 . Veamos que:

kt1 i . —~ — — — —
0(Q10Q20...0Qk41) = Z(—l) zﬂdlm@i@l<>.--<>Qj—1<>5Qj<>Qj+1<>---<>Qk+ 1
j=1

8(@\10@\20..0@;)
= 8(@\10@0...0@)062(??1)4—

(—1)dim(@°@°'“°@)©\1 60s0...000 8@:
k

(—1) Z=fdlmQLQ1<><>Q]_1<>8Q]<>Q]+1<><>Qk—|— 1+
=1

<

(_1)dim(Q1<>Q2<>---<>Qk)@\1 o 6/2\2 ... 0 @c <o a@:

k
= Z(—l) g:idiinQlo...<>Qj_1<>8Qj<>Qj+1<>...OQkOQk+].+

j=1
k . o~ — — —
(~1)> =10 Qr 0 Qa0 0 Qr o 0Qn
= Z(—l) g:1dlincgl<>...<>C2j_1<>862j<>62j_;'_1<>...<>C)k<>€2k<|>1.
j=1

O

PROPOSICION 2.81. Sea Q € R? un cubo elemental n-dimensional con una descompo-
sicion en cubos elementales dados por Q = I; X Iy x --- x I; € R v, sean los intervalos

1-dimensionales en esta descomposicion iguales a Iy, Lo, . .., Ly, con I;; = [k;, k; + 1]. Para
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7=12...,n sea

Q; 2211X"'Xlij,1><[]{Zj]XIijJrlX"'XId

Q;r1211><"'><]7;j_1><U{fj—Fl]XIij_;,_lX"'X[d

denotan las caras primarias de ). Entonces
0Q = Z 1YQF - Q).
DEMOSTRACION. Por el corolario 2.80,

a@ = 8([1 X [2 - X [d)

= 0T 0L 0---0ly)

n

= Z(—l) Elidimliflo---ol 106[ <>I+1<> o1y

j=1
= Y (DAoL o ([Kjn] = [Kj]) o T oo Ly

= > (- DESEmET oo T o K] 0 Lpg o0 Iy

—Z(—l) Z;fdimliflo---og\_l [K]<>I+1<> co Iy

j=1
j=1
S (1T X x Ty X [EG] X L X - %
J=1
= D N - Q)
j=1

O

PROPOSICION 2.82. Sea ) = Q1 X - - - X Qn un cubo elemental de dimension k, demuestre
que el soporte de cada término diferente de cero, en la suma del corolario 2.80, es la union

de dos caras (k — 1) dimensionales de Q.
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—

DEMOSTRACION. Por la proposicién 2.81 9Q = Z;‘:l(—l)ﬂ'*l(é} — Q5 ), luego

(177, - @ ) =JlQ € Ki/(—1)7'QF - Q7 (Q) # 0}
= Jlee K/ (-17(QF(Q) - (-1)7'Q; (Q)) # 0}
=Uleeki/e=000=0;y =0 J@;.

PROPOSICION 2.83.
0o0=0.

PROPOSICION 2.84. Para toda cadena ¢ € C¢, se cumple que |Oc| C |c|.
PROPOSICION 2.85. Sea X C R¢ un conjunto cibico, entonces Ox(Ci(X)) C Cr_1(X).

DEFINICION 2.86. El operador frontera del conjunto cibico X es definido como 9 (X) :

Cr(X) — Cr_1(X) que se obtiene por la restriccién de 0y, : C¢ — C¢ | a Cp(X).

DEFINICION 2.87. La cadena ctbica compleja para el conjunto ctibico X en R? es
C(X) = {Cr(X),0u(X)}, k € Z, donde Ci(X) son el grupo de k-cadenas ctibicas gene-
radas por Kj(X) y 0x(X) es el operador frontera ciibico restringido a X.

3.5. Homologia de conjuntos cubicos.

DEFINICION 2.88. Sea X en R? un conjunto ciibico, una k-cadena z € Ci,(X) es llamada

un ciclo en X si 0z = 0, donde definimos Z(X) := kerdy(X) = Cp(X) [ kerdx C Cr(X).

DEFINICION 2.89. Una k-cadena z € C(X) es llamada una frontera en X si existe un

¢ € Cp41(X), donde Oc = z. Luego By (X) := imag(dg11(X)) = Ok11(Cry1(X)) C Cr(X).

Sea z una frontera en X se tiene que existe un ¢ € Cyy1(X) donde dc = z, usando el
hecho de que o9 = 0 = d o0 J(c) = 0z = 0,por lo tanto toda frontera es un ciclo y asi
By(X) es un subgrupo de Z(X).

DEFINICION 2.90. Dos ciclos 21, 22 € Zi(X) son homélogos si 21 — 2o € Bi(X) y el

k-ésimo grupo de homologia de X es el grupo cociente:

_ Zn(X)
By(X)

Hk(X) .
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DEFINICION 2.91. La homologia de X es la coleccién de todos los grupos de homologia

de X denotada por

H (X) := {H(X) }rez.

DEFINICION 2.92. Dado z € Cy(X), [z]x € Hg(X) es la clase de homologia de z en X.

Para simplificar notacién se usara [z] := [z]x.
3.6. Componentes conexas y Hy(X).

DEFINICION 2.93. Para un espacio topoldgico X y x € X, la unién de todos los subcon-
juntos conexos de X que contienen a x es un subconjunto conexo de X, estos son llamados

las componentes conexas de x en X y se denotara por ccx ().

TEOREMA 2.94. V x,y € X se tiene que:

cex(x) = eex(y) 0 cex(x) ﬂccx(y) =0.

PROPOSICION 2.95. Para cada x € X existe un vértice V€ Ko(X) tal que ccx(x) =
cex (V).

COROLARIO 2.96. Un conjunto cibico tiene solo un niumero finito de componentes cone-

xas.

DEFINICION 2.97. Una secuencia de vértices Vo, Vi,...,V,, € Ko(X), es un camino de
aristas en X, si existen aristas Fy, ..., E, € K;(X) tal que V;_1,V; son dos caras de E; para
1=1,2,...,n.

Para VW € Ky(X) escribimos V' ~x W si existe un camino de aristas Vy, Vi,...,V, €
Ko(X)en X talque V =V y W = V,,. Decimos que X esta conectada por aristassi V' ~x V'
para cualquier V, V' € Ky(X).

DEFINICION 2.98. Una secuencia de vértices Vi, ..., V11 € Ko(X), es un camino conexo

cerrado en X, si es un camino de aristas y ademas Vi = V4.

OBSERVACION 2.99. En lo que sigue, [aias...a,]T, representara a la traspuesta de un

vector de 1-columna por n-filas con a; en la i-ésima posicién, 1 <i<n .
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PROPOSICION 2.100. Sea X un conjunto cibico formado por n vértices Vi, ..., Vi, Vait
€ Ko(X) que forman un camino conexo cerrado, entonces Hy(X) tiene un solo elemento

como base.

DEMOSTRACION. Ko(X) = {V; = [10...0]7,V5 = [01...0]7,...,V,y1 = Vi} donde
V;=10...1...0]7 es un vector de n filas por 1 columna, con 1 en la i-ésima fila y 0 en el
resto.

Ki(X)={A, =[10---0)7, Ay = [01---0]T, ..., A, = [0---01]T} donde A; = [0---1---0]T
es un vector de n filas por una columna, con 1 en la i-ésima fila y 0 en el resto.

Sea z € C1(X) , z = A1 + Ao+ ...+ a, Ay, = a;A; con o; € Zs.

O1(z) = > i 01y A; por ser 0 transformacion lineal.

Ya que Vi,...,V, € Kyo(X) es un camino de aristas donde A; = [V;,Vi1] v A, =
Vi, Voga] = [Vi, Vi), con 1 < i < n.

01(A) =01([Vi,Vig1]) = Vig1 = Vi =1[0---1—=1---0] con 1 en la i-ésima filay —1 en la
1 + 1-ésima fila

Oh(Ap) = 0u([Va, i]) = V1 =V, = [10... — 1]

Luego se tiene

-1 0 --- 0 1 aq oy — O

1 -1 .- 0 0 9 a1 — Qg

0 1 0 0 Q3 Qg — (3
81(2) = =

0 o --- =1 0 Q1 Q9 — Olpy_q

0 o --- 1 -1 o, Q1 — Qi

Si 01(z) = 0 tenemos:

a, — aq 0
a1 — (9 0
g — (X3 0
Op—2 — Op_1 0

Q1 — Qi 0
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Q] = Qp, 0] = Qig, ..., 1 = Oy, luego sea a = oy se tiene que z = af11---1]T vector
de n-filas por 1-columna con o € Z, , entonces kerd; = a[11---1]7.

er erdX al1.-1]7
H\(X) = Z1(X)/Bi(X) = geatiy = o = U5 = alll = 1= 11)7), por ser 9, una

transformacion lineal y Cy(X) = 0.

Como el tinico elemento de la base de Hi(X) es [[1 — 1 — 11]7], Se tiene entonces, que
los conjuntos cubicos con vértices que forman un camino conexo cerrado, poseen un solo

elemento en la base para Hy(X). O

COROLARIO 2.101. El numero de componentes conexas de un conjunto cubico X, de n

vértices, es iqual a n.

DEMOSTRACION. Ko(X) = {Vi,Va,...,Vi} = {[10...0]7,[01...0]7,...,[00...1]"} ele-
mentos base de Ky(X)
Zo(X) _ kerdg
Ho(X) = 53 = menx
lineal 0;(C1(X)) = 01(0) = O, por otra parte como img(dy) = 0, entonces kerdy = Cy(X)
(

Como C1(X) = 0y el operador frontera es una transformacion

Sea ¢ € Co(X), ¢ = ayVi + auVo + -+ + Vi, = [ag -+ a,]T donde o; € Zy con

l<i<n

a1[10...0]T + a[01...0]T + - + ,[00. .. 1]T

5 —

@1[10...0]T + as[01...0]T + -+ - + o, [00 ... 1]T

donde V; +V; #0 Vi # j , es decir V; + V; no pertenece a By(X), luego ningtin par de
vértices son homologos por lo que la base para Hy(X) son los n vértices, por lo tanto n es el

nimero de componentes conexas del complejo cibico de n vértices. 0

PROPOSICION 2.102. (i) Cada cubo elemental esta conectado por aristas.
(ii) Si X e Y son conjuntos cibicos conectados por aristas y X (Y # O , entonces

XY es conectado por aristas.

PROPOSICION 2.103. Asumamos que V ~x W para algunos V,W € Ky(X), entonces

existe una cadena ¢ € C1(X) tal que |c| es conexo y dc =W — V.
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DEFINICION 2.104. Para x € X se define la componente conectada por aristas, como la
union de todo subconjunto cibico de X conectado por aristas que contiene a x. Denotamos

esto por eccx ().

PROPOSICION 2.105. Para algin x € X, eccx(x) es conectado por arista.

PROPOSICION 2.106. Para algin x,y € X se tiene que eccx(x) = eccx(y) 6 ecex(x) () ecex(y)

.
TEOREMA 2.107. Un conjunto cibico X es conexo < es conectado por aristas.

COROLARIO 2.108. St X es cubico, entonces para cada x € X sus componentes coneras

y componentes conectadas por aristas coinciden.

LEMA 2.109. Asumamos que X es un conjunto cibico y X1, Xs, ..., X, son sus compo-

nentes conezxas. Si ¢; € Cy(X;) son cadenas k-dimensionales entonces

n n
| Zci| = U |cil.
=1 =1

TEOREMA 2.110. Sea X un conjunto cibico. Entonces Hy(X) es un grupo libre abeliano.

Mas ain, si {P;/i =1,...,n} es una coleccion de vértices en X consistente de un vértice de
cada componente conexa de X, entonces {|P;] € Hy(X)/i=1,...,n} forman una base para
Hy(X).

3.7. Colapsos elementales. El colapso elemental es un proceso en los cubos elemetales
analogo al colapso simplicial que se da en los simplices. Consiste en un método utilizado para
la reduccion en el ntimero de cubos elementales de un complejo cubico X, que facilite los

calculos y que tenga la misma informacién homoldgica que la del complejo ctibico X.

DEFINICION 2.111. Sea X un conjunto ctibico y sea @ € K(X). Si @ no es una cara
propia de algin P € K(X), entonces esta es una cara maximal en X. K,,,,(X) es el conjunto
de las caras maximales en X.

Una cara, que es cara propia de exactamente un cubo elemental en X, es una cara libre

en X.

LEMA 2.112. Dado un conjunto cibico X, Q € K(X), una cara libre en X y asumamos

que Q < P € K(X). Entonces P € Kpqp(X) y Q = dim(P) — 1.
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DEFINICION 2.113. Sea @ una cara libre en X y sea P el inico cubo en K (X) tal que @
es una cara propia de P. Sea K'(X) := K(X) — {Q, P}. Se define:

X' = U R

REK'(X)

entonces X’ es un espacio ctbico obtenido de X via colapso elemental de P por Q).

PROPOSICION 2.114. Si X' es un espacio ciubico obtenido de X via un colapso de P por
Q entonces K(X') = K'(X).
LEMA 2.115. Asumamos que X es un conjunto cibico y X' es obtenido de X wvia colapso
elemental de Py € Ki(X) por Qo € Kix_1(X). Entonces
(i) {c € Cr(X) /Oc € Cr_1(X')} C Cr(X").
(ii) Para cada c € Cy_1(X), existe ¢ € Cr_1(X') tal que c — ¢ € Br_1(X).

TEOREMA 2.116. Asumamos que X es un conjunto cubico y que X' es obtenido via

colapso elemental de Py € Ki(X) por Qo € Ki—1(X). Entonces
H.(X) 2 H.(X").

COROLARIO 2.117. Sea Y C X conjuntos cubicos. Ademas asumamos que Y puede ser

obtenido de X via una serie de colapsos elementales, entonces
H.(X)= H.J(Y).
4. Cohomologia de Céch
DEFINICION 2.118. Sea X un espacio topoldgico, y @ = {Q;} un cubrimiento abierto de

X. Se define el nervio de ) o complejo simplcial N(Q), de la siguiente forma:

(1) Hay un vértice para cada @;
(2) Si Qi Q; # ¢ entonces existe un eje entre Q; y Q;

(3) En general, existe un k-simplice para cada k+1 elementos {Qy . . . Q } el subconjunto

Qo)---NQx # 0.

DEFINICION 2.119. Para un cubrimiento Q de X dado, se define la cohomologia Céch de

X, con valores en un grupo G, como la cohomologia simplicial del nervio, es decir

HYQ,G) = HX(N(Q), G) = Hy(Hom(N(Q), G)).



Capitulo 3

Imagenes digitales

En este capitulo se presentan algunos conceptos para el estudio de las imégenes digitales
2D y 3D, como malla, conectividad y adyacencia, los cuales permiten obtener informacién
importante que se encuentra en la misma.

El estudio de las imagenes digitales, puede realizarse asociando a ésta, un conjunto cubico,
y por medio de la homologia se puede destacar informacién topoldgica de la imagen, como
el namero de componentes conexas.

Optimizar el tiempo en el andlisis digital de imagenes, es de gran interés, esto se puede
conseguir en ciertos casos, utilizando sélo el borde de los objetos presentes en la imagen, ya

que se reduce el nimero de pixeles a considerar.

1. Imagen digital 2D

DEFINICION 3.1. Sean m,n > 0 enteros fijos. Una malla 2D es un subconjunto discreto

G C R?, que se define como:

Gomn={(z,y) €Z°:1<2<m,1<y<n}

DEFINICION 3.2. Un pixel ¢(z,y) es un cuadrado unitario con centro (z — 2,y — 1)y
vértices (z,y), (x,y — 1), (x+1,y — 1), (x +1,y), donde (x,y) es un elemento de una malla
2D Gy, v representa la posicion del pixel ¢(x,y).

En lo que sigue, usaremos el término pixel para referirnos tanto al punto de la malla

(x,y) como al cuadrado determinado por él.

DEFINICION 3.3. Sea G, una malla 2D y [N] el conjunto de valores {0,1,..., N — 1}.

Una imagen digital 2D de N-colores, es una funcién I : G, ,, — [N].

OBSERVACION 3.4. Para diferenciar y apreciar mejor una imagen digital, los valores que
toman los pixeles, son asociados a ciertos colores, por ejemplo si tenemos una imagen de
4 colores, cada nimero natural se puede asociar a cuatro colores distintos como el rosado,

morado, negro y azul, sin embargo esta asignaciéon no se hace de manera biunivoca.

55
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Una imagen digital se dice que es binaria, cuando N = 2, y en ese caso asignamos blanco
a un pixel con valor 1 y negro a un pixel con valor 0, donde el blanco representa el fondo de

la imagen y el negro representa al objeto dentro de la imagen.

Dada una imagen digital 2D, podemos asociarle una matriz de tamano m x n, donde la
entrada ij de la matriz, corresponde con el valor de la imagen en el pixel (7, j), esta asignacién
constituye una correspondencia uno a uno entre el espacio de todas las imagenes digitales
2D de tamano m x n y las matrices de igual tamano. Por ejemplo en la figura 3.1, tenemos la
representacién matricial de una imagen digital binaria con valores 0 o 1 y, la misma imagen

asociada a los colores blanco o negro.

0 1 ololo| oo 0|0

1 1
0|0 119 oo T oo

2 2
oo |1 1 0 1 0 0ol o

3 3
o |0 ol 1 olo 0|0

4 4
olo 0 1 o |lo o 1 0

5 5
0 ] 0 0| o0 0 0 0 0

Imagen digital binaria asociada a colores blanco o

Imagen digital binaria con walores "0"y "1 nearo

Ficura 3.1

En el estudio de imagenes digitales, usualmente se desea trabajar con imagenes binarias,
pues esto economiza los calculos computacionales. Por ello, en éste trabajo nos enfocamos en
el estudio de las propiedades topoldgicas usando la teoria de homologia de complejos ciibicos,
donde es necesario llevar una imagen digital con mas de dos valores digitales, a una imagen
digital binaria, y esto se hace mediante el proceso de umbralizacion, el cual considera ciertos

valores de la imagen que son transformados en uno, mientras que el resto es llevado a cero.

DEFINICION 3.5. Sea [ : Gy, — [N] una imagen digital 2D, consideremos una funcién
g : [N] — [2], la umbralizacién de I mediante g es la imagen binaria que resulta de componer

I con g.

OBSERVACION 3.6. De la definicién se sigue que la umbralizacién de la imagen depende

de la funcién ¢ escogida, esta puede ser tan arbitraria como se quiera, pero usualmente se
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consideran funciones del tipo:

0 sin<t,
gi(n) =
1 en otro caso.

Donde 0 <t < N es el parametro de la umbralizacion, en pocas palabras, la umbralizacion
de una imagen mediante funciones del tipo g;, lo que hace es producir una imagen binaria,

que transforma a los pixeles con valor digital menor que ¢ en negro y al resto en blanco.

DEFINICION 3.7. Consideremos el espacio R? y sea d > 0 un nimero real cualquiera. Se

define la reticula de tamano m x n y ancho d, como el conjunto de puntos
Ry, ={(id.jd) eR*i,j €N, 0<i<m, 0<j<n}.

Una reticula R% , determina una cuadricula al considerar todos los segmentos de lineas

paralelas a los ejes, que contienen a los puntos de R%n.

Sea S C R? un subconjunto y sean m = [maz{z : (x,y) € S}], n = [max{y : (z,y) € S}]

fijamos d > 0 un valor real arbitrario y construimos la reticula Rﬁm.

DEFINICION 3.8. Definimos la imagen digitalizada de S como I : Rfmn — [2] dada por:

0 siclz,y)NS #10,

1 en otro caso.

I(z,y) =
Donde ¢(z,y) es el cuadrado de la reticula que contiene al punto (z,y).

OBSERVACION 3.9. En otras palabras, si un punto del objeto cae en el interior de un

cuadrado de la reticula coloreamos el cuadrado de negro.

EJEMPLO 3.10. Veamos un ejemplo de la digitalizacion de una imagen. Supongamos
que la figura 3.2, muestra una linea continua en el espacio euclideano R?, esta linea por
ser continua tiene un nuimero infinito de valores y las computadores tienen una capacidad
limitada y finita para almacenar informacién en su memoria. Por ello si quisiéramos sacar
una imagen digital de esa linea tendriamos que digitalizarla, intuitivamente esto consiste en
colocar una reticula sobre el espacio como en la figura 3.2, y si la linea pasa por un cuadro de
la red o de la reticula en esa figura, entonces todo el cuadrado tomara el valor 0 o sera pintado

de negro, como se puede apreciar en la figura 3.3.
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0.0}

Ficura 3.2

1 2 3 4 5 6 7 8

Ficura 3.3

OBSERVACION 3.11. Al digitalizar el espacio, esta la idea de asemejar cada pixel, con un

t 1 io R?, mient n 1 ixel deci ientras 1 11
punto en el espacio R®, mientras mas pequenos sean los pixeles, es decir, mientras la malla
considere un nimero mayor de valores digitales, mas se aproximard un pixel a un punto del
espacio R?. Por ejemplo si consideramos una malla con mas valores que la presentada en
la figura 3.3, y hacemos el mismo proceso que se hizo en esta con la linea de la figura 3.2,
entonces nuestra linea se vera mas parecida en la figura 3.2 que en la figura 3.3, como se

puede apreciar en la figura 3.4.

12 3 4 5 6 78 910 111213141516

@ m o e WM

9
10
oL

Ficura 3.4

1.1. Conectividad en 2D. Para hablar de conectividad en imagenes digitales primero

debemos revisar el concepto de adyacencia. En imagenes digitales 2D existe dos tipos de
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adyacencia, estas nociones nos permiten caracterizar la cantidad de componentes conexas de

una imagen.

DEFINICION 3.12. Sea I una imagen digital 2D, decimos que dos pixeles son 4-adyacentes

si ellos tienen una cara comun, y son 8-adyacentes si tienen al menos un vértice en comun.

OBSERVACION 3.13. Por la definicién 3.12, un pixel I(z,y) es 4-adyacente a los pixeles
Iz,y+1), I(x,y — 1), I(zx — 1,y), I(x + 1,y). Mientras que es 8-adyacente a los pixeles
Hx,y+ 1), I(x,y—1), I(x—1,y), [(x+ 1,y), [(x—1,y—1), [(z—Ly+1), (x+ 1,y —1),
Iz +1,y+1).

La figura 3.5, muestra un ejemplo de 4-adyacencia, donde los pixeles adyacentes al pixel
negro de posicién (x,y), son los pixeles de color azul, andlogamente en la figura 3.6 se muestra
un ejemplo de 8-adyacencia.

y-1 y y+1

%=1
X
X+1
FiGurA 3.5
y-1 y y+1
x-1
X
X+1

Ficura 3.6

DEFINICION 3.14. Sea [ una imagen digital 2D, la conectividad en I, es un par (a,b),
donde a € {4—adyacencia,8—adyacencia} y b € {0, 1}, existe conectividad entre dos pixeles

si ambos tienen valor b y su tipo de adyacencia es a.
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EJEMPLO 3.15. Si tenemos la conectividad (8 —adyacencia, 0), los pixeles que en la figura
3.7 estan en conectividad o existe un cierto tipo de camino entre ellos son los pixeles negros
asociados al valor 0 que son 8-adyacentes, esos pixeles son los de la posicién (1,2), (2,3),

(3,3).

FiGura 3.7

Para el mismo ejemplo de la figura 3.7, si cambiamos la conectividad al tipo de 4-
adyacencia, el pixel (1,0) que en 8-adyacencia, estaba conectado con los pixeles (2,1) y

(2,2), ya no lo estd.

OBSERVACION 3.16. Es importante cuando se habla de conectividad en una imagen bi-
naria, escoger el tipo adecuado de adyacencia para los pixeles del fondo y del objeto. Si
escogemos para los pixeles negros la 8-adyacencia, debemos escoger para los pixeles blancos
la 4-adyacencia y viceversa, ya que podria ocurrir que un conjunto de pixeles negros con
8-adyacencia encierre una region de pixeles blancos, y si estos también tienen 8-adyacencia,
entonces la region externa de pixeles blancos, estara conectada con la regién interior delimi-
tada por los pixeles negros. Por ejemplo, en la figura 3.7, si consideramos 8-adyacencia para

pixeles blancos y negros, entonces la region blanca tendria una sola componente conexa.

2. Imagen digital 3D

DEFINICION 3.17. Una malla 3D es un subconjunto discreto del espacio R?, que se define

CO11O0:

Gromm ={(v,9,2) €Z° 1 <2<, 1<y<m, 1<z2<n}
A los elementos de Gy, se les denominan véxeles.
DEFINICION 3.18. Dada una malla G, ,, cada véxel v(z,y, z) determina un cubo uni-

tario con centro (r — %,y— %,z— %) y vértices (z,y, 2), (x,y,2—1), (x,y—1,2), (x—1,y, 2),

(l’—l,y—l,Z), (x_17y72_1>7 (xay_172_1> y ($—1,y—1,2—1) € Gl,m,n en lo que
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sigue, usaremos el término véxel para referirnos tanto al punto de la malla (z,y, z) como al

cubo determinado por él.

DEFINICION 3.19. Sea G, , una malla 3D y [N] el conjunto de valores {0,1,..., N —1}.

Una imagen digital 3D de N-colores, es una funcién I : Gy, — [IV].

OBSERVACION 3.20. Podemos asociar una imagen digital 3D con un arreglo tridimensio-
nal o hiper-matriz, de modo que la entrada ¢7k de la hiper-matriz corresponde con el valor

de la imagen en el voxel (i, j, k).

OBSERVACION 3.21. El eje del espacio euclideano N? estara en el sentido de la figura 3.8.

Z

(0.0,0) Y

X | 000

(1.1,1)

(1,1,0)

Ficura 3.8

Los conceptos de umbralizacién y digitalizacién se extienden de la manera obvia para el
caso de iméagenes 3D, un concepto de mucha importancia en el estudio de imagenes 3D, es

el de seccion transversal.

DEFINICION 3.22. Sea I : Gimn, — [N] una imagen digital 3D y fijemos k, tal que
1 < k < n. Definimos la k-ésima seccion transversal de I (I) como la imagen digital 2D

dada por Iy(z,y) = I(z,y, k).

OBSERVACION 3.23. La seccién transversal que estamos definiendo corresponde a reali-
zar un corte a lo largo del eje z, sin embargo se pueden considerar otro tipo de secciones

transversales.
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2.1. Conectividad en imagen digital 3D. En imagenes digitales 3D, existen tres
tipos de adyacencia (6-adyacencia, 18-adyacencia, 26-adyacencia), que nos permitirdn definir

la conectividad en esas imagenes.

OBSERVACION 3.24. Sea I una imagen digital 3D, de ahora en adelante, denotaremos a

I(z,y, z) como el pixel de I ubicado en la posicién (z,y, z) € N3.

DEFINICION 3.25. Sea [ una imagen digital 3D, con I(x,y, z) un véxel cualquiera de I,
se dice que I(x,y, z) es 6-adyacente a los voxeles I(x — 1,y,2), I(x + 1,y,2) I(z,y — 1, 2),
Ix,y+1,2), I(x,y,z—1), I(x,y,z+ 1), es decir, I(x,y, z) es 6-adyacente a los véxeles con

los que tiene una cara en comun.

EJEMPLO 3.26. En la figura 3.9, el véxel verde I(z,y, z) es 6-adyacentes a los vixeles
de color lila. La figura 3.10, es otra representacion mas sencilla de la figura 3.9, donde los

puntos negros representan los voxeles del objeto 6-adyacentes al voxel P.

Ficura 3.9

Ficura 3.10

DEFINICION 3.27. Sea I una imagen digital 3D, con I(z,y,z) un véxel cualquiera de
I, se dice que I(x,y, z) es 18-adyacente a los vdxeles con los que comparte una cara o lado

comun, estos véxeles son I(z—1,y,2), I(x+1,y,2), I(z,y—1,2), [(x,y+1,2), I(x,y,z—1),
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I(x,y,z4+1), [(z—1,y,2—1), [(z+1,y, 2+1), [(x—1,y, z+1), [(x+1,y, z—1), [(x—1,y—1, 2),
I+ 1lLy+1,2), I(x+1y—1,2), [(zx—1Ly+1,2), [(z,y—1,2—1), [(z,y — 1,z + 1),
I(Z’,y—{—l,Z-l), [($7y+1a2+1)

EJemMpPLO 3.28. Los véxeles 18-adyacentes de P = (z,y, z) son los puntos negros que se

ilustran en la figura 3.11.

Ficura 3.11

DEFINICION 3.29. Sea I una imagen digital 3D, con I(x,y, z) un véxel cualquiera de I,
se dice que I(z,y,z) es 26-adyacente a los vixeles con los que comparte una cara, lado o
vértice comun, estos son los voxeles 18-adyacentes, ademds de los voxeles [(x—1,y—1,2—1),
Ie—1ly+1lLz+1), I(z—1Ly—1lz+ 1), I(a+1,y—1,z—1), (e + L,y + 1,2 — 1),
(e—1y+1l,z—1), I(z+1,y—1L,z4+1), [(z+1,y+1,2+1).

EjEmpPLO 3.30. En la figura 3.12, los puntos negros representan los voxeles 26-adyacentes
de P.

Ficura 3.12
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DEFINICION 3.31. Sea I una imagen digital 3D, la conectividad en I, es un par (a,b),
donde a € {6—adyacencia, 18—adyacencia, 26—adyacencia} y b € {0, 1}, existe conectividad

entre dos véxeles si ambos tienen valor b y su tipo de adyacencia es a.

OBSERVACION 3.32. Supongamos que tenemos un nimero determinado de véxeles ne-
gros o del objeto que forman una superficie cerrada, en la que se encierra un volumen de
voxeles blancos. Si queremos realizar un calculo de las componentes conexas de la imagen,
es necesario una diferenciacion entre el interior y exterior de los volumenes que encierran los
voxeles negros. Por ello se requiere que los voxeles negros sean 26-adyacentes y los voxeles
blancos 6-adyacentes, ya que si los voxeles blancos tienen 18-adyacencia o 26-adyacencia, un
voxel que este dentro del volumen encerrado por los véxeles negros, tendra conectividad con

algun voxel que esta afuera de ese volumen encerrado.

Una imagen digital binaria 3D, sera representada por (V, 26—adyacencia, 6—adyacencia, B),
donde V representa el conjunto de véxeles de la imagen V = {(x,y,2) € N*/z < N,,y <
Ny, z < N,} , se usa la 26-adyacencia para los véxeles del objeto (voxeles negros de valor
digital 0) y 6-adyacencia para los vioxeles del fondo (véxeles blancos de valor digital 1), donde

B representa el conjunto de puntos o voxeles del objeto.

3. Borde de una imagen digital 2D

El célculo del complejo y la homologia de una imagen es costoso en tiempo por lo que para
minimizar ese proceso se busca calcular, en vez de la homologia de la imagen, la homologia
del borde, lo cual involucra un menor ntimero de pixeles, que son asociados al complejo

cubico y que conserva la misma informacién respecto al nimero de componentes conexas.

OBSERVACION 3.33. En esta seccién, vamos a considerar imagenes 2D en escala de grises,
donde los objetos a considerar en la imagen, son aquellas componentes con los diferentes
valores digitales € P, con P = {1,...,255} y el fondo esta compuesto por pixeles negros.

Recordemos que, en principio, para los pixeles del objeto se considera la 8-adyacencia,
ademas los pixeles del objeto no encierren pixeles que pertenecen al fondo, ya que al tener
una regién de pixeles del objeto conectadas con estas caracteristicas, contabilizan s6lo una

componente conexa al igual que si se extrae sélo el borde de esa region.
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En matlab el Algoritmo para el calculo del borde de una imagen 2D en escala de grises

serfa el siguiente:

function Bd=bordeFN(I,N1,N2)
Bd=zeros(size(I));
for i=1:255
for x=2:N1-1
for y=2:N2-1
if I(x,y)==1 & I(x-1,y)==0 | I(x+1,y)==0 | I(x,y-1)==0 | I(x,y+1)==0
Bd(x,y)=I(x,y);
end
end
end

end

EJEMPLO 3.34. Vamos a calcular el borde de la figura 3.13, donde se tiene el fondo negro
(con valor digital 0) y el objeto es blanco (con valor digital 1). Para el fondo se consideraria

la 4-adyacencia y para el objeto la 8-adyacencia.

Ficura 3.13

Al aplicar el algoritmo en matlab,

W3 = imread(’prueba3.png’);
figure, imshow(W3)
W31=W3(:,:,1);
BFN1=BordeFN(W31,244,248) ;
figure(2),imshow(BFN1, [])
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se obtiene la figura 3.14.

Ficura 3.14

Como se puede observar en la imagen del borde del objeto de la figura 3.13, se tiene un
nimero muchisimo menor de pixeles blancos, los cuales son asociados al complejo ctibico de
esa imagen, disminuyendo el costo en tiempo de calculo de la homologia de esa imagen, en

comparacion con la imagen a la que no se le ha sacado el borde.

4. Homologia en una imagen digital

4.1. Conjunto cibico asociado a una imagen digital binaria. Para asociar una
imagen digital binaria a un conjunto cibico X, como se defini6 en 2.49, se consideran el
conjunto de pixeles y voxeles que conforman al objeto de valor digital 1, en la imagen digital
2D y 3D respectivamente, donde en el caso de imagenes 2D, los bordes de los pixeles son

asociados a las aristas del conjunto ciibico de X.

DEFINICION 3.35. Sea I una imagen digital binaria 2D, se define el conjunto ciibico

asociado a I, X;, como:
X ={c(z,y) : I(z,y) =1, (2,y) € Gmn}-

OBSERVACION 3.36. X, por la definicién 3.35, es un conjunto de pixeles de valor 1,
donde en la definicién 3.2, los vértices del pixel ¢(x,y) determinan un cuadrado unitario de
la forma [y — 1,y] x [x,2 + 1] con z,y € Z, por lo que el pixel ¢(z,y) satisface la definicién
2.38, de cubo elemental, entonces el conjunto de pixeles de X;, es un conjunto de cubos

elementales, que cumplen con la definicién de conjunto cubico.
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Consideremos el caso de una imagen con mas de dos colores, es decir, que al menos posee
tres colores, Ay, As y Az, donde el color As representa el fondo, y los objetos en la imagen
son solo los pixeles de color A; y As. Supongamos que tenemos un pixel A; 4-adyacente a
el pixel de color As, el lado comtun presenta una ambigiiedad, ya que es de color A; 6 Ag,
si el lado es de color A;, entonces el pixel de color Ay no tiene un lado y por lo tanto no
es un cubo elemental y, ya que un conjunto ctibico es unién de cubos elementales entonces
tampoco pertenece a un conjunto cubico, lo mismo pasa con el pixel de color A; si el lado
es de color A,. Por lo anterior se concluye que el conjunto cibico solo puede ser asociado a

imagenes digitales binarias.

DEFINICION 3.37. Sea I, una imagen digital binaria, la homologia de I, se define como

la homologia de X7, es decir:
H.(I) = H.(X;).

De modo que podemos obtener informacién topoldgica de la imagen, a partir del estudio de
sus grupos de homologia, de especial interés es el grupo Hy(I) que mide las componentes

conexas de la imagen.
4.2. Homologia en una imagen digital de n-colores.

OBSERVACION 3.38. En esta subseccién, al considerar a una imagen de m-colores, en
realidad, nos referimos a una imagen en escala de grises que puede ser coloreada. Es decir, la
imagen de n-colores, esta compuesta por una sola matriz con n valores digitales, y no debe
confundirse con una imagen a color o RGB(imagen que se compone de tres canales o tres

matrices en escala de grises).

Como se dijo antes, en el caso de una imagen de n-colores o valores digitales € [n — 1] =
{0,1,...,n—1}, n > 2, no se puede asociar un conjunto ciibico de forma directa, sin embargo
nos gustaria poder calcular Hy, para obtener el nimero de componentes conexas de la imagen,
donde las componentes conexas que corresponde a un color o valor digital, es diferente a las
componentes conexas de otro color o valor digital.

Asi podriamos separar la imagen digital en n- imagenes digitales, donde cada j-ésima
imagen digital posee tnicamente las regiones del j-ésimo color con 0 < 7 < n — 1, de ese

modo se tendria que las componentes conexas de una imagen digital de n-colores seria la
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suma de las componentes conexas de cada j-ésima imagen digital, con las regiones de un
J-ésimo color.

Se denotard por X, al j-ésimo conjunto ctibico asociado a la j-ésima imagen digital
binaria I.

Se tiene entonces que, el k-ésimo grupo de homologia de una imagen digital I de n colores,
asociado al conjunto cubico X, Hi(X7), es la suma de los k-ésimos grupos de homologias
de los conjuntos cubicos X7, con 0 < j < n — 1, donde el k-ésimo grupo de homologia del

j-ésimo conjunto cubico de I se denotard por Hy, de este modo se tiene lo siguiente:

Hy(X;) = Hy+Hj+--+H!

= Hp(Xy,) + He(Xp,) + -+ He(Xy,_,)

- Ze(Xy) | Ze(Xn) Z(X1,_1)
- Bi(Xp) " By(X1,) T Bi(Xr1,_,)

Supongamos que queremos calcular Hy a una imagen digital I, de n colores (donde se
considera que el objeto es blanco de valor digital n y el fondo es negro de valor digital 0
6 viceversa), digamos que los elementos base que componen Hy(Xy,) son [V/], [V5], ..., [Vi]
donde [V;] son vértices en X;, conpi € N,0 < i <n—1.Sea s = p0+pl+p2+---+p(n—1)se
tiene que [V]’], es un vector de una columna por s filas, con 1 en la (p0 + -+ + p;_1 + j)-

ésima posicion.

OBSERVACION 3.39. Si se considera que en la imagen el fondo es negro de valor digital 0,
y el objeto blanco de valor digital n — 1, entonces se tiene que p0 = 0, ya que Hy(X;,) = 0, es
decir, el nimero de componentes conexas de la imagen digital cero (0-ésima imagen digital),

es cero, ya que esta imagen esta compuesta solo por el fondo y no contiene a ningtin objeto.

EJjemMpPLO 3.40. Calculo de la homologia de la imagen digital I, de tres colores o valores

digitales, representada en la figura 3.15.
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Ficura 3.15

En la figura 3.15, se considera cada cuadrado como un pixel, la primera figura represen-
tarfa una imagen digital de 5 x 5 pixeles, la cual es asociada al conjunto cibico X, en esta
imagen llamaremos X7, el conjunto cubico asociado a la imagen digital considerando solo las
regiones de color morado y X, el conjunto cibico asociado a la imagen considerando solo
la region rosada. El tercer color se refiere al blanco, el cual para este caso no es considerado
en el conjunto ctbico, ya que se toma como fondo de la imagen.

Para facilitar los calculos de Hy(X;) de la imagen digital de tres colores, se procede a
realizar un colapso elemental de los conjuntos cubicos X, y X, del siguiente modo y como
se muestra en la figura 3.16:

1- En la imagen se consideran las aristas libres del conjunto ctibico X, asociado a las
regiones de color morado, en la imagen se representan con el color amarillo etiquetados como
Q1, Q2, Q3, Q4, Qs, que son las caras respectivas de los cubos Py, Py, P3, P,y Ps.

2- Se consideran las aristas libres del conjunto cibico X, asociado a las regiones de color
rosado, en la imagen se representan con el color amarillo etiquetados como S;, Ss que son
las caras respectivas de los cubos R; y Rs.

3- Luego se retiran de la imagen esas aristas y los cubos de los que son caras libres.

4- Se consideran tambien los vértices libre y las aristas a las que pertenecen para ser
retiradas y se sigue este procedimiento hasta que no queden caras libres como se muestra en

la figura 3.17.
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FiGura 3.16

Ficura 3.17

Ahora vamos a calcular Hy y H; del conjunto cibico asociado a la imagen representada
con el color morado (X7, ) que ha sido simplificada por medio del colapso elemental, haciendo
uso del corolario 2.117.

Los vértices del conjunto ciibico X, son etiquetados por Vi*, Vo, V5, V' v V&l las
aristas del conjunto ctibico X;, son etiquetados por A, Ay', As' y A4t como se indica en

la figura 3.18.



4. HOMOLOGIA EN UNA IMAGEN DIGITAL 71

Vs

Vi A4 vy
3

A, A,
2

V, A |V

Ficura 3.18

OBSERVACION 3.41. En lo que sigue, [ajas...a,|T, representara a la traspuesta de un

vector de 1-columna por n-filas con a; en la i-ésima posicién, 1 <i < n .

Para la figura 3.18 se tiene lo siguiente:
Ko(X1,) = {[V}}] = [100000]%, [V;'] = [010000]7, V4 = [001000]", V' = [000100]7, Vi = [000010]"}

Ky(X1,) = {[A1] = [1000]", [A3] = [0100]", [A;] = [0010]", [A}] = [0001]" }

Vit =[] x 3], Vo' = [1] x [2], V5" = [2] x [2], V' = [2] x [3], V' = [5] x [4]

Al =[1] x [2,3], AL =[1,2] x [2], AL = [2] x [2,3], A} =[1,2] x [3]

usando la definicién 2.76, del operador frontera se tiene
(3.1) oA = (1] x [2,3]) = [1] x [3] = [1] x [2] = V§' = V5" = [1 — 10000]"
(32)  Ou(Ay) = (1,2 x [2]) = [2] x [2] = [1] x [2] = V5 = V5 = [0 — 11000]"
(33) (4D — 0u(12] x [2,3]) = [2] x [3] - [2] x [2] = Vi — Vi = [00 — 1100]”
(34)  0u(A) = au([1,2] x [3]) = [2] x [3] = [1] x [3] = V} =V} = [-10010]"

Como cada arista ¢ € C1(X7, ), por definicién 2.73, es combinacion lineal de los elementos

de la base y se tiene que:

¢ = oA + az[A)] + as[A;3] + aulA]]
= a;[1000]" + a5[0100]" + a3[0010]" + a4 [0001]"

= [CY10é20é3044]T

con o; € Zs.
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Por otra parte, ya que el operador frontera es una transformacién lineal y usando las
ecuaciones 3.2, 3.3, 3.4 y 3.4, se tiene lo siguiente:

O1(c) = 101 (A}) + a0y (AL) 4+ 30y (AL) 4 a0 (AL) = ay[1 —10000]7 + a5 [0 — 11000]7 +
a3[00 — 1100] + a,[—100100]"

Entonces se tiene que:

1 0 0 -1 o — Qy
-1 -1 0 0 oq —Q — Qg
D(c) = 0 1 -1 0 Qv _ g — Qg
0 0 1 1 o3 o3+ Oy
0O 0 0 O oy 0
0O 0 0 0 0

Si igualamos 0;(c) a cero, se tiene lo siguiente:

Q1 — Oy
—Qp — Q2

Qg — Q3

0
0

0
0
0
as + ay 0
0
0

Sea o = o y resolviendo la matriz anterior se tiene

ker(0) = a[l =1 —11]" con a € Z,
Hl(XII) _ Z1(X1,) ker(91) _ ker(d1) __ afl—1-11]T _

Bi(Xr) — 02(C2(X1y)) — 02(0) 0

af[1 — 1 — 11]7], por ser d, una

transformacion lineal y Cy(Xp,) = 0.
Ya que la base de H;(X,) posee sélo un elemento, quiere decir que la imagen digital
considerando sélo la region morada tiene un hueco.

Calculo de Ho(X7,)

Zo(Xn,) = ker(0))  Co(Xp)
By(Xp)  (Ci(Xp))  0(Ci(Xp))

Ho(X7,) =

Sea z € Cy(Xy,) entonces z = ay [V + aa[V3] 4+ as[Vy ] + au [V + as [VE] = «1[100000] +
a2[010000]7 + 5[001000]7 + a4 [000100]” + a5[000010]7 = [arasazasas0]” con a; € Zs
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Ahora sea ¢ € C1(X7,), se cumple que:

a1 — Oy
—Q1 — Qo
Qg — (g
di(c) =
3 — Oy
0
0
Por otra parte se tiene:
1 — Oy 0
—Qp — Qg 0
Qg — (X3 0
di(c) = #
3 — Qy 0
0 1
0 0

Entonces [VZ!] no pertenece a By(X7, ), andlogamente se comprueba que [V}'] no pertenece
a Bo(X1) y, ya que [Vi'] = [V, V5] = [Va'], Vil = (V'] y [Vi'] = (V'] € Bo(X1,), siguiendo
la definicién 2.90, los vértices [Vi'], [V3], [V5] v [Vi] son homdlogos.

Como en general se cumple lo siguiente:

] — Qu 0 Qg —Q
—p — O 0 9 —0ry
y — (3 y 0 | os _ —03
3 — Quy 0 0y —Qy
0 1 0 1
0 0 0 0

Es decir que 9(c) # [Vil]—[Vi!], con 1 < ¢ < 4, lo que quiere decir que [VZ!] no es homélogo
a VL, V), Vil o VL.

Por lo tanto, sea z € Co(Xy,), 2 = au[V}] + aa[V3] + as[V5'] + au[V}] + a5[V4] implica
que [2]x;, = (a1 +ay + az + ag) [V]'] + a5[V5] con o; € Z,

Zo(X1,) kerdo(Xr,)
Ho(X1) = 5555 = sy = Flx = (a1 + a2 + a5+ an) [V + as[V5]
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Como Hy(X7,) posee dos elementos base o dos vértices, por el teorema 2.110, esto quiere
decir que el nimero de componentes conexas de la imagen asociada a Xj, es dos.

Ahora vamos a calcular Hy del conjunto X,, asociado a la imagen representada con el
color rosado, que ha sido simplificada por medio del colapso elemental presentando solo un

vértice, como se muestra en la figura 3.19:

Ficura 3.19

Donde V* = [4]x[0] Ko(X1,) = [V{#] = 1 C1(X1,) = 0, (ya que no posee aristas) Co(Xp,) =

0 (ya que no posee cuadrados)

ZO(X12> o ]{367"80<X[2) o CO(X12> - CO(X12> _ CO<XI2)

Bo(Xp)  0(Ci(Xp))  0i(Ci(Xp,)) a1(0) 0

HO(XIZ> =

Zl(X[2) keral (X]2) 0
HXe) = 5 %,) = 0(Ca(xn) 0

Sea ¢ € Cy(X7p,), entonces ¢ = Sy, con B € Zy, luego Hy(X7p,) = B[V

Como Hy(Xy,) solo tiene un elemento base, por el teorema 2.110, el nimero de com-
ponentes conexas de Hy(Xp,) es uno y como H;(Xy,) = [0] el ntimero de huecos de X7, es
cero.

Por lo anterior se tiene que la homologia cero de la imagen de dos colores Ho(X;) =
Ho(X1,)+Ho(Xp,) = (a1 +as+az+ad) [V +a5[Vy |+ 51 [V?] con B, 0 € Zp, 1 < i < 5, por
lo que las componentes conexas de la imagen de dos colores son la suma de las componentes
conexas de la imagen digital de cada color por separado, como la base para Hy(X;) es tres,

las componentes conexas de la imagen asociada al conjunto ctibico X; es tres.
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Q1+ ag + a3+ ay
0
0
0

Ho(X7) = (aq + as + a3 + ay) + b

Qs

A

S =R O O O O

_ o O O O O

o O o o O

Hy(X;) = Hi(X,)+ H(XL) =al[l —1—11]] con a € Z,, por lo que los huecos de la

imagen de dos colores es uno.

5. Homologia de una imagen descompuesta en sus tres canales

En el procesamiento digital de imagenes, las imagenes consideradas para sacar de ella, su
conjunto cibico y homologia, deben ser binarizadas. Para ello se toma una imagen que si es
a color se pasa a escala de grises y luego mediante un proceso de umbralizacién, que consiste
en elegir un intervalo de los valores digitales de la imagenes colocandolos en uno y el resto
en cero, la imagen es binarizada. Esto, por ejemplo, podria permitir calcular el nimero de
componentes conexas de una imagen, que no son mas que regiones dentro de la imagen que
estan representados por altos valores de intensidad.

Ahora podriamos pensar en el conjunto cibico que es asociado a una imagen a color sin
pasarla directamente a una escala de grises y binarizarla. Para ello, como toda imagen digital
esta representada por tres canales (rojo , verde y azul), donde cada canal se representa en
escala de grises, se puede tomar la imagen de cada canal y binarizarlo de modo que se coloca
en 1 los valores digitales de una imagen superiores a 128. Esto representaria altas intensidades
de azul, verde y rojo en los canales respectivos, asi con el célculo de la homologia H, aplicado
en la imagen se obtendria el nimero de componentes conexas o regiones con alta intensidad

de azul, rojo y verde en la imagen a color.

EJEMPLO 3.42. Consideremos la imagen a color superior izquierda, que se presenta en la

figura 3.20, donde también se muestra la descomposicién de esa imagen en sus tres canales.
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canal verde canal rojo

wit

Ficura 3.20

Si consideramos las altas intensidades, como los valores digitales que en cada canal son

mayores a 128, umbralizamos a cada canal mediante la siguiente funcion

1 sil128 < n,
gi2s(n) =
0 en otro caso.
Entonces al aplicar la umbralizacion en cada canal a la imagen original, nos queda la

figura 3.21.

imagen &n los tres canales regiones con alta intensidad de azul

regiones con alta intensidad de verde  regiones con alta intensidad de rojo

Ficura 3.21

En los anexos, en la seccion 3, se presenta los comandos usados para aplicar lo antes
expuestos en Matlab. Al final el algoritmo para el comando homolo0, se encuentra en los
anexos, en la seccion 2, éste permite calcular el nimero de componentes conexas para las
imédgenes binarizadas, dando como resultado 2 componentes conexas para el canal azul vy,

tres componentes conexas para el canal rojo y verde.

OBSERVACION 3.43. En el cdlculo de Hy o niimero de componentes conexas del conjunto
cubico asociado a la figura 3.13, se tiene que en las imagenes binarias de la figura 3.21, se

aplica el proceso de colapso elemental de forma reiterada de modo que en las imagenes de
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las regiones con alta intensidad de azul al final de ese proceso nos queda dos vértices Ay y
As, en la imagen de regiones con alta intensidad de verde solo quedan tres vértices Vi, Vo, V3
y en la figura de regiones con alta intensidad de rojo quedan tres vértices R, ,Rs, R3, luego
por el corolario 2.117, el problema de calcular el niimero de las componentes conexas de las
imagenes binarizadas se reducen a calcular el nimero de elementos diferentes de cero de H,
en los conjuntos asociados a las imagenes con dos y tres vértices.

Por el corolario 2.101, el nimero de componentes conexas o elementos bases de Hy(X) de
un conjunto cubico X de n vértices, es n, por la definicién 3.37, el nimero de componentes
conexas de la imagen digital asociada al conjunto ciibico X es el mismo que para X, por
lo tanto el nimero de componentes conexas de la regién con alta intensidad de azul es dos
mientras que el nimero de componentes conexas de las imagenes con altas intensidades de

rojo y verde es tres.



Capitulo 4

Aplicaciones del algebra homolégica y perspectiva lineal en

imagenes

Este capitulo, trata sobre algunas aplicaciones de la teoria desarrollada en los capitulos
anteriores. En las dos primeras secciones, se presenta el estudio en las componentes conexas de
imagenes a color y la continuidad que representan obras de artistas como las de René Magritte
y Julius, utilizando la teoria de algebra homoldgica y la teoria de imagenes digitales, con
Matlab como herramienta.

En la dltima seccion se presentan ciertos elementos que permiten considerar cuando una

imagen es imposible en funcién de la perspectiva lineal y la cohomologia.

OBSERVACION 4.1. En todos los comandos, que involucran célculos de componentes
conexas, se utiliza la conectividad (8 — adyacencia, 1) para el objeto y, la conectividad

(4 — adyacencia, 0) para el fondo.

1. Homologia paramétrica

Al tener una imagen en escala de grises, consideramos al fondo de valor digital 0 (pixeles
negros) y como objetos, las diferentes componentes conexas de todos los valores digitales
del conjunto {1,2,...,255}. Dentro de esta seccién, se dividird a una imagen I en escala de
grises, en una serie de iméagenes binarias, llamadas cuadros de I, en las que la pérdida de
objetos al pasar de un cuadro al consecutivo permite calcular el niimero de objetos presentes

en la imagen I.

DEFINICION 4.2. Sea I : G,,, — [N] una imagen digital 2D de n-colores, [N] =
{0,1,...,n} y 0 < j < n, el j-ésimo cuadro de I,I;, es la imagen digital binaria que re-

sulta de aplicar a [ la funcién g; : [N] — [2] definida como

1 sit>jg,
g;(t) =
0 en otro caso.

78
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Tambien podemos decir que

I; ={(z,y) € G : I(z,y) > j}.

De la definicién 4.2, se tiene que para 0 < j < n, [, C I,_1, luego se tiene una secuencia
de funciones inclusién para los cuadros

10 : 1 —>I()7 17 : IQ—>]1,..., Ip—1 - ]n_>]n—1

Al sacar la homologia a los conjuntos cubicos asociados a los cuadros, se obtiene la

siguiente secuencia

H.(X;)— H (X)) == HJ(X;,_,)—=0

Mediante la homologia, de los conjuntos ctibicos asociados a los cuadros, y las funciones

inducida por la secuencia de funciones inclusion se tiene

’io* : H*(le) — H*(XIO)7 c. 7i(n—1)* 00— H*(Xln—l)

Entonces el grupo de homologia de una imagen en escala de grises I, es el producto de

los kernels de las funciones anteriores, esto es

Ker(ig.) x Ker(iy,) x -+ x Ker(igm-1)«).

OBSERVACION 4.3. El siguiente algoritmo de la funcién hOparametrica, permite separar
a una imagen digital 2D de 255-colores, I, en 255 cuadros de I, y luego permite calcular las

componentes conexas de cada cuadro.

function H= hOparametrica(Q);
P =1 : 255;
H = zeros(size(P));
for x= 1:255
Q1= zeros(size(Q));
Q1(Q >x)=255;
[E,n]= bwlabel(Q1l);
H(x,1)=n;

end
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end

EJEMPLO 4.4. Consideremos al conjunto cubico X7, el cual esta asociado a una imagen
en escala de grises I, como en la figura 4.1, a esa imagen se le aplica la funciéon borde como
se muestra en la figura 4.2, la cual preserva la misma informacién sobre Hy(X) pero que

reduce el costo en tiempo para el calculo de sus componentes conexas.

Ficura 4.1

FIiGURrA 4.2

Luego al aplicar el comando hOparametrica, sobre la figura 4.2, genera una tabla como
en la figura 4.3, en donde se pierde una componente conexa al llegar al pardmetro t = 65,
analogamente, para t igual a 128, 192 y 255, esas componentes conexas son aquellas que
se anulan o van al kernel en las funciones inclusién antes definidas para la homologia de
los j-ésimos cuadros. Al contabilizar el nimero de componentes conexas que desaparecen al
pasar de un cuadro a otro, se tiene 4 perdidas en total, por lo tanto la figura 4.1 tiene cuatro
objetos.

Por otra parte, las perdida de una componente conexa para el parametro ¢ = 65, indica
que existe un objeto en la imagen de valor digital 65, analogamente para t igual a 128, 192

y 255.
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Numero de
Valor digital clel componentes
pixel t conexas para el

parametro t
0<t<65 4
64<t<128 3
127<t<192 2
191<t<255 1
t=255 0

FI1GURA 4.3

Los siguientes comandos, son los utilizados para el analisis anterior en la figura 4.1.
Q3 = imread(’grises.bmp’);
figure,imshow(Q3)
Q31=Q3(:,:,1);
BFN=BordeFN(Q31,119,151) ;
figure(2),imshow(BFN, [])

P=hOparametrica(BFN) ;

OBSERVACION 4.5. En los algoritmos y comandos usados en esta seccién, se considera el
hecho de que los objetos de la imagen de diferentes valores digitales no se intersecan y una

componente conexa que no es adyacente al fondo, no es considerado un objeto.

2. Estudio homdlogico en pinturas

2.1. Anadlisis para una pintura binaria. La figura 4.4, muestra una obra del artista
Julius, llamada Equinidad. En esa obra nos interesa ver la continuidad en el trazo del caballo
presente en la imagen, para ello se utilizaron los siguientes comandos en Matlab:

J = imread(’juliosequinidad.jpg’);
J3=J(:,:,1);

figure, imshow(J3)

J3(J3<100)= 0;

J3(J3>=100)= 1;
figure(2),imshow(J3, [])

[G1,n1]= bwlabel(J3);
Li=limpiezal2345FN(J3,423,376);
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L2=1impiezal2345FN(L1,423,376);
L3=1limpiezal2345FN(L2,423,376);
L4=1impiezal2345FN(L3,423,376);
L5=1impiezal2345FN(L4,423,376);
L6=1impiezal2345FN(L5,423,376) ;
figure(4),imshow(L6, [])
[G2,n2]= bwlabel(L6);

Ficura 4.4

En los comando anteriores, después de leer la imagen, se binarizdé como se muestra en la figura
4.5, colocando todos los valores digitales mayores o iguales a 100 en 1 (objeto blanco) y el
resto en 0 (fondo negro), luego se obtuvo 56 componentes conexas por medio del comando
bwlabel (comando que usa 8-adyacencia para el objeto y 4-adyacencia para el fondo), todas

esas componentes provienen del caballo y los puntos blancos alrededor de él.

FiGura 4.5
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El comando limpiezal2345FN; sirve para eliminar ciertos conjunto de pixeles que forman
puntos o manchas que no se desean, ese comando se aplica a la figura 4.5, luego a la imagen
que resulta se le vuelve aplicar tantas veces como se requiera, este proceso se realizé 6 veces
para la imagen anterior, hasta que nos queda una imagen como la de la figura 4.7, en donde
se han eliminado todas las manchas o conjunto de pixeles aislados, que no forman parte del
contorno del caballo.

El algoritmo para el comando limpiezal234F, que se encuentra en los anexos, en la seccion
6, lo que hace es que para cada pixel central que es adyacente a otros pixeles como se muestra
en la figura 4.6, lo coloca del color del fondo (negro), de modo que lo hace desaparecer como

objeto en la imagen.

FI1GURA 4.6

FiGcura 4.7

En la figura 4.7, al calcular el nimero de componentes conexas, da como resultado 1,

esto indica que el trazo con el que se pinto el caballo es continuo.
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Un resultado importante, en el uso de este tipo de herramientas, para el calculo de las
componentes conexas, es que nos permite obtener informacién respecto al nivel de continui-
dad 6 ruptura que se puede presentar en una obra, y de este modo se puede caracterizar el

estilo de un pintor.

2.2. Anadlisis para una pintura RGB. En la figura 4.8, se presenta una obra de la
artista René Magritte, donde nos interesa analizar el niimero de componentes conexas de
ciertas zonas en que es dividida la imagen. Para poder sacar las componentes conexas de
una imagen es necesario que sea binarizada, para ello primero se divide la imagen (RGB) en
sus tres canales, rojo, verde y azul , como se muestra en la figura 4.9, éstos se encuentran en
escala de grises, luego cada canal mediante el comando Homolo0, es llevado a una secuencia

de imagenes binarizadas.

FI1GURrA 4.8

Imagen en los tres canales canal azul

canal verde canal rajo

FiGcura 4.9

Para disminuir el niimero de valores a considerar, a la figura 4.9, se la aplica una funcién

que agrupa los valores digitales de 64 en 64, reduciéndola a una imagen de solo cuatro valores
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digitales como se muestra en la figura 4.10. Esa funcién es P : G — C, con G = {0, 1, ..., 255}
y C' = {32,96, 160,224}, donde la definimos como;

(

32 si0<t<64

96 i 64 << 128

160 si 128 <t <192
| 224 si 192 <t < 256.

OBSERVACION 4.6. El algoritmo en Matlab para la funcién paletacuatro(I, N1, N2),
donde [ representa la matriz y N1, N2 las dimensiones de la misma, se encuentra en los

anexos, en la secciéon 4.

imagen en los tres canales canal azul

canal verde

FiGura 4.10

Al calcular el nimero de componentes conexas de los cuatro valores digitales, mediante el
comando Homolo0, se tiene la informaciéon suministrada en la tabla de la figura 4.11. Ac4 se
observa que existen mayor conectividad o continuidad para los valores digitales con mayor
o menor intensidad en cada canal (32 y 224), por tener un nimero menor de componentes
conexas en comparacion con los valores digitales intermedios (96 y 224). Ademds en esta
tabla es notable, cémo en el canal azul, aparecen sélo cuatro componentes conexas para el
valor digital 224, lo que quiere decir que las altas intensidades de azul son las mas uniformes

en toda la imagen.
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Yalor digital del| Nimero de componentes
Canal pixel CONEXAS
a2 104
Rojo 96 303
160 246
224 73
a2 113
Verde 96 310
160 234
224 in
3z 44
Azul 96 425
160 134
224 4

FIiGura 4.11

Ahora consideremos la figura 4.12, donde se muestra lo contenido en la figura 4.8, pero
sin la decoracién en el espejo. A la figura 4.12, la descomponemos en sus tres canales y a
cada canal le aplicamos la funcién que la reduce a una imagen de 4 valores digitales como se
hizo para la figura 4.8 y luego se le aplica el comando Homolo0, lo cual genera la tabla de la

figura 4.13.

FIGURA 4.12

MNdmero de componentes
Canal | Valor digital del pixel conexas
32 28
Raojo 96 186
160 86
224 56
32 27
Verde 96 187
160 70
224 51
32 41
Azul 96 123
160 67
224 3
FiGura 4.13

Es notable, como en la tabla para la figura sin la decoracién del espejo en los valores digi-

tales intermedios (96 y 160), las componentes conexas son reducidas entre aproximadamente
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el 41% y el 71 %, lo que indica que la decoracién del espejo, la cual representa una pequena
area en la imagen, tiene una gran discontinuidad o poca conectividad, en comparacion con
el resto de la imagen para esos valores.

Al final en los anexos, en la seccién 5, se encuentran los comandos en Matlab para el

analisis anterior de las figuras 4.8 y 4.12.

3. Figuras imposibles

3.1. Nociones de imposibilidad. Al referirnos a las figuras imposibles son varias
las nociones que se presentan al respecto. Entre ellas podriamos considerar la nocién de
ambigiiedad, inexistencia, contradiccion e inconsistencia.

Al hablar de ambigiiedad en la figura imposible, esta se refiere, a la presencia de dos
proposiciones P y () que se pueden extraer de lo que representa la imagen, las cuales son
igualmente validas pero diferentes entre si (P # Q).

Por otra parte, si consideramos la contradiccién en una figura, se presenta una proposicion
P valida, que se extrae de la imagen y a su vez es valida la proposicién contraria o negacién
de P (=P). Por ejemplo en la figura 4.14 tenemos una imagen de René Magritte, titulada
”La Trahison des images”(1929), en donde la contradiccién proviene de lo que representa y

lo que dice la frase en esa figura.

Ceci nest nas une fufte.

FIGURA 4.14. "La Trahison des images”(1929)

En la nocién de inexistencia, la imposibilidad viene de aquello que no es real en el presente,
de lo que realmente no existe. Por ejemplo, los centauros, las sirenas, objetos animados y otros
personajes que solo provienen de la imaginacion. Mientras que la nocién de inconsistencia

en una figura, trata de aquellos objetos que pueden ser representados, méas no pueden ser
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creados en el espacio 3D, por no tener una coherencia entre sus partes, mas sin embargo,
se puede realizar una particion de esa imagen en piezas que sean posibles de construir. Esta

ultima nocién de imposibilidad, es la que consideraremos en el presente trabajo.

3.2. Imposibilidad de una imagen mediante su estudio en perspectiva lineal.
Ahora vamos a construir una imagen imposible partiendo de tres puntos de fuga, como se
presenta en la figura 4.15, donde por el teorema 1.8, las lineas que fugan al mismo pun-
to son paralelas entre si, y consideramos que las lineas que fugan a puntos distintos son

perpendiculares entre si.

FiGura 4.15. Construccion de una figura imposible con tres puntos de fuga

De la figura 4.15 dejando sélo lo que nos interesa, nos queda una imagen como la figura

4.16, para la cual se probard su inconsistencia o imposibilidad:

FicuraA 4.16. Figura imposible
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Consideremos una particién como se presenta en la figura 4.17, donde esta ha sido dividida
en 4 regiones posibles o perfectamente consistentes como estructura 3D, denotadas 1, Q2
Q3 y Qu.

En cada uno de los abiertos @)1, @2, Q3 y Q4, se considera un punto que se corresponde
y debe coincidir con un punto en un abierto diferente con el que se solape, donde el punto
A1s € @1, se corresponde con el punto Ay € Qs , el punto Asz € Y, se corresponde con el
punto Aszs € Q3 , el punto Az € @3, se corresponde con el punto Ay € Q4 y el punto Ayy

€ (4, se corresponde con el punto A4 € Q1.

FiGuraA 4.17. Particién de la figura imposible

Denotemos a las distancias de las partes en la imagen anterior, como se muestra en la
figura 4.18 donde a, b, ¢, d, e > 0.

Ahora coloquemos al objeto que proviene de la figura 4.15 en el espacio 3D, como se
muestra en la figura 4.19. Supongamos que A1y = Agy, Aoz = Aszg, A1y = Ay, donde las

coordenadas de los puntos han sido obtenidos mediante las relaciones de perpendicularidad
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FIiGuRraA 4.18

A, ( %!c+e,r-d)

G( 0, cte,r-d)

AM( 0.c +%,r-d)

F (0,0,1+b)

A23(0,0,r+%)

FiGura 4.19

y paralelismo presentes en el objeto, ademés de las distancias presentadas en la figura 4.18

y la ubicacién que se le ha dado al objeto.

En la figura 4.19, (§,c+e,r —d) # (—=5,0,7 +b), ya que se cumple lo siguiente:

t_fesa=0
—_— = — a =
2 2

cte=0<=ce=0
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r—d=r+b<=db=0

Como todas las distancias consideradas en la figura tienen que ser mayor a cero se con-
cluye que los puntos Ass y Az no pueden coincidir, por lo tanto existen una inconsistencia

o imposibilidad en la construccién de la figura.

3.3. Cohomologia de una figura imposible. Ahora veamos como intervienen la
cohomologia en la figura imposible 4.16, para ello usaremos las definiciones de nervio y
de la cohomologia de Céch, presentes en la seccién 4, del capitulo II.

En la figura 4.16, vamos a presentar al primer grupo de cohomologia H'(Q,G), donde
() representa al soporte o la region del plano donde el dibujo se encuentra, por otra parte
G es el grupo multiplicativo abeliano R*, donde R* es el conjunto de los d;; como se define
posteriormente.

Supongamos que tenemos un arreglo de puntos como se explico en la figura 4.17 y, un
cubrimiento @ = {Q;} con 1 < i < 4, que representan figuras posibles del espacio topoldgico
X (espacio definido por la figura total),donde Q1, @2, Q3 y @4, son imagen en perspectiva
lineal de un objeto 3D, Oy, O, O3 y O4 respectivamente.

La imposibilidad en la figura, proviene del hecho de que la distancia del espectador a un
punto en el objeto 0;, representado por A;; , es diferente de la distancia del espectador a un
punto en el objeto 0; (con i # j), representado por A;;, y donde esos puntos en el objeto O;
y Oj, tienen como imagen puntos que coinciden en la figura en perspectiva lineal.

Digamos que:

distancia de E al punto O; representado por A;;

dij = — .
/ distancia de E al punto O; representado por Aj;

Entonces la imposibilidad de la figura viene dada cuando d;; # 1, para algin par de puntos

que en la imagen son puntos correspondientes y que pertenecen a abiertos diferentes en Q).

Es facil verificar que se cumple las siguientes relaciones con d;;:

(dij, dir,) — (Adyij, AMdyx;), para algin ndmero positivo A
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Consideremos nuevamente la figura 4.16 como un espacio topoldgico X, en la figura
4.17, tomamos un cubrimiento () de la figura formado por cuatro abiertos, en esa imagen si
pensamos en el nervio de @), elegimos cuatro vértices donde e; es el vértice para el cubrimiento
Q;, con 1 <i<4.

Luego entre los vértices que conforman los 0-simplices, se forman los ejes que conforman
las aristas o 1-simplices para los cubrimientos que se intersecan, de modo que queda lo

siguiente:

e12 eje entre el vértice ey y ey
e93 €je entre el vértice e; v eg
e34 €je entre el vértice eg y ey

e41 eje entre el vértice ey y e

Luego extraemos de la figura 4.17, un complejo simplicial del nervio de @, N(Q), como

se presenta en la figura 4.20.

N(Q):0 — CHQ) — C°(Q) — 0

donde C'*(Q) esta conformado por los 1-simplices del complejo y C°(Q) por los 0-simplices

y definimos al operador frontera 0 en este complejo como en 2.76.

€4 €y e

wl (O e

€, €2 €,

Ficura 4.20

Ahora buscamos una aplicacién que me mande el nervio de @) en d;; (el grupo abeliano
multiplicativo G = R™) como fue definida con anterioridad. La aplicacién seria la que cumple

con lo siguiente:
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fleij) = dij

denotando a d;; := i—j se cumple que:
Ai
fleiy) = "

Como la funcién f, es un homomorfismo de grupo se tiene que:

fley + ejr) = dijdjr

d.:
f(eij - ejk) = dw

J
como f pertenece a la cohomologia de Céch de U y se define en los 1-simplices, se tiene

que por definicién, f € HY(Q,G) = HY(N(Q),G) = Hi(Hom(N(Q)), R")

Luego (Hom(N(Q)), R*), representa un complejo de cocadenas como sigue:

0 +— Hom(CY(Q),R") +— Hom(C°(Q),R") +— 0
donde se tiene como operador a hod, con d como operador frontera inducido por el complejo
simplicial N(Q), y h como funcién tal que h € Hom(C*(Q), R").
Sea g € Hom(C°(Q), RT), veamos que para todo g definido como g(e;) = \;, se tiene
que go = f.
como f € Hi(Hom(N(Q)), RT), entonces f € Hom(C'(Q),R™)

Por definicién y homomorfismo se tiene lo siguiente:

g(ez) . & — fle
) Y f(er2)

god(ez) =g((en)) = gle2 —e1) =
Anélogamente se prueba para todos los 1-simplices que:
god(ess) = f(eas)

god(ess) = fles)
god(en) = f(ea)
Luego para todo f € Hom(C'(Q),R") 3 g € Hom(C°(Q), RT), tal que

god=1F.
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f cumple la definicién 2.14, por lo tanto f es exacto.

En conclusion, siempre podemos tomar para una figura imposible, un cubrimiento () de
abiertos que se solapen y que contengan figuras posibles, para luego considerar un vértice en
cada abierto y unas aristas que relacionan a cada dos abiertos. Esto permite llevar a la figura
imposible a un complejo simplicial o nervio de @), en donde se presentan unas funciones que
son homomorfismos entre el nervio y un grupo multiplicativo abeliano R, definido de tal
forma, que cuando f € Hom(C*(Q), RT), esta permite transformar la arista ejo entre dos
abiertos )1 y (2 de la figura, al cociente entre la distancia del espectador a los objetos Oy y
O3 que tienen como imagen a @1 y ()2, asi la figura es posible, cuando f(e;;) = 1 para toda

arista en el complejo simplicial, es decir, cuando Rt =1 en Hom(C'(Q), RT).



Capitulo 5

Anexos

1. Tablas para el complejo simplicial
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Ficura 5.1. Adelgazamiento del complejo K, h =< 2 >
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1. TABLAS PARA EL COMPLEJO SIMPLICIAL

i i faole | fo2s [ fode | feds [ fe50 | 2B |1 3= [0 4= (R8s (22 3= |25 |3 4- |35 [R5 [4 8 |f21 34 | 1,38 | =148 [f2 3534613486
1 <= <1=| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2= <= |<2=| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 =3= = |=2= |<3=| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 == e | 2ds [ «3= [<d= | 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 =5 2z | «d= | 23= |=de [«5= [ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
] <5= 2= | 2= | 23= | =d= | «5= | 26> 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7| <13 |<1=[«2= [«1= | «ds | <52 | <6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
8 <1 4= [<1= | <Z» [ <1= | <1 | <85> | <G> 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
9| =18 |=1=[=2= [=1=]|<1= | <8 | 21> 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
10| <2 3= | «2s |=2= | <> | 22= [ <5 | <2= 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
11| <2 S» |«2» |<2= | <Fs |22 | <> | <2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
12| <3 4= | <2» | <2= | <Z> | <2 | <2> | <2 0 0 0 0 0 =3 4= 0 0 0 0 0 0 0 0 0
12 =235= [<23=|<2ld= | 2ls | 22s |22 [22= 0 0 0 0 0 3 4= | <3 5= 0 0 0 0 0 0 0 0
14| <3 6x |«2»|<2= | <2s |22 | <20 | <20 0 0 0 0 0 =3 4= [ <3 5= | <3 B= 0 0 0 0 0 0 0
15| =4 8= [<2=|<2= | <2= | 220 | 22= [ 22> 0 0 0 0 0 «3 4= | «3,5= | <3 6= | <4 B> 0 0 0 0 0 0
16 <134 [=2= | 22= | 225 | 22 [ 22 [ 22= 0 0 0 0 0 0 %35 | =3 B+ [ =4 8> 0 0 0 0 0 0
17| 1,38 | «2= | 22 | 22 | 2> [ <2 | 2= 0 0 0 0 0 0 <3 5= 0 <4 B 0 0 0 0 0 0
15| =148 [<2= | =2= | <22 | <2» [ <2» [ <2> 0 0 0 0 0 0 =35 0 0 0 0 0 0 0 0
19 | €235 | «2» | <2= | 2= | 22= | <2= | <2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0| =348 | <2 | 22 | 22e | 22 [ 22 | <2= 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 =348 0
21 |21, 3 48| 2= | 22 | 22 | 22> [ 22> | 2= 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

.7

F1GURA 5.2. Tabla de adelgazamiento para la funcién f aplicada al complejo

licial K

simp
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1. TABLAS PARA EL COMPLEJO SIMPLICIAL

Q Q L] L] Q L] L] Q Q Q L] L] L] L] L] L] Q Q L] Q
i oi “lx | w2 | 23n | edn |28 | 26r €13 |<lde (=16 (2230|9250 234e | 3% | <36s | w46 [<134n <1360 |<ld 6 [ 2235 <346 <1346

1 <l= 0 0 0 i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 <= 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 <3z 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 4= 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 <3z 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 <f> 0 0 0 i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7| =13= 0 0 [=13>] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2| <14 0 0 [=13=|=<l4=| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
9 [ «lg= 0 0 [=13> ] <l4>| 0 |=18>]| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

<l 4> <1 5>

<l 3= <23 <2 3=
10| <23» |<23=| 0 |<23»|=<13>| 0 [«<13>] O 0 0 0 0 0 0 0 0 i 0 0 0 0 0
11| «25> 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2| <34 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
13| <35> 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
14 | <36» 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5| =4p> 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
16 | <134 0 0 0 0 0 0 0 [=<134[ 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7] =l36> 0 0 0 0 0 0 b [<1534 0 |[=<138=] 1@ 0 0 0 0 0 0
18 | <146 0 0 0 0 0 0 0 |<134=( 0 [=£136=|<146> 0 0 0 0 0 0
19 | 235> 0 0 0 0 0 0 0 |<134e[<23 5 <136 =148 i 0 0 0 0 0
20| =346> 0 0 0 0 0 0 0 [ <134 (<235 (<136 |=146> 0 0 0 0 0 0

<l4> <1 5>

<L3 <23= 23>
21 |=134 6 |<23% | 0 |<23»|«13>]| 0 |=13»]| O 0 0 0 0 [ <134 (<235 <136 |=146> 0 0 0 0 [<13486 0

Ficura 5.3. Tabla de la funcion ¢ aplicada en el complejo simplicial K



3. COMANDOS EN MATLAB, PARA EL CALCULO DE Hy, EN UNA IMAGEN A COLOR

2. Algoritmo homolo0

function Hi= homoloO(Q);
P =1 : 255;
H1 = zeros(size(P));
for x= 1:255
Q1= zeros(size(Q));
Q1 (Q==x-1)=255;
[E,n]= bwlabel(Ql);
Hi(x,1)=n;
end

end

3. Comandos en Matlab, para el calculo de H;, en una imagen a color

% descomposicion de la imagen a color en sus tres canales
Al=imread(’circulo.png’);

figure(1),subplot(2,2,1)

imshow(A1), title(’imagen en los tres canales’)
subplot(2,2,2);

imshow(A1(:,:,3)),title(’canal azul’)

subplot(2,2,3);

imshow(A1(:,:,2)),title(’canal verde’)

subplot(2,2,4);

imshow(A1(:,:,1)),title(’canal rojo’)

B1 =A1(:,:,3);%imagen en el canal azul
B2 =A1(:,:,2);% imagen en el canal verde
B3 =A1(:,:,1);% imagen en el canal rojo

B=zeros(size(B1));

B(B1>128)=1;% binarizacion de la imagen en el canal azul
C=zeros(size(B2));

C(B2>128)=1;% binarizacion de la imagen en el canal verde

D=zeros(size(B3));
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4. ALGORITMO PALETACUATRO 99

D(B3>128)=1; % binarizacion de la imagen en el canal rojo
figure(2),subplot(2,2,1)%canales binarizados

imshow(A1), title(’imagen en los tres canales’)
subplot(2,2,2);

imshow(B) ,title(’regiones con alta intensidad de azul’)
subplot(2,2,3);

imshow(C) ,title(’regiones con alta intensidad de verde’)
subplot(2,2,4);

imshow(D) ,title(’regiones con alta intensidad de rojo’)
H_OA=homolo0(B) ;%nimero de componentes conexas en cada canal
H_0V=homo100(C) ;

H_OR=homo100(D) ;

4. Algoritmo paletacuatro

function R=paletacuatro(I,N1,N2)
R=zeros(size(I));
for x=1:N1
for y=1:N2
if I(x,y)>=0 & I(x,y)<64
R(x,y)=64/2; Ypromedio 32
elseif I(x,y)>=64 & I(x,y)<128
R(x,y)=(128 +64)/2; ‘promedio 96
elseif I(x,y)>=128 & I(x,y)<192
R(x,y)=(128 + 192)/2; Jpromedio 160
elseif I(x,y)>=192 & I(x,y)<256
R(x,y)=(266 + 192)/2; Ypromedio 224
end
end
end

end



5. COMANDOS PARA EL ANALISIS DE LA OBRA DE RENE MAGRITTE 100

5. Comandos para el andlisis de la obra de René Magritte

Q3 = imread(’rene magritte.bmp’);
figure, imshow(Q3)

ICR3=Q3(:,:,1);

ICV3=Q3(:,:,2);

ICA3=Q3(:,:,3);

figure(2) ,subplot(2,2,1)

imshow(Q3), title(’imagen en los tres canales’)
subplot(2,2,2);
imshow(Q3(:,:,3)),title(’canal azul’)
subplot(2,2,3);
imshow(Q3(:,:,2)),title(’canal verde’)
subplot(2,2,4);
imshow(Q3(:,:,1)),title(’canal rojo’)
CR=paletacuatro(ICR3,235,320);
CV=paletacuatro(ICV3,235,320);
CA=paletacuatro(ICA3,235,320);
figure(3) ,subplot(2,2,1)

imshow(Q3), title(’imagen en los tres canales’)
subplot(2,2,2);
imshow(CA, [1) ,title(’canal azul’)
subplot(2,2,3);

imshow(CV, []),title(’canal verde’)
subplot(2,2,4);

imshow(CR, [1),title(’canal rojo’)

CCR= homoloO(CR) ;

CCV= homolo0(CV);

CCA= homoloO(CA);

%figura de la obra de Rene sin la decoracién del espejo

Q4 = imread(’de magritte sin espejo.bmp’);



5. COMANDOS PARA EL ANALISIS DE LA OBRA DE RENE MAGRITTE

figure, imshow(Q4)

ICR2=Q4(:,:,1);

ICV2=Q4(:,:,2);

ICA2=Q4(:,:,3);

figure(2) ,subplot(2,2,1)

imshow(Q4), title(’imagen en los tres canales’)
subplot(2,2,2);
imshow(Q4(:,:,3)),title(’canal azul’)
subplot(2,2,3);
imshow(Q4(:,:,2)),title(’canal verde’)
subplot(2,2,4);
imshow(Q4(:,:,1)),title(’canal rojo’)
CR2=paletacuatro(ICR2,235,320);
CV2=paletacuatro(ICV2,235,320);
CA2=paletacuatro(ICA2,235,320);
figure(3) ,subplot(2,2,1)

imshow(Q4), title(’imagen en los tres canales’)
subplot(2,2,2);
imshow(CA2, []1) ,title(’canal azul’)
subplot(2,2,3);
imshow(CV2, []1) ,title(’canal verde’)
subplot(2,2,4);
imshow(CR2, []) ,title(’canal rojo’)
CCR2= homolo0(CR2);

CCV2= homolo0(CV2);

CCA2= homoloO(CA2);
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6. Algoritmo de limpieza para imagenes binarias

function Bd=limpiezal234FN(I,N1,N2);

Bd=1;

for x=2:N1-1

for y=2:N2-1
if I(x,y)7=0 & I(x-1,y)==0 & I(x+1,y)==0 & I(x,y-1)==0 & I(x,y+1)==0 &

I(x-1,y-1)==0 & I(x-1,y+1)==0 & I(x+1,y-1)==0 & I(x+1,y+1)==0 |
I(x-1,y)==0 & I(x+1,y)==0 & I(x,y-1)==0 & I(x,y+1)==0 &
I(x-1,y-1)==0 & I(x-1,y+1)==0 & I(x+1,y-1)==0 & I(x+1,y+1)7=0 |
I(x-1,y)==0 & I(x+1,y)==0 & I(x,y-1)==0 & I(x,y+1)7=0 &
I(x-1,y-1)==0 & I(x-1,y+1)==0 & I(x+1,y-1)==0 & I(x+1,y+1)==0 |
I(x-1,y)==0 & I(x+1,y)==0 & I(x,y-1)==0 & I(x,y+1)==0 &
I(x-1,y-1)==0 & I(x-1,y+1)==0 & I(x+1,y-1)"=0 & I(x+1,y+1)==0 |
I(x-1,y)==0 & I(x+1,y)"=0 & I(x,y-1)==0 & I(x,y+1)==0 &
I(x-1,y-1)==0 & I(x-1,y+1)==0 & I(x+1,y-1)==0 & I(x+1,y+1)==0 |
I(x-1,y)==0 & I(x+1,y)==0 & I(x,y-1)7=0 & I(x,y+1)==0 &
I(x-1,y-1)==0 & I(x-1,y+1)==0 & I(x+1,y-1)==0 & I(x+1,y+1)==0 |
I(x-1,y)7=0 & I(x+1,y)==0 & I(x,y-1)==0 & I(x,y+1)==0 &
I(x-1,y-1)==0 & I(x-1,y+1)==0 & I(x+1,y-1)==0 & I(x+1,y+1)==0 |
I(x-1,y)==0 & I(x+1,y)==0 & I(x,y-1)==0 & I(x,y+1)==0 &
I(x-1,y-1)==0 & I(x-1,y+1)7=0 & I(x+1,y-1)==0 & I(x+1,y+1)==0 |
I(x-1,y)==0 & I(x+1,y)==0 & I(x,y-1)==0 & I(x,y+1)==0 &
I(x-1,y-1)7=0 & I(x-1,y+1)==0 & I(x+1,y-1)==0 & I(x+1,y+1)==0 |
I(x-1,y)7=0 & I(x+1,y)==0 & I(x,y-1)==0 & I(x,y+1)==0 &
I(x-1,y-1)7=0 & I(x-1,y+1)==0 & I(x+1,y-1)==0 & I(x+1,y+1)==0 |
I(x-1,y)==0 & I(x+1,y)==0 & I(x,y-1)==0 & I(x,y+1)7=0 &
I(x-1,y-1)==0 & I(x-1,y+1)==0 & I(x+1,y-1)==0 & I(x+1,y+1)"=0 |

I(x-1,y)==0 & I(x+1,y)"=0 & I(x,y-1)==0 & I(x,y+1)==0 &
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I(x-1,y-1)==0
I(x-1,y)==0 &
I(x-1,y-1)==0
I(x-1,y)==0 &
I(x-1,y-1)==0
I(x-1,y)==0 &
I(x-1,y-1)"=0
I(x-1,y)==0 &
I(x-1,y-1)==0
I(x-1,y)7=0 &
I(x-1,y-1)==0
I(x-1,y)==0 &
I(x-1,y-1)==0
I(x-1,y)==0 &
I(x-1,y-1)==0
I(x-1,y)7=0 &
I(x-1,y-1)"=0
I(x-1,y)"=0 &
I(x-1,y-1)==0
I(x-1,y)==0 &
I(x-1,y-1)==0
I(x-1,y)==0 &
I(x-1,y-1)==0
I(x-1,7)==0 &
I(x-1,y-1)"=0
I(x-1,y)7=0 &
I(x-1,y-1)"=0

I(x-1,y)==0 &

& I(x-1,y+1)==0 & I(x+1,y-1)==0 & I(x+1,y+1) =0

I(x+1,y)"=0 & I(x,y-1)==0 & I(x,y+1)==0 &

& I(x-1,y+1)==0 & I(x+1,y-1)"=0 & I(x+1,y+1)==0

I(x+1,y)==0 & I(x,y-1)"=0 & I(x,y+1)==0 &

& I(x-1,y+1)==0 & I(x+1,y-1)"=0 & I(x+1,y+1)==0

I(x+1,y)==0 & I(x,y-1)"=0 & I(x,y+1)==0 &

& I(x-1,y+1)==0 & I(x+1,y-1)==0 & I(x+1,y+1)==0

I(x+1,y)==0 & I(x,y-1)==0 & I(x,y+1)7=0 &

& I(x-1,y+1)7=0 & I(x+1,y-1)==0 & I(x+1,y+1)==0

I(x+1,y)==0 & I(x,y-1)==0 & I(x,y+1)==0 &

& I(x-1,y+1)7=0 & I(x+1,y-1)==0 & I(x+1,y+1)==0

I(x+1,y)"=0 & I(x,y-1)==0 & I(x,y+1)7=0 &

& I(x-1,y+1)==0 & I(x+1,y-1)==0 & I(x+1,y+1)~=0

I(x+1,y)"=0 & I(x,y-1)"=0 & I(x,y+1)==0 &

& I(x-1,y+1)==0 & I(x+1,y-1)"=0 & I(x+1,y+1)==0

I(x+1,y)==0 & I(x,y-1)"=0 & I(x,y+1)==0 &

& I(x-1,y+1)==0 & I(x+1,y-1)==0 & I(x+1,y+1)==0

I(x+1,y)==0 & I(x,y-1)==0 & I(x,y+1)"=0 &

& I(x-1,y+1)7=0 & I(x+1,y-1)==0 & I(x+1,y+1)==0

I(x+1,y)==0 & I(x,y-1)==0 & I(x,y+1)7=0 &

& I(x-1,y+1)7=0 & I(x+1,y-1)==0 & I(x+1,y+1) =0

I(x+1,y)"=0 & I(x,y-1)==0 & I(x,y+1)==0 &

& I(x-1,y+1)==0 & I(x+1,y-1)"=0 & I(x+1,y+1) =0

& I(x-1,y+1)==0 & I(x+1,y-1)"=0 & I(x+1,y+1)==0

I(x+1,y)==0 & I(x,y-1)==0 & I(x,y+1)==0 &

& I(x-1,y+1)7=0 & I(x+1,y-1)==0 & I(x+1,y+1)==0

I(x+1,y)"=0 & I(x,y-1)"=0 & I(x,y+1)==0 &
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I(x-1,y-1)"=0 & I(x-1,y+1)==0 & I(x+1,y-1)"=0 & I(x+1,y+1)==0 |
I(x-1,y)7=0 & I(x+1,y)==0 & I(x,y-1)==0 & I(x,y+1)7=0 &
I(x-1,y-1)==0 & I(x-1,y+1)7=0 & I(x+1,y-1)==0 & I(x+1,y+1)7=0 |
I(x-1,y)7=0 & I(x+1,y)==0 & I(x,y-1)"=0 & I(x,y+1)==0 &
I(x-1,y-1)7=0 & I(x-1,y+1)==0 & I(x+1,y-1)7=0 & I(x+1,y+1)==0 |
I(x-1,y)==0 & I(x+1,y)"=0 & I(x,y-1)==0 & I(x,y+1)"=0 &
I(x-1,y-1)==0 & I(x-1,y+1)7=0 & I(x+1,y-1)==0 & I(x+1,y+1)~=0
Bd(x,y)=0;
end

end

end
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