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RESUMEN

Estudiamos dos modelos mecanico cuanticos analogos a la teoria topoldgica
masiva vectorial en D = 241 dimensiones. A través del estudio de las variables
del sistema establecimos una buena comparacién entre ambos modelos. Los
modelos estudiados correspondieron al Lagrangiano proveiente de la fuerza de
Lorentz en los casos cuando la masa es distinto de cero y en el limite cuando
la masa va a cero. Empleamos en dicho estudio el formalismo Lagrangiano y
Hamiltoniano de la mecanica, ademas de los corchetes de Poisson y de Dirac.
Resolvimos la ecuacion de Schrodinger en ambos limites.
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Capitulo 1

Introduccion

En el siglo XVII Isaac Newton formul6 sus leyes de la mecanica. Por medio de ellas se
describen y predicen el movimiento de los cuerpos visibles en el universo, incluyendo el de
los planetas del sistema solar [1]. A pesar de este gran avance, a comienzos del siglo XX
se descubrié que varias de las conclusiones tedricas deducidas de las leyes de Newton, no
estaban de acuerdo con algunas formulaciones obtenidas en la teoria electromagnética y
en fenomenos atomicos, fundamentados en hechos experimentales. Las discrepancias die-
ron lugar a la mecdnica relativista de Einstein quién revolucioné los conceptos de espacio
y tiempo, y de la mecanica cudntica.

Siguiendo la idea anterior, para la descripcion de la dindmica de un sistema, partimos
de la idea de cuerpo, o un conjunto de ellos los cuales representan un sistema de puntos
materiales o de particulas puntuales. En este caso, el sistema puede variar en el transcurso
del tiempo, y se dice que esta cambiando su estado. La situacién descrita se caracteriza por
la prefijacién simultdnea de las posiciones (las coordenadas) y de las velocidades de todas
sus particulas que conforman ese sistema [1, 2]. Por tanto, en un sistema cldsico es impor-
tante la determinacién de la posicién y la velocidad como funcién del tiempo y del espacio.

Visto de esta perspectiva, el estudio de cualquier sistema fisico comienza con la inter-
accion de unas particulas con otras, las cuales se dan por medio del campo de fuerzas. Por
tanto en lugar de decir que una particula ejerce accién sobre otra, puede sustituirse por
la idea que esta particula crea un campo en torno suyo; de tal forma que otra particula
que se encuentre en él actuard cierta fuerza. Ahora bien, las fuerzas que en un instante
dado actiian sobre una particula no se determinan por su posicion en dicho instante. En
este caso, el cambio de posicién de una de las particulas se refleja en las demas al cabo
de cierto tiempo, esto significa que el campo cobra realidad fisica, ya no se puede hablar
de interacciones directas entre particulas que se encuentran a cierta distancia entre si.
La interaccién, en cada instante, se puede producir tnicamente entre puntos contiguos
del espacio (accién préxima). Por esta razén debemos hablar de la interaccién entre una
particula y el campo y de la interaccién entre éste y otra particula [3].
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Ubicados en este contexto, para el estudio dinamico de un sistema, recurriremos a la
teoria clasica de campos, y por medio de ella al igual que en la mecanica clasica dispone-
mos de diferentes tipos de formulaciones: Lagrangiana y Hamiltoniana. Por medio de ellas
es posible tratar la mecénica desde puntos de vista més generales y de forma equivalente.
Si bien el estudio de estos procedimientos se reduce al de las leyes de Newton, en mu-
chas ocasiones, se emplean por su facilidad en la formulacién y esto ayuda a dar solucion
de muchos problemas tanto tedricos como practicos en areas, como mecanica cuantica,
mecanica estadistica, mecanica celeste y electrodinamica.

Con relacion a lo antes expuesto, las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange
corresponden a un sistema de ecuaciones de segundo orden mediante en el cual es posible
escribir las aceleraciones en funcion de las coordenadas y velocidades generalizadas siem-
pre y cuando la matriz Hessiana en las velocidades es no singular. De igual manera, esta
condicién de no singularidad aparece a la hora de realizar el formalismo Hamiltoniano de
manera univoca cuando dicha matriz es no singular, en este caso decimos que el Lagran-
giano es regular, de lo contrario decimos que es singular.

En la actualidad, la mayoria de las teorias de campol como las conocemos, estan expre-
sadas en términos de su formulacién Lagrangiana, y como se sabe de la mecanica clasica
elemental, para pasar de esta formulacién a la Hamiltoniana se utiliza la transformada de
Legendre,en donde es necesario conocer todos los momentos en términos de las coordena-
das y las velocidades generalizadas. Sin embargo, en la mayoria de las teorias de campo
que se conocen y que tienen interés fisico, esto no es posible. A este tipo de teorias en
las que no todos las momenta se expresan en términos de las coordenadas y velocidades
generalizadas, se les conoce como teorias singulares.

Atendiendo a los elementos antes expuestos, para este tipo de sistemas existe el forma-
lismo de Dirac el cual permite obtener de forma univoca el Hamiltoniano y la dindmica del
sistema que se estudia con la inclusién de los vinculos. En este tipo de teorias, a partir de
la definicién de los momentos generalizados, se obtienen relaciones que se llaman vinculos,
los cuales aparecen cuando en el sistema no es posible despejar el momento generalizado
del sistema en funcién de las coordenasdas y de las velocidades; de ellos se hablaran re-
petidamente en lo sucesivo.

La presente investigacion tiene como finalidad hacer un estudio de los sistemas regula-
res y singulares en sistemas analogos al descrito por la teoria topoldgica masiva con enfasis
al modelo tipo Chern-Simons por el medio de la formulacién Lagrangiana y Hamiltoniana
con la finalidad de encontrar las ecuaciones de movimiento ecuacion de Schrodinger. Para
lograr esto la investigacion la organizamos de la siguiente manera: En el capitulo 2 des-
cribiremos la teoria clasica necesaria para el proceso de cuantizacion. Presentaremos una
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revision sobre los conceptos desarrollados en los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano
de la mecanica tanto para sistemas regulares como para singulares por medio del estudio
por separado en los problemas del oscilador arménico (sistemas de finitos grados) y de la
accién autodual (para sistemas de infinitos grados de libertad). Esto incluye el uso de los
corchetes de Poisson para describir los sistemas regulares y poder despejar las velocidades
generalizadas como funcion del momento y los corchetes de Dirac, para los singulares,
en donde despejar las velocidades en funcién del momento, no es posible. Por medio de
ellos construimos el Hamiltoniano correspondiente y encontramos las ecuaciones de movi-
miento del sistema. Luego de resueltas estableceremoss una relacién de equivalencia entre
las ecuaciones de movimiento obtenidas aplicando el formalismo Lagrangiano con las que
obtuvimos del formalismo Hamiltoniano, en ambos ejemplos.

El capitulo 3 estudiaremos la Teoria tipo Chern-Simons en 2 + 1 dimensiones para el
Lagrangiano de Lorentz no relativista de una particula de masa m y de carga ¢ bajo la
accion de un campo magnético uniforme externo con la adicién de un término potencial
en los casos m # 0 y otro m = 0. Compararemos el Lagrangiano proveniente de la teoria
de Maxwell-Chern-Simons con su analogo mecanico cuantico. Dividiremos los sistemas
obtenidos en regulares y singulares y aplicaremos los formalismos Lagrangiano y Hamil-
toniano, desarrollados en el capitulo anterior con la finalidad de encontrar las ecuaciones
de Euler-Lagrange como se hace en la mecénica clésica. Luego deencontrarlas y resolver-
las, desarrollaremos el limite de masa nula para encontrar la equivalencia de las soluciones
obtenidas en ambos modelos.

En el capitulo 4 resolvemos la ecuacion Schrodinger para los modelos descritos en el
capitulo anterior realizando sobre el Hamiltoniano una separacién de variables en coorde-
nadas polares. Buscamos las autofunciones asociadas y los autovalores y conseguimos la
solucion de la ecuacion diferencial en funcién de los polinomios de Laguerre y comparamos
estos resultados en los casos descritos en el limite de masa nula.

Finalmente en el capitulo 5 presentaremos las conclusiones de la investigacion.
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Introduccién




Capitulo 2

Formulacion canonica de la mecanica

Este capitulo tiene como finalidad comenzar el estudio de los sistemas clasicos regulares
y singulares para finitos e infinitos grados de libertad. Esto se lograra desarrollando el
formalismo Lagrangiano y Hamiltoniano de la mecénica clasica para el estudio dindmico
del sistema. Presentaremos el algebra de los corchetes de Poisson y los de Dirac en busca
de obtener las ecuaciones de movimiento del sistema. En este caso definiremos los vinculos
(primarios y secundarios, ademds de los vinculos de primera y segunda clase) y todas las
relaciones importantes para el estudio de sistemas con estas caracateristicas. Seguidamente
aplicaremos dichos resultados al estudio de dos ejemplos.

2.1. Formulacién Lagrangiana y Hamiltoniana para
finitos grados de libertad

2.1.1. Lagrangiano para un sistema mecanico

Consideremos un sistema dinamico descrito por un conjunto de variables pertenecien-
tes al espacio de fases (¢',p;), en este caso el estado del sistema es caracterizado por los
valores de estas variables, es decir, por un punto en el espacio de configuraciones. Ahora
bien, el sistema puede cambiar con el tiempo y esto lo podemos caracterizar a través
de ¢'(t) y ¢'(t), esto quiere decir, que la evolucién del sistema es representada por una
trayectoria en el espacio de configuraciones.

En este caso el formalismo Lagrangiano se construye en términos de coordenadas ge-
neralizadas ¢‘(t) y sus resultados y predicciones deben ser independientes del sistema
coordenado usado. Esto significa que las ecuaciones de movimiento, a partir de las cuales
se extrae toda la informacion relevante deben ser invariantes bajo transformaciones de
coordenadas del espacio de configuracion. Por lo tanto, bajo una transformacién de coor-
denadas del espacio de configuracion el nuevo Lagrangiano debe dar origen a la misma
dindmica.

En la mecanica clasica un sistema con un numero finito de grados de libertad se
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describe por medio de una funcién L llamada Lagrangiano del sistema [1, 3, 4, 5, 6, 7.
Dicha cantidad depende de las coordenadas, las velocidades y del tiempo.

L = L(¢',4d.t), i=12,..,s, (2.1)

donde las ¢ son coordenadas generalizadas, las ¢* son velocidades generalizadas, las cuales

sirven para describir el sistema mecéanico y s el nimero de variables dindmicas para
describir el sistema.
Todo sistema mecanico tiene asociado un objeto llamado la accién [1, 3, 7, 8, 9]

t2
s = / L(q, ¢\, t)dt, (2.2)

t1

vy la evolucién en el espacio de configuraciones (¢', ¢*) se da en trayectorias cuya variaciéon
dejan invariante la accién, 65 = 0.

La variacién de la accion cuando cuando se perturba una trayectoria es

to
68 = ¢ / L(q', 4", t)dt,

t1

2 /0L . OL _.
= -0q" + f&j’) dt = 0. 2.3
/tl (061’ g’ (23)
Como g = %6qi, realizamos una integracién por partes en el segundo término de (2.3)
oL _ . 2 /0L dOL ,
8S = ——=o¢" | -~ —— ) §¢'dt = 0. 2.4
aq-Z q t1 + /t; <8ql dt aq,L) q ( )

Escogiendo que la perturbacién se anule en t; y ¢, si las variaciones d¢’ son generales,
entonces el factor en la integral se anula. Obtenemos asi las ecuaciones de Euler-Lagrange

oL d oL
o dtog

las cuales corresponden a un sistema de ecuaciones de segundo orden. Esto se ve explici-

L, = (2.5)

tamente si desarrollamos (2.5)

PL . 0’L .. 0L 9L
L, = ——¢ — ———§ + — — —
0¢? 0q* 0¢? 0 dq¢*  O0toq*
= 0,
reorganizandola
- 0L oL - 0L oL
¢ = - — ¢ —— — (2.6)
0G0’ 0q* 0¢70q"  Otoq*
Si el determinante de la matriz % es distinto de cero, significa que la matriz posee

inversa y podemos emplear este resultado para encontrar las aceleraciones generalizadas
en funcién de las velocidades y las coordenadas.
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2.2. Hamiltoniano para un sistema mecanico

El primer aspecto a considerar es reescribir las ecuaciones de Euler-Lagrange, de se-
gundo orden, en una manera que involucre solo derivadas de primer orden, en este caso
emplearemos el formalismo Hamiltoniano.

Ubicados especificamente en la necesidad de reescribir las ecuaciones de Euler-Lagrange
de una manera mas sencilla, en el apéndice A se introduce el concepto de transformada
de Legendre de una funcién. Partimos del Lagrangiano dado por (2.1), en este caso el Ha-
miltoniano se define como su transformada de Legendre tomando a las ¢* como variables
activas.

En este sentido

H = (pd' —L) pim 0L (2.7)
q
H representa el Hamiltoniano del sistema y p' = ggj representa el momento generalizado

asociado a la coordenada generalizada ¢‘, el cual también es conocido como momento
conjugado. El punto de partida del formalismo Hamiltoniano es introducir el momento
p' canénicamente conjugado a la coordenada ¢'. Apreciamos que la ecuacién (2.7) no
depende de las ¢'.

Por otro lado el Hamiltoniano del sistema es:

, , . 0oL, . OL .. OL
d(pigt — L) | ._ = | dp;¢’ A — —dq' — —d¢' — —dt
(pid ) lpi=2n (pq T’ = 5 5da = 5 ndd' = )
~ oL . OL
= ¢'dp; — —dq¢' — —dt. 2.8
d'dpi = 5540 = (2.8)

De aqui tenemos en cuenta las ecuaciones (2.5) con p; = 3—5-, obtenemos las relaciones

, oH ) OH oL OH
Op; dq ot ot
Que constituyen un sistema de ecuaciones de primer orden para las ¢'’s y p'’s.
2.3. Corchetes de Poisson
Definimos para F'y G, funciones que dependen de ¢° y p;
en este caso el corchete de Poisson entre ambas funciones es
oF 0G O0F 0G
{F,G} = . — - ), (2.10)
dq' Op;  Op; O¢'
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donde los indices repetidos siguen la convencién de Einstein para la suma.

De donde se obtienen los corchetes fundamentales

{¢'.¢} =0, {pi,p;} =0, {d',p;} =9}

El corchete de Poisson satisface las siguientes propiedades

1. Antisimetria:

{F.G} = —{G,F}

2. Bilinealidad:

{C\F, + CyFy, G} = Ci{F),G}+ Cy{F, G}

3. Propiedad del producto:

{F1F,,G} = F{FG}+{F,G}F

4. Existencia de elementos neutros:

(F.C} = 0

5. Identidad de Jacobi:

{FAG, M} +{GAM, F}} +{M.{F.G}} = 0

Como consecuencias importantes tenemos que

; _or __OF

Para una funcién en F en el espacio de fases (p;, ¢',t) resulta que

dF OF ; OF \  OF
dt ol Toap ) T ot

oF
= {F,H} + o

Sustituyendo las ecuaciones de Hamilton en (2.14) obtenemos

dF _ (0FOH _OF0HY  oF
dt  \O0q¢ dp; Op; O ot

La cantidad entre paréntesis comparando con (2.10) resulta ser

OF0H OFO0H
FH! = . — .
{5 1} (861z Op;  Op; 8q2> 7

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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por tanto la ecuacién (2.15) nos permite hallar la derivada temporal de F' usando el
corchete de Poisson entre H y F' mas la derivada parcial respecto al tiempo

dF oF
— = {FH —— 2.1
= (RH} (216)

Si el objeto F' no depende explicitamente del tiempo y
{F,H} = 0,

se tiene que F es constante de movimiento.

2.4. Formulacién de la Mecanica. Sistemas regulares
y sistemas singulares

2.4.1. Sistemas regulares

En forma general para el estudio de sistemas mecénicos, asumimos de entrada que en
un sistema regular es posible despejar todas las velocidades ¢ como funcién del momento,
las coordenadas y el tiempo.

Para aclarar la situacién descrita con anterioridad, identificamos la accién del sistema.

S = /dtL(qi,qi,t),

ahora bien el momento candnico es

oL
L= = 2.1
pi o (2.17)

y podemos obtener

33

i

¢ = ¢(d",pit)

En este orden de ideas para despejar las ¢° es necesario segiin el teorema de la funcién
. o . 2L
implicita que det (55 . | ord : :
veremos el problema del oscilador armoénico simple en una dimension.

) # 0. Siguiendo el orden de la idea anterior, como ejemplo resol-

Ejemplo. Oscilador armoénico simple en una dimensién

Estudiemos el problema del oscilador arménico simple en una dimension. El tipo de
potencial es V(z) = smw?z?.
El Lagrangiano es
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el cual depende de z y .
Aplicamos el formalismo Lagrangiano . De las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtiene

oL _doL _

or dtox

—mwlr—mi = 0
=i = —wr

Pasamos ahora al formalismo Hamiltoniano. En este sentido el momento generalizado es.

oL _
or

p = ma.

. a2L . ’
Podemos apreciar que 0T = 0 por tanto el sistema es regular. De aqui obtenemos las
velocidades en funcién del momento.

P
J;’__
m

Construimos el Hamiltoniano

2 2
H:p_+mw

2
2m 211;7

donde w representa la frecuencia clasica de un oscilador descrito por una constante de

elongacion k, que segun la Ley de Hooke es de la forma w = \/% En este caso los
corchetes de Poisson fundamentales son:

{z,p} =1; {z,2} =0; {p,p} =0.

y verificando

t = {x,H}

_ % (2.18)
p = {pH}

= —mw’z (2.19)

Asf sustituyendo (2.18) en (2.19) obtenemos

que corresponden a las ecuaciones de Euler-Lagrange.

2.4.2. Sistemas singulares

Planteamos la existencia de los sistemas llamados singulares, para los cuales la matriz

. . 2 , . . .
Hessiana es singular, esto es, det(%) = 0. Por esta razén en este tipo de sistemas aplicar
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el formalismo Lagrangiano no permite despejar todas las aceleraciones de las ecuaciones
de Euler-Lagrange estableciéndose una serie de relaciones nuevas entre las coordenadas y
las velocidades, las cuales llamaremos vinculos.

Con respecto al formalismo Hamiltoniano al calcular la transformada de Legendre
podemos verificar que no tampoco es posible expresar las velocidades como funcion del
momento lo cual lleva ademas a la aparicién de funciones arbitrarias en la solucién (vincu-
los). La aparicién de estas funciones es frecuente en teorias de calibre.

En vista de lo anterior, debemos trabajar con una nueva herramienta para realizar
el estudio de sistemas con vinculos. En este caso empleamos el método de Dirac, el cual
permite de manera consistente pasar del formalismo Lagrangiano al Hamiltoniano recu-
perando informacion clave para el estudio de la dindmica del sistema.

2.4.3. Sistemas con vinculos. Vinculos primarios y secundarios

En la formulacion variacional de la mecédnica clasica admitimos que las ecuaciones de
Euler-Lagrange se integran sin dificultad. Esto es posible, siempre que la matriz Hessiana
%L

cumpla con la condicién condicién det( W) # 0. En caso contrario, estaremos hablando

de Lagrangianos de sistemas singulares.
Consideremos por ahora las relaciones
" (¢",¢") = 0 conm=1,2,..;M < s. (2.20)

Sin embargo para el formalismo Lagrangiano, si hablamos de la condiciéon de singulari-
dad, las relaciones provenientes de (2.20) son los vinculos del sistema. En concreto existen
m = s — M aceleraciones no despejadas con s nimero de coordenadas generalizadas para
la descripcion del sistema y M las aceleraciones despejadas del sistema.

En el caso del formalismo Hamiltoniano consideremos el Lagrangiano

L = L(¢',d't) i=1,2,..,s, (2.21)
donde no es posible despejar todas las velocidades como funcién del momento. Ahora bien
B oL
pl 6qz )
y en cual despejamos r velocidades
QI = ql(qiapi7qa)7 I= [i17i27"';i7’]

siendo I una particiéon de r indices de las i's y « correspondiente a las velocidades que
no pudieron despejarse. Como se afirmé arriba al sustituirse en la definicién del momento
obtenemos relaciones
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" (¢',pi) = 0, (2.22)

con m = 1,2, ..., M. llamadas vinculos primarios (2.22) los cuales restringen la dindmica
a un sub-espacio de dimensién (2s — M) del espacio de fases, el cual era de dimensién 2s
y son caracteristica propia del Lagrangiano singular.

En particular definimos el Hamiltoniano canénico (H¢)

He = (¢'pi— L)

=L, (2.23)

Pi=p;

depende sélo de los (¢'s,p’s,t). A fin de continuar con el anélisis de H, le sumamos una
combinacion de los vinculos primarios

H = He+ And™, (2.24)

y m corre por todos los vinculos. Para ser més especificos la cantidad H la conocemos
como el Hamiltoniano y \,, los multiplicadores de Lagrange asociados a cada vinculo.
De igual modo la accién

to )
S — / (d'pi — He — D™, (2.25)
t1

contiene el Hamiltoniano e igualmente obtenemos las ecuaciones de movimiento partiendo
del principio variacional

y OHc¢ do™

P= A

1 Op; A opi’

g _ _OHo 99"
¢"(q¢",pi) = 0.

Asi mismo las nuevas ecuaciones de Hamilton son equivalentes a las de Euler-Lagrange y
lo mas importante es que son compatibles con los vinculos.
Consecuencias importantes de lo anterior

w {o™, gbm/} no tiene rango cero, permite despejar algunos A,,.

» La hipersuperficie ¢ = 0 no se intersecta con la hipersuperficie {¢™ H} = 0.
Aparecen vinculos adicionales llamados secundarios.

En caso que suceda la segunda condicion, se tendran k vinculos nuevos de la forma
o (¢°,p;) =0 con k' = [M+1,..., M +k], los cuales también se les exige que se mantengan
sobre la trayectoria del sistema.

0" = {9 H}lr, = 0. (2.26)
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Avanzando en nuestro razonamiento, aplicamos (2.26) y conduce a las situaciones des-
critas. En particular si aparecen nuevos vinculos los llamaremos terciarios, por lo que
a estos también se les exigird que se conserven en el tiempo. Repetiremos el proceso
sucesivamente hasta que no aparezcan nuevos vinculos.

Como resultado de lo anterior aparecen un conjunto de vinculos

9" = {0 0%, ...0"}, (2.27)

en donde incluimos los M primarios y los A — M restantes (secundarios, terciarios, entre
otros.)

2.4.4. Vinculos de primera y segunda clase

De la misma forma como ocurrié en los vinculos primarios y secuandarios. existen dos
tipos de vinculos, los cuales aparecen al estudiar sistemas con restricciones (ligaduras).
Tenemos un vinculo de primera clase el cual genera transformaciones de calibre y otro
llamado vinculo de segunda clase el cual usamos para construir el corchete de Dirac, que
en teorias que presentan restricciones vendria a sustituir al corchete de Poisson cuando se
desea encontrar la evolucién dinamica del sistema.

A continuacién consideremos la matriz obtenida de los corchetes de Poisson de los
vinculos {¢™, ¢"}.

0 rango({¢@™, ¢"})m (2.28)

En efecto {¢™, ¢"} es anti-simétrica y su rango es par, rango({¢™, ¢"}) = 21 = R. Segui-
damente se eligen nuevos vinculos, los cuales son combinaciones lineales de los originales,
de modo tal que podamos diagonalizar por bloques la matriz {¢™, ¢"}.

Escribimos la matriz que contiene los vinculos de primera clase ¢™

m o n\ __ XRxR ORXk
{e”, ¢} (kaR Okxk )

De esta manera Hamiltoniano extendido es

El cual contiene los vinculos primarios y secundarios ¢™ y los de primera y segunda clase
X" Recordemos que la derivada temporal de una funcién genérica F(q,p) es

F = oF i + a_F ;.
 OF (0Ho . 9™\  OF
o < Opi A Ip; ) "o

= {F, Hc} + A \o{F, 9™}, (2.30)
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ademds este resultado en (2.29) la ecuacién (2.30) toma la forma
F = {F Hg} ~{F Ho} + Al F, 0™} + 0. {F, X"}. (2.31)

Las ecuaciones de Hamilton contienen funciones desconocidas X. Debemos tener pre-
sente que se esta tratando con un sistema de vinculos, lo cual significa que no todas las
coordenadas canénicas son independientes y por tanto las ecuaciones de Hamilton (2.29)
y (2.30) tampoco lo son.

En realidad para calcular la evolucion de las variables canénicas empleamos el Hamil-
toniano extendido y lo proyectamos sobre la variedad de los vinculos.

q.i = {qi7HE}|F17
P = {p' He}lr,
" = 0,

De igual modo la presencia de multiplicadores arbitrarios en las ecuaciones de movimiento,
significa que las variables ¢(t) y p(t) no se pueden determinar en forma tnica a partir de
los valores iniciales ¢*(0) y p;(0). La informacién fisica acerca de un sistema es obtenida
de las funciones A(q, p), definidas sobre la superficie de los vinculos y tales funciones son
las cantidades observables del sistema. Se infiere que el estado fisico de un observable
es determinado por el conjunto completo de cantidades observables del sistema en ese
instante.

2.4.5. Condiciones de consistencia

La evolucién de las variables canénicas del espacio de fases contiene funciones arbitra-
rias y se pueden hacer explicitas por medio de las condiciones de consistencia [4]. En este
caso exigimos que la dindamica del sistema tenga lugar sobre I';.Sin embargo, es posible
que la dindmica no permanezca en la superficie sino en los alrededores, y es probable
que existan contribuciones de la vecindad.Por tanto se hace necesario que dichos vinculos
permanezcan constantes por lo que las derivadas temporales deben ser débilmente cero.

¢~ {¢" He}+ \{¢". 0"} =0, (2.32)

v

X' ~ {x",Hc}=~0. (2.33)
A partir de (2.32) determinamos algunos de los multiplicadores de Lagrange A,

2.4.6. Corchetes de Dirac.

Admitamos lo siguiente

¢l

Q
o
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con | = 1,...,w < k representan los vinculos secundarios, los cuales se han obtenido
usando las ecuaciones de movimiento.

Dirac postuld que para estudiar esete tipo de relaciones se puede emplear un formalis-
mo parecido al desarrollado para vinculos primarios [4]. Existe un Hamiltoniano canénico
He y un conjunto de vinculos, primarios y secundarios, los cuales describen el sistema
mecanico. Conveniente separar los vinculos en primera y segunda clase y aplicar nueva-
mente las condiciones de consistencia.

Como consecuencia de lo anterior es posible que aparezcan nuevos vinculos y el proce-
dimiento se deba repetir hasta llegar a la situacion en la que no aparezcan nuevos vinculos,
y es aqui donde hemos satisfecho las condiciones de consistencia.

Postulamos el Hamiltoniano extendido. La evolucion temporal viene dada por el Ha-
miltoniano que contiene todos los vinculos (primarios y secundarios, junto con los de
primera y segunda clase).

Hg = He+ M\o" +0,x".
Recordemos que la evolucion temporal de la Funcién genérica F'(q, p)
F = {F Hp}~{F Hc} + N\{F,¢"} + 0,{F X"},

bajo las condiciones de consistencia dadas en primer lugar por (2.33) la cual se satisface
automaticamente y no generan nuevos vinculos. En cambio para (2.32) eso no se puede
verificar a simple vista, ante esta situacion definimos

Cap = {¥a,¥B},

la cual representa la matriz obtenida de los corchetes de Poisson con vinculos de segunda
clase y por definicién es regular. Del célculo elemental existe una matriz inversa C2¢ la
cual satisface

CABC'BC = 53.
Tenemos
A~ —Cu{e" He}

Notése que podemos despejar los multiplicadores de Lagrange A, asociados a los vinculos
primarios.
Consideremos nuevamente la evolucion temporal

F o~ {F,G} —{F.¢a}C"{¢p,G} + 0,{F,x"}.
Definimos la siguiente relacién

{F,.GY = {F,G}—{F,va}C*%{yp, G}. (2.34)
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La ecuacién (2.34) representa el corchete de Dirac y como se ha expuesto anteriormente
para sistemas con vinculos es mucho mas 1util que el corchete de Poisson.

Como resultado de lo anterior la evolucién temporal de F' es
F ~ {F H}Y +60,{F x"} (2.35)

En consecuencia logramos describir la dindamica del sistema singular empleando el
formalismo Hamiltoniano con la ayuda de los corchetes de Dirac.
Para terminar los corchetes de Dirac tiene como propiedades

1. Antisimetria

(FGY = —{G, F}.

2. Biinealidad:

{a1F1+a2F2,G'}* = al{Fl,G}*+a2{F2,G}*.

3. Regla de Leibniz:

(AF,GY = {F,GYF+ F{F, G}

4. Identidad de Jacobi:
{F AR, B3} + {F, {5, Bl + {55, {F, B2 = 0.
Para G de primera clase y I’ arbitrario
{F,G}* = {F,G}.
En particular para el Hamiltoniano
{F,H}* = {F H}.

Lo anterior significa que es posible obtener las ecuaciones de movimiento del sistema
empleando los corchetes de Poisson o los de Dirac. Por tanto el corchete de Dirac
es el corchete de Poisson solamente para las variables relevantes del espacio de fase.
La evolucion temporal del funcional F' de variables candnicas se obtiene mediante

dF

— = {F,H}".
dt {7}
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2.5. Formulacién Lagrangiana y Hamiltoniana para
infinitos grados de libertad

2.5.1. Formalismo Lagrangiano para infinitos grados de libertad

Con respecto al caso de sistemas con infinitos grados de libertad el indice ¢ de coorde-
nadas representa un sistema continuo y toma valores en cada punto de la variedad espacial
de dimensién D. Por otro lado el limite al continuo los estudiamos asi

¢'(t) — Qu(t,7), e RP (2.36)

En este caso las derivadas espaciales aparecen como diferencias en los valores de (), en
puntos cercanos

Qu(t, T+ AT) — Qu(t,T) ~AT-VQ, (2.37)

Asumimos que las coordenadas generalizadas pueden tener una etiqueta a discreta adi-
cionalmente [6]. Ejemplos de esto

Qu ~ ot 7) (campo escalar)
~ At 7T (potencial wvector).
La accién sera
S = /dtL(Qa,@MQa,x“)7 (2.38)
Q

donde 9,Q, = (Qa, VQ,) v z* = (t, T).

El nuevo Lagrangiano con el cambio queda escrito asi

L = /deE(Qa,aﬂQa,X“), (2.39)

la suma en la parte espacial la expresamos como una integral, el simbolo representado
por L lo conocemos como densidad lagrangiana. Como S depende de Q,(x) en toda la
regién de €2, decimos que es un funcional de @),, por tanto

S = SQd (2.40)

A su vez los puntos estacionarios (65 = 0) se obtienen

oL oL .
0 = / it [@Qﬁ@ma]

- o [0 . o oc
_ /dtd x[(aQa a#(,)aMQ) 5Q0 + 0, <—aauQa5Q“)}' (2.41)
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Repetimos los pasos realizados para el caso de finitos grados de libertad, para 6Q), arbitra-
rias tenemos que 0.5 = 0, lo cual efectivamente implican las ecuaciones de Euler-Lagrange

oL oL

TCZG - alt aaﬂ@a = 0 (242>

Podemos determinar el momento generalizado de la misma forma que en el caso finitos
grados de libertad.

°(z) = a%ﬁ. (2.43)

2.5.2. Formalismo Hamiltoniano para infinitos grados de liber-
tad

Para sistemas regulares el formalismo Hamiltoniano viene dado por las relaciones

H = / dPz(11°Q, — L) = / dPxH, (2.44)

donde H representa densidad Hamiltoniana.

Comprobamos que las ecuaciones de Hamilton se generalizan como

. OH OH
(z) — . a - _
@ = oy U (z) = 9Q.(z)

. (2.45)

Los corchetes de Poisson entre dos variables A = [Q,,11%] y B = [Q, [1°] vienen dados
por la relaciones

o [ 0A 6B 0A OB
By = [ st~ e

Ademas las ecuaciones de movimiento son
Qu(x) = {Qu(x), H}, [1*(2) = {II"(x), H}.
Los corchetes fundamentales seran en este caso
{Qa(2). Qs(y)} = 0; {I1*(x), ()} = 0; {Qa(2), I(y)} = 67(7 — 7);

Debemos recalcar que el formalismo Lagrangiano y Hamiltoniano para sistemas sin-
gulares se explicard por medio de un ejemplo con la accién autodual [10, 11].
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Ejemplo. La Accién Autodual

El siguiente ejemplo trata del estudio de sistemas con infinitos grados de libertad pero
ahora en sistemas singulares. En este caso discutimos el paso del formalismo Lagrangiano
al formalismo Hamiltoniano con la ayuda de los corchetes de Dirac. Considereremos la
accion autodual

m
§ = —5 Pz (e A,0, A\ + mA,AY) (2.46)
donde €"** es el simbolo de Levi-Civita. Por otra parte empleamos la densidad Lagrangia-
na (2.39) para encontrar las ecuaciones de movimiento y compararlas con las obtenidas
empleando el formalismo Hamiltoniano.

. 1. m?

L = —meY <A082A] + §A1AJ) + 7 (A()Ao — AzAz) , (247)

con %, j representando indices espaciales y se han hecho algunas integrales por partes
teniendo en cuenta que los campos se anulan en el infinito.

El siguiente aspecto trata de aplicar el formalismo Lagrangiano a esta accién. En

particular usamos la ecuacién (2.42) y obtenemos

agjxu - _%EWA*
Tenemos

de donde obtenemos las ecuaciones de movimiento.
—e"29,Ay —mA* = 0 (2.48)
Se infiere que el Lagrangiano es singular, pues de

a—.ﬁ = —TGAOHA)\.
0A, 2

2L
s i, = O
Prosigamos el anélisis de este sistema con el formalismo Hamiltoniano. En primer

Se observa que

partiendo de la descomposicion 2 + 1 de la accion

L 1. 2
R — /d% {—me“ (AO&AJ- + §AiAj) - % (—AoAp + AjA;) | + terminos de borde.
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Recordemos que el momento viene dado por

M*(x) = —a.ﬁ )
0A,
De aqui obtenemos
i m
° = 0; I = —EGJA:,, (2.49)

observamos que no es posible depejar las velocidades del sistema en funcion del momento.
Dicho lo anterior definimos los vinculos primarios ¢ y ¢; como

i i, g
¢° =T1°% ¢ =T+ eV Aj, (2.50)

a continuacion construimos el Hamiltoniano candnico

2

HC = /dQZE [meijAo&Aj - %(AoAO - AzAz) i (251)
El Hamiltoniano es entonces
H = Hg+ / W (2.52)

el cual contiene los vinculos primarios encontrados hasta ahora.
En relacion con los vinculos, postulamos los corchetes fundamentales

{A(2), I (Y) vy = 6,,0%(F = §)5 {Au(@), A (Y) Hor=ye = 03 {T1"(2), I1"(y) } v —yr = 0
(2.53)

A su vez la relacién de consistencia sobre el primer vinculo primario (débilmente cero) es
¢ = {¢,H}
= /de {—me70! A;6%(x — y) + m*Ay6*(xz — y) }
= —meij(?iAj + m2A0 ~ O, (254)

acorde con la teoria desarrollada obtenemos un término que no es cero, dicho lo anterior
identificamos un nuevo vinculo (secundario).

QZ% = —meijﬁiAj + m2A0 ~ O, (255)

¢'0

si escogemos x = - escribimos lo siguiente

X = —eij(“)iAj—l—on. (256)
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Del mismo modo inspeccionamos la consistencia en el segundo vinculo primario
o' = {¢'.H}
2
_ / &y {Hi + %EU'AJ., %AkAk + mA LA + M (Hk + %e“Al) }

= —mPA; + )\jgeij - )\j%eﬁ — mel'9; Ay

~ 0, (2.57)

la preservacién del vinculo primario ¢' representa una condicién para determinar los
multiplicadores de Lagrange ();) de tal manera que

)\i = @Ao—meijAj. (258)

Resta aplicar las condiciones de consistencia sobre x

x = {x.H}
= /de{on — GijaiAj, )\HO + )\pHp}
S )\ = iEi‘jai}\j
m

Tomamos en cuenta (2.58) y la antisimetria de €

1 ..
A= —e”@(ajAo—mejkAk)
m
La preservacion del segundo vinculo nos permite despejar el multiplicador A\. Dado que

no aparecen nuevos vinculos el proceso termina aqui.
En resumen, hemos obtenido dos vinculos primarios,

é = TI°: ¢ =TT + %e”Aj,
un vinculo secundario
X = EijaiAj - mAO (260)

y se despejaron los multiplicadores de Lagrange
A= 81141, )\1 = &AO — meijAj

La teoria presenta solamente restricciones de segunda clase. Construimos la matriz W 4,
la cual tiene como entradas

Ty = (61 9). (2.61)
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Desarrollamos los corchetes de Poisson para estas cantidades

{6,0} = 0;

{0, 9"} =0; {6, x} = —md*(z —y)

{¢", x} = €70;6°(x — y); {¢", 0"} = me™6*(x — y). (2.62)

La matriz Cap(z,y) = {¥a(x), Vp(y)}|mo—y0 es de la forma

0 —m 0

Cag(z,y)=| m 0 g |8 (x—y)

0 €*9; me*

Sefialamos a CBY(y, z)como la matriz inversa de Cap(z,y)

A D G
C®%y,2)=| B E H,
Ck Fk [kl

Desarrollando encontramos la matriz inversa es

0 = Lo
C*Pyz)=| =L 0 0 |&y—2

Ahora aplicamos los corchetes de Dirac a todas las variables del sistema

{A()(ili'), AO(y)}*|:EO=y0 =

{Az(x)v Aj (y)}*|320=y0 =

{AO (x)a Az(y)}* |10:y0 =

{A0<x>7 Ho(y)}*|x0=y0 =

{Ao(a), Ao(y)} — / PP Ag(), U(2) o (2, w) [T (1), Ao(y))

_ / edw{ Ag(x), 6°(2)}Coo (2, w) {6 (w), Ao(y)}
0, (2.63)
{Ai(x), A ()} — / Pedw{ A(z), U (=)} (2, w) {TF (w), A;(y)}

_ / edw{ Ai(z), 6°()} Coo 2, w){6"(w), A;(y)}
1

_Eeij(s?(f — 7). (2.64)
{Ao(z), Ai(y)} — / &> zd*w{Ag(x), U'(2)]Cu (2, w) {¥*(w), Ai(y)}
%ak(s?(f ~ 9, (2.65)

{Ao(z), ()} — / d*zd*w{Ao(z), ¥ (2)} O (2, w){U"(w), I°(y)}
047 — ) — %7 — 7))
0 (2.66)
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{Ao(2), I (Y)} o=y = {Ao(2), IT'(y)} (2.67)
_/dQZdQW{Ao(x),‘PI(Z)}Czk(Z,w){‘Pk(W),H"(y)}

= —/d2zd2w{Ao(x),¢0(Z)}COB(Z,w){XB(w)aHi(y)}
_/dQZdQU’{Ao(l’),cbo(z)}COk(Zaw){¢k(w)7ﬂi(y)}

_ —%ajaﬁ?(f—g), (2.68)
{Ai(2), T (y)} a0y = {Ai(x>vnj(y)}_/d22d2w{Ai(x)a\Ijl(z)}olk(sz>{\1/k(w)7Hj(y)}
= %5352(5—5) (2.69)

{I%(@), %(y)} a0y = {HO(Z‘),HO(y)}—/szde{Ho(l’),‘I’Z(Z)}Czk(zaw){‘lfk(w),ﬂo(y)}

_ / e dw{T(z), P (2)}Cp(z, w) {7 (w), 1°(y)}
= 0, (2.70)

{I(2), IT () } a0y = {Ho(fc),ﬂi(y)}—/ded%{HO(x),‘PZ(Z)}Czk(Z,w){‘I”“(w%Hi(y)}

_ / e dw{T1(z), P (2)}Cp(z, w) {7 (w), T ()}

=0 (2.71)
{IT'(2), T (9) } |ao=ye = {TT'(2),TF (y)} — / & zd*w{Il'(z), U'(2)} O (2, w) { ¥*(w), IV (y) }
— _%ga‘y@_g), (2.72)

Comprobamos que los corchetes de las variables canénicas con los vinculos dan cero, como
es de esperar.

{Ai(z), ¢’ (y)} = {Ai(x)vﬂj(y)}*ﬂL%Ejk{Ai(x),Ak(y)}*,

= LR ) - o),
= 0, (2.73)

{Il'(2), ¢ ()} = {Hi(w)ﬂj(y)}*ﬂL%Ejk{ﬂi(fﬁ)ﬁflk(y)}*

= —TT — ) + T E — )
= 0. (2.74)

De las ecuaciones podemos verificar que el corchete de Dirac de las variables canénicas
A, y TI* con los vinculos ¢™ son cero y pueden sustituirse en todas partes.
Los resultados obtenidos son consistentes con los vinculos de la teoria. En efecto

{F(2), Va)}ar=p = 0
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para cualquier funcién de las variables del espacio de fases. Podemos entonces sustituir
los vinculos sin ningtin problema de consistencia.

El siguiente paso es encontrar la acciéon y Hamiltoniana extendidas, las cuales dan la
evolucién dindmica del sistema. La accion extendida es por definicién,

to .
Sp = / dt(A, 1" — Hy)

t1

donde Hg es el Hamiltoniano extendido el cual contiene todos los vinculos, primarios y
secundarios, de primera clase y de segunda clase. El Hamiltoniano extendido viene dado
por

Hp = /de(HC + And™ + px).
Se tiene
2
SE = /d3$[A0HO + 1411_.[z - <mA06ij8iAj - %(A()AO - AzAfL)) - )\HO
(T 4 e A Ag— €90,A
=i (I 4+ €4 ) = p(mAy — €04;)].
Realizamos una variacién sobre la acciéon anterior y la igualamos a cero

t2 . . . . . . .. 2
§Sp = / dt[TI°5 Ag + ASTI® + IT'6 A; + A;011° — <m5(Aoe”8iAj) - %6(A0A0 — A,Ai)>

t1
AT — 118\ — (1T + %e“Aj) ox = A (1T + %e@'fAj)
—(mAO - 6278214])5/) - p(;(on - eijf)iAj)] = 0,
desarrollando las variaciones, agrupando términos semejantes y haciendo cero en la fron-

tera los términos de divergencia, encontramos las siguientes ecuaciones de movimiento,

0SE

A —I1° — meID;A; + m*Ag —mp = 0, (2.75)
5S -

5—H§ Ag— A =0, (2.76)
5S . 3 5 3

6/5 —1II' — me’9;Ag — m*A; + %GZ]/\]' +€70;p =0, (2.77)
dSE -

S Ai=0 (2.78)
— I"=0 2.79
N ’ (2.79)

4 Deiig, = 2.

53 + 5 € 4; 0, (2.80)
05k €19;A; —mAy = 0. (2.81)

o
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A partir de estas relaciones podemos despejar las momentas y sustituir los vinculos obte-
niendo (II° = 0, II" = —2€7 A;). Por tanto

SE = /dgflf [—%EUAzAJ — oneij&-Aj + %(A()AO — AzAl)
= /dgx [—%(E“VAAH&,A)\ +mA, A" |,

que corresponde a la accién original.
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Formulacién canonica de la mecanica




Capitulo 3

Teorias tipo Chern-Simons

3.1. Introduccion

En el capitulo anterior trabajamos con el formalismo Lagrangiano y Hamiltoniano
para el estudio dinamico de sistemas con finitos e infinitos grados de libertad y pudimos
describir los sistemas regulares y singulares empleando los corchetes de Poisson y los de
Dirac. En ambos casos obtuvimos las ecuaciones de movimiento y las resolvimos tanto
para el oscilador armoénico como para la accién autodual.

En el siguiente capitulo fundamentalmente estudiaremos los modelos tipo Chern-
Simons por medio de un modelo mecanico cuantico analogo a esa teoria. Para lograr
esto utilizaremos el Lagrangiano no relativista de una particula cargada que se mueve en
presencia de un campo de fuerza externo con la adicion de un término potencial.

En este orden de ideas, el modelo descrito con anterioridad se estudiara para los
valores limite de la masa de la particula los cuales son m # 0y para m = 0 [12, 13, 14].
El resultado obtenido en ambos casos se comparara con el obtenido en el modelo de la
teorfa topoldgica masiva, el cual incluye el término de Chern-Simons. Aplicaremos los
formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano para ambos casos. Reconoceremos en ambos
modelos cuando el sistema es regular o singular y emplearemos la teoria de los corchetes
expuestas en el capitulo para describir la dinamica del sistema.

3.2. Teorias tipo Chern-Simons. Modelo m # 0

A continuaciéon los modelos estudiados se describen por el Lagrangiano no relativista
de una particula de carga ¢ de masa m en presencia de un campo de fuerza (magnético
B), cuyas ecuaciones de movimiento corresponderan a las de la fuerza de Lorentz. En este

caso
m

L = 2@ -4 Alg) — eV(q). (3.1)
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Con la finalidad de simplificar el analisis del problema tenemos que el movimiento de la
particula es en dos dimensiones ¢ = 1, 2, y simétrico bajo rotaciones. Luego abordarmos los
casos mas sencillos que corresponderan al problema en dos dimensiones con un potencial
de la forma A'(q) = €7¢?A(q) y V(¢) = V(q). Para simplificar mas consideraremos un

campo magnético constante, A'(g) = —£ < 0y un potencial cuadrético V(¢q) = £¢* > 0.
El Lagrangiano sera
L = Zgg+ Seigig — Soq 3.2
g d'd + 5 e’d'd —5d'd (3.2)
tomando e = ¢ = h = 1 reescribimos la ecuacién anterior como
m - B -k
L = —@*4+=qdxq— =" 3.3
S0 T ST xd— 50" (3.3)

Este Lagrangiano puede compararse con el caso de la teoria topoldgica masiva. En este
caso la densidad Lagrangiana es

1
L= —FuF" - gAMeWa,,AA
1 . . .
= —FyFo — ZF””F“” — ueO”AO@iAj — ge”AiAj + terminos de borde. (3.4)

Dicha densidad cambia como una divergencia si hacemos la transformacion de calibre
A, — A, + 0,A. En este paso ponemos escoger el calibre Ay = 0, quedando.

L = ;AA 1F Fy + geiﬂ'AiAj + t.b.
1 o
= 2AZA —EijaiA'EklakAl + gEZ]AZ‘Aj
_ % _ —W x Ay — L (A x ) (3.5)

donde hemos introducido la notacién A x B = €9 A'BJ. Notemos que el término cinético
y el potencial (3.3) son andlogos a los del término de Maxwell y la parte con la velocidad
es andlogo al término de Chern-Simons. Ahora bien, si reescalamos en A — \/EA y

hacemos pu — oo, el término de Maxwell desaparece y sobrevive el de teoria reducida de
Chern-Simons.
Retomamos nuevamente el Lagrangiano proporcionado por la ecuacion (3.2). El primer
paso serfia verificar si el sistema descrito es regular o no. Para esto aplicamos # 0.
8q Bqﬂ
Es facil comprobar que

O?L
— = 0 0,
0G0 im7
el sistema es regular.
oL B ... .
— g — kdt
g 5 € 4 —kq
OL i By
- = mq§' — —€7¢.
o7 q' =5’
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A continuacién las ecuaciones de Euler-Lagrange quedan escritas

oL d 0L . o ,
- — — — = —m§'+ BeY¢ — k¢* = 0.
oq*  dt 0¢* mq A+ bety ¢
De este modo tenemos
) B .. . k.
i = —€'¢ ——¢ (3.6)
m m

Por otra parte si hacemos uso del formalismo Hamiltoniano el momento conjugado es.

Zeligl,

2

En efecto el sistema es regular. De esta manera despejamos todas las velocidades

% L/, By
¢ = —(p+5 ),
m 2

y el Hamiltoniano sera
oL
Erg

H = (plql - L) pl=Sx

_ P Bl 1 B B it g
_m<p+26q) o \PE 0 ) (P 5

B .. . k..
__E'qu p] 4+ = ejk k + _qzqz
2m 2

pi = mq —

1 ) B ... . B k..
- 7 =4 g ) ik k o
Qm(p+2eq><p+2 q)+2qq- (3.7)
En este sentido los corchetes de Poisson fundamentales son:
{d".¢} =0, {p", P} =0, {¢, P} = 0"

Asi que las ecuaciones de movimiento conforme a la teoria se escriben como

= {p' H}
= QB (p]+ e ’“)—kzqi (3.8)
¢ = {¢,H}
1 ( Bijj
_ E<p+56q), (3.9)

De (3.8) v (3.9)

= Zig gt (3.10)
m m
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En consecuencia si y — oo en (3.5) correspondera a la teoria de Chern Simons pura
que en el espacio reducido es ’%ff x A. Conforme a los pasos desarrollados, resolvimos las
ecuaciones de Euler-Lagrange. Por consiguiente definimos las variables z(t) y p(t) como
las nuevas coordenadas generalizadas y momento generalizado

At) = ¢ +ig (3.11)
p(t) = p'+ip*. (3.12)
En concreto realizamos las derivadas respecto al tiempo
it) = ¢ +id, (3.13)
pt) = p'+ip’. (3.14)
De (3.9)
. 1 B
' = — (pl + §q2>
. 1 B
¢ = — (p2 - qu) (3.15)
Como resultado de esto escribimos
1 B i B
() = — [t 22 2 D
£(t) m(p+2Q)+m(p 54
1 iB
= —p(t) — —=z(t). 3.16
(1) — 5 (1) (3.16)
De donde se infiere que
B B
1 Bl _Ba)_pn
p om (p 2(] > q,
B B
¥ o= ——— [ pt+ =¢*) — k¢h 3.17
p 5 (p + 261) q (3.17)
Por lo cual
B B B B
) = — 2 (2 B i (0~ 22 ike?
p(t) 2m(19+2(J) Q+22m(p 5d | ik,
B? iB
= —|(k+— t) — —pl(t). 1
(k4 ) 50 = 5on(0 (3.18)
A continuacién definimos
1
wlt) = —plt),
por lo que z(t) y w(t) tienen las mismas unidades y reescribimos (3.16) y (3.18)
iB
2(t) = t) — —=z(t 3.19
) = mult) — 5 (1) (319)

o) = -+ (ﬁ + B—) () — B (3.20)

m \m  4m? 2m
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Sea Z la matriz con dependencia en z(t) y w(t)

Luego Z

1B
7 = o "oz
- ) )
A(ATE) £

Teniendo en cuenta lo anterior definimos la matriz

es un autovalor de A con autovalor A, sucede que A"a = A"« y

=1
et = —A"t"«
n!

n=0

- 1 nyn

= eAtOé.

De esta manera debemos encontrar los autovalores de A. Para esto consideremos el de-

terminante det(A — A\I) =0

iB
gt LA mN m ) =0
o <E+W> “om A

o bien
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De donde
A = —i (E == Q) (3.21)

0 = <£+B—2> (3.22)

M resulta que Z = AaeM = AZ. Asf las soluciones son de la

Si consideramos Z(t) = ae
forma Z = ae™ donde a y A son los autovectores correspondientes al autovalor \.

Z =M a
(65)
Z=xeM| M
(%)

Z(1t) = et

Derivamos

Tenemos lo siguiente

B
= (—;—a1+ma2) et (3.23)
m
wt) = AageM

= (—Qal - E@) e (3.24)
m

2m
_iB _
e TN

B iB
(—Z——I—Z—:FiQ)ozl—i—maQ = 0,

Tenemos entonces

2m = 2m
Q B B
——oq + (—Z—+Z—:Fz(2> a, = 0
2m 2
En este caso obtenemos
FiQaf +maf = 0,
i L.
——aj; Fiday = 0. (3.25)
m
Comprobamos
of = 007 (3.26)
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1
+ +
:(i—>

Es de subrayar que el resultado obtenido permite escribir el valor de la constante de

Por tanto

integraciéon «; para la coordenada z(t)
L -
z = CTate*' 0 a e

La solucién para z(t) y w(t) es

2(t) = e_i%t(C’J“ozfemt + C~aye ™) (3.27)
B, (i) , :
w(t) = e ‘et <%) (CTafe™ — C-aye ™), (3.28)

En efecto C*a* = n* por lo cual las ecuaciones (3.27) y (3.28) toman la forma

Z(t) — e—i%t(n—o—eiﬁt + n—e—iQt>,
w(t) — e—z%t (Z_> (n-l—ezﬂt o n—e—th)'

m

En particular para t = 0

i, L _
w(0) = —n" =)
Por otra parte
z(O)—%’"‘w(O) = 2",
2(0)4—%w(0) = . (3.29)

De donde resulta

(0 = B [ (0 20) e g (0 20) ],

_; Bt P(O)
— ? m - . .
e "2 (z(())cos&lt + q sen&2t> (3.30)

De igual modo para p(t)

p(t) = imQe B (Z(O) _ "%)) 0 _ % <z(0) + Z%)) eiﬂt] ,
= ez (p(0)cosQUt — mQz(0)sen€lt) . (3.31)
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3.3. Teorias tipo Chern-Simons. Modelo m — 0

A continuacién trabajamos con el modelo correspondiente al limite m — 0. Recor-
damos que en este modelo no es posible despejar todas las velocidades en funcién del
momento, por tanto, estamos en la presencia de un sistema singular.

En este sentido partimos del Lagrangiano dado en (3.2) y evaluando condicién descrita

obtenemos
B 1
Ly = =qdxq—=kq*
0 2@ q 5 q
B . k.
= ——€e¢'¢ — =q'q’ 3.32
ycld'd —5d'ds (3.32)
Verificamos que es singular ya que PL_ _ ),

0§01
En este momento usamos la expresién para el momento candénico

: oL B .. .
o= - = ——¢¢, 3.33
p 5 5€d (3.33)
en efecto encontramos un vinculo primario
) . B
¢ = p'+ Eewqj. (3.34)
Seguidamente el Hamiltoniano canoénico se escribe como
Hy = (p ¢ +5eldd +5dq ) pi=—Eeiig;
ki
Hy = 500" (3.35)
Luego de incluir el vinculo primario se transforma en el Hamiltoniano
H = —q¢'¢" + N¢y, (3.36)

2

el cual sirve para describir la evolucién temporal de las variables del espacio de fases. En
este sentido F' = {F, Hg} con F funcién arbitraria de las variables del espacio de fases.
Con referencia al dlgebra de Poisson canénica entre las ¢' y p; tenemos

Puesto que debemos exigir que los vinculos se conserven, serd tutil calcular

2 2
= B (3.37)

{¢ ¢} = {pi s e+ Eej’“q’“}
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A todo esto
o = {¢' H}
0 = —k¢'+\eé*B,
de donde
i = —%eijqj, (3.38)

Pues bien la relacién anterior permite encontrar el multiplicador de Lagrange asociado al
vinculo primario. En vista que no aparecen nuevos vinculos el proceso termina aca.
Ademds la ecuacion (3.37) indica que los vinculos obtenidos son de segunda clase y
usamos los corchetes de Dirac. Empecemos por considerar la matriz C% = {¢', ¢’}. En
este caso la matriz inversa es Cy, = €;;C, con C' a conseguir. Desarrollamos la expresién

siguiente
Cijojk = 5f ,

= €958BC,

= —5FBC,
de aqui

1
C= -5 (3.39)

Significa que la matriz inversa es Cj, = —%eik. Calculamos los corchetes de Dirac:

{d. ¢y = {d.d}—{d. ;3¢ 0. ¢},
= (5@,

B
- Ll (3.40)
= B€ s .
{ql7p]}* = {ql7p]} - 5lickl{¢lapj}77
) 1 ilB Ik ¢k
L
= 39 (3.41)

WY = o5 o),
— —ekmg(—éfn) <—%ekl> gel"(m,
B

= _Zw. (3.42)
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Del mismo modo

- 0 (3.43)
oy = Do)+ S )
= 0. (3.44)

Efectivamente se pueden sustituir antes o después de calcular los corchetes de Dirac.
En sintesis tenemos para la teoria reducida (m — 0) lo siguiente

{¢,¢y =—5€7  {d,pi}r =350 {p.p/}=—Lev
A su vez Is evolucién temporal de la variable ¢* la obtenemos de los corchetes de Poisson
qi = {qz) HC}
k

= —Eeijqi. (3.45)

Recordamos que definimos z(¢) como
1, ;2
z2(t) = q +iq".
A continuacién pasamos a resolver la expresion

k

) = —g(@ —ig),
k
= igld +ig’),
k
En particular z(t) al integrar es
2(t) = z(0)e'B". (3.46)

De igual manera para p(t) encontramos

p(t) = p'+ip?

= p(0)e'E", (3.47)

Llegamos al punto en el que debemos verificar si es posible relacionar el modelo m # 0
con el dado por m — 0. En concreto haremos uso de (3.30) y (3.31)

; 1
z(t) = oot (z(O)coth + mp(())sen@t) ,

p(t) = e 'zt (p(0)cosUt — mQz(0)senfdt)
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Asi que para m = 0 los vinculos obtenidos fueron

B B
Lo 22 221 3.48
p 51 V=5 (3.48)

Recordemos que

Para el limite m — 0

mk  m2k?

0 =~ E (1+ 2mk — mek +)
2m B2 2B4 ’
B
2

‘B 2Bt
Tenemos que param — 0, Q ~ 2 + £ — "21]23’12 + ..
Por otro lado debemos recordar que para m — 0 el valor de z(t) y p(t) son

2(t) = z(0)eB,

Ahora bien
a ~ B N k m2k2+
ek om ' B 2B
N B mk
~ 2" B
También
L2, dmk\
mg) B B2 ’
N 2 dmk
~ B B3
De modo que
B k
Q ~ —4 —=
2+B
B
mf) ~ —
2
12
mQ B

~—

Asi que para m — 0 tenemos que p(0) = %Z(O
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Como resultado de esto escribimos (3.30) y (3.31) bajo el limite de masa nula.

Bt eiQt + e—z’Qt iB 92 ez‘Qt _ e—iQt
t o (2(0) | ———— ) + = 2(0)= [ ————
2(t) — e (z()( 5 )+22()B( 5 ))
Z(O) iBt <6i(§+§>t + e—i(§+§)t> iBt <6i(§+§)t — €_i<§+g)t>)
s _— 6_ 2m —|— 6_ 2m

2

G(3E) | (B h) 2 G(BE) _ i(5eh)e
008 o (25 g ()

= p(O)e% (350)
De acuerdo con el limite m — 0, encontramos asi la conexién para ambos modelos. Esto
quiere decir que las soluciones encontradas en (3.30) y (3.31) son también véalidas para el
otro modelo sélo en el limite de m = 0, (3.49) y (3.50).




Capitulo 4

Ecuacion de Schrodinger en los
modelos tipo Chern-Simons

4.1. Introducciéon

El propdsito del capitulo es el estudio de la ecuacién de onda para un sistema fisico
determinado por el Hamiltoniano de una particula de masa m y potencial de la forma U (r)
con la finalidad de encontrar la evolucion dinamica del sistema a través del tiempo. En este
sentido encontramos las autofunciones ¥ y los autovalores de la energia E correspondientes
a los modelos m # 0 y m = 0. En particular tenemos el Hamiltoniano

_ % (pi i geijqi) <pi + geiqu) 4 gqiqi'
De manera puntual y con fines practicos, escribimos el Hamiltoniano en coordenadas
polares y por medio de un cambio de variables en coordenadas polares separamos la
solucién en su parte radial y angular. Seguidamente evaluamos la parte radial para valores
finitos e infinitos y encontramos la solucién radial. De igual forma encontramos la solucion
para la parte angular. Finalmente construimos la autofuncién ¥ empleando los Polinomios
de Laguerre tanto para el modelo del sistema regular m # 0 y el otro dado para m = 0
correspondiente al sistema singular.

4.2. La Ecuacion de Schrodinger. Modelo m # 0

El Teorema de Noether permite obtener de manera sistematica cantidades conservadas
[4]. Siguiendo esta idea, consideramos transformaciones infinitesimales de coordenadas las
cuales dejan inalteradas las ecuaciones de Fuler-Lagrange.

En consecuencia el Lagrangiano invariante es

t —t +At
¢ — ¢+ A
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Ademés

Para rotaciones

El teorema de Noether indica

oL

G(t) = LAt .
() + o

oq’, (4.1)

Recordemos que el Lagrangiano para el caso de m # 0 es

L = —didt Z gl — Zatat
QQQ+2€ q4q 2(](]

Debemos subrayar que las ecuaciones searan las mismas bajo transformaciones infinitesi-
males cuando para el Lagrangiano se verifique

o ... B .. B ..
SL = —me§d —kelg'q + Tqq + S q,

con lo que 0L = 0. Asi

Consideramos ahora el paso a la cuantizacién
{¢.pP} = ild.v']. (4.2)
En este momento desarrollamos la ecuacién anterior

¢y —pqd = i,
Pq¢ = ¢'p —idv.

Esté claro que el momento angular M toma la forma

M = —elp'¢,
= —(¢p" — 1Y),
= —lgp' =g’y (4.3)

En este sentido con la ayuda de (4.2) postulamos las reglas de conmutacién

[’ '] = 6% [, ¢'] = 0; ', p’] = 0. (4.4)
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De igual modo buscamos los conmutadores del momento angular con las otras cantidades

teniendo presente las reglas de conmutacion

) B ...
{M,pl%—ge”q]} =

{equkpl,pl + 56"’6]]} :

. B .. .
et [q’“p’ 0+ 56”61]] :

" { [ 0] p' + ge”qk g } :

) B .. )
,L'Ekl(skzpl o iEEZ]qk(Sl]Ekl

B

ol D
= ie'p z2q.
[M,gq’qll = ¢'ld"p qd],
k o
= ' d'dl;
koo s 1 a1 i
= St dl+ . qle}
k )
= 5(—226qukql)20.
Ahora bien el conmutador de M con H es
1 . B ... . B . 1 . B ... . B .
M.H = — i = 4G g M.t = ik _k — \M.p = 4 g i = ik _k
(M, H] Qm(p+26q>[,p+26q]+2m{,p+2€q}(p+2€q
k..
M. Zd'd"
‘|‘{ »2(](_1},

Después el Hamiltoniano se expresa

i Bk ki i
_6 —_—
p—|—2 q —|—2qq

2
ik, ik

1 . B ... . B . 1 . B . . B ...
= 3. (pl + Ee”q3> <z‘e”pl — i5q1> + o (ie”pl — i5q1> (p’ + Ee”q]) + 0,
0.

B ij g B B* . ki
= PP +—€q¢p + —€Ppqg +5-99 + 397,

H = % (pi + gequi
L
2m 4m
1 .. B
2m 2m

4dm 8m 2

2 \4dm?2  m

m [ B? EN ..
= PP+ -M+ (— + —) qq,

— —pzpl—i-—M—i-—Qquql.

2m 2m

2
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De igual modo definimos

M|N,n> = n|N,n >,
H|N,n> = E(N,n)|N,n>.

Ahora podemos decir que las coordenadas y momenta son operadores que obedecen ciertas
reglas de conmutacion.

Ademaés tenemos
pp = -4, ¢¢ = |q*

Con A el laplaciano en ciertas coordenadas y ¢* el término asociado a la velocidad al cua-
drado, parte del potencial cuadrético. El siguiente punto es resolver el problema mecénico
cuantico. La ecuacién de Schrodinger en coordenadas polares es

1 (9> 10 1 0? m? B
— | =t -=—+5== U(r,0) = (E+—n|VY(r,0) (4.5
( 2m (8r2+r8r+r2892>+ 2 T) (r.9) ( +2mn) (r,0) (4.5)
Como V(1) = mTQchQ es par las soluciones tienen paridad definida. Buscamos soluciones
de la forma U (r,6) = e’ R(r). Ahora bien en la coordenada R se obtuvo lo siguiente

1, 1, o Mg o0 nB
QmR 27717"R+2mr2RjL QQTR N E+2m E,
0 bien
1 2.2
R'+ =R + (nB+2mE— e —Q%Q) R = 0
T r
Introducimos la variable w = m{r? y entonces
dR dwoR dR
@ oraw 2y
d’R dR ,d’R
1dR dR
Y 9mO—
r dr m dw’
y asi
2 2
4m9w% + 4m9% + (nB +2mE — mila — me) R =0

d?R dR (nB+2mE o? w)R

Yz T ar im0 4w 4
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De esta manera estudiamos el comportamiento de la solucién de la ecuaciéon diferencial
para valores de w pequenos y grandes. Evaluamos (4.6) en los limites w — co y w — 0.
Para el limite de w — oo suponemos

R = wle™ (1—1—5—1-...)
w

En este caso la paridad deberd aprecer en w® ya que en e y la serie son pares. Buscamos
las derivadas respecto a w

dR baw( ac+b )
— = w'e a + + ...
dw

w
d*R b oo (2 2ab+a*c  2abc—ac—b
— = we a” + + + ..
dw? w w?

Agrupamos el lado izquierdo de la ecuacion diferencial

d’R  dR

dez + dw

2ab
= wle™ (a2w+ (a+ 2ab + a*c) + Ty >
w

Para la parte derecha

042 W b aw c b aw w ¢ CA—%_%
(A—E—Z)we <1+;+...> = w’e —Z—I—(A—Z)—FT—F... :

con A = (M) . De aqui apreciamos:

4mS
1
2
: — =0
w a A ’
W0 a+2ab~|—azb+A—§1:O,
2
1 « d
: 2ab AN———-=0.
w aoc + ¢ 1 1
Para w — oo por inspeccion
az—1 = 0= a==*-
i =
También
a(l+2b) = —A
1420 = F2A
== b = LA
2773

Por tanto cuando w — oo
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con:

1, 1A
t==+3 =75 F3

Para w — 0 ponemos R(w) = w?(1 + aw + ...). En este caso

d

d_]j = ow '(l+aw+..)+w(a+..)

dzR o—2 o—1 o

-2 = olo—Dw“(14+aw+..)+ 20w (a+..) +w(b+...)

Luego:

>R dR 9 o1
— = = (1 )+ 2o+ 1Dw(a+ ... b+ ..
W T cw T (I+aw+...)+ 20+ 1w (a+...) +w” T (b+...)

y ademas para el otro lado de la ecuacién diferencial

2 2
(A—a——g)w"(1+aw+...) = —%w"_l(1+aw+...)+Aw"(1+aw+...)

1
—Zw"ﬂ(l +aw + ...).

Tomamos el coeficiente de w con menor orden

2
, a
g 4 y g 2,

esto conduce a

La solucién es para
w>>1= Rw) = e
w<<l= Rw) = w%(l +D'w+...).
La solucién que obtuvimos
w ol

Rw) = e 22w2Qw), (4.8)

. . k2 —w . s’ .
Y la paridad de la misma aparece en w2z pues e2 Yy la serie son pares. Es facil comprobar
que ademés cumple con los argumentos hechos desde un principio

w—0 = Qw) finita,

w— oo = Q) ~ w2TalEte)
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Debemos buscar Q(w). Admitamos la soluciéon por medio de series

Zalw = Q(w Zlalw = Q)" = i 11— 1)aw'™2
1=2

dichas relaciones las sustituimos en la ecuacion diferencial

> 1 Bn
I(1+1 I+ 1)(1 —1 — ([ E+=—-9Q1 b=
;u + Darr + (L+ D (1 olJar al+m( to <+|a|>)az1w

de esta manera apreciamos la regla de recurrencia

1 Bn
(C+ 1)+ I+al)a — 55 [E + 5 — Q2+ o] + 1)] = 0.

A continuacién tomamos el caso [ =0

(1+af)as + {219 (E+ f—”) _ %(|a| + 1)} G = 0.

Lo cual significa

W (B0 —%(\alﬂ)]a
! 1+]a] 0-

De igual manera tomamos [ = 1

1 Bn
2(2+|al)as + 20 {E + om Q2+|al + 1)} a = 0,

obtenemos

oo {%[—An + Q2+|al + 1)] [—55M + Lol + 1)]] .
2 2(2+|al) 1+|af >

donde A, = (E + 22).
En definitiva

1+ 14| 14|
-1 tlol _ dajfy g4 el da) [ldlel
| = ag.

00— 1) + 1+]a)((I = 2) + 1+|a])..(1+]a])

Consideremos la funcién hipergeométrica confluente M(a,b, z) [15, 16] con la forma

B az  (a)ez®  (a)32® (a)2!
M(a,b,z) = 1+ 5 21(b)s + S0, T l!(li)l'

M (a,b, z) representa una solucién independiente de la ecuacién

d*M dM
s (b—z)w—aM = 0,

(4.9)
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la cual tiene una singularidad regular en z = 0 y otra irregular en z — co. Ademés
() = ala+1)(a+2)...(a+n—-1), (a)=1.

Senalamos que el valor de a; es

[1+|oz\ N /\_6]1
_ 2 2
R CEu P W TR
La solucién radial Q(w) queda
1+
Ow) = aoM( 2'“',1+|a\,w).

De igual manera una solucién complementaria para (4.9) la representa la ecuacién de
Kummer [15, 16]

Ula,b,c) =

s M(a,b, z) oM +a—-0,2-10,2)
[F(Ha—b)r(b) - T(a)T(2 — b) }

sen(mb)

Sustituyendo las expresiones para a,b y z provenientes de la ecuacién diferencial (4.9) (ver
apendice D), parte de la solucién obtenida es:

Llal al,w| = il M(1+2|a‘71+|04|aw)
U< 2 , 1+]al, ) — sen(l+]al)r [F(l—%)F(1+|a|)
T e MO B 1—lal,w)
sen(1+|al)r [ F(1+T|Q‘)P(1—|a|) (4.10)

La solucion para la ecuacion de Schrodinger en coordendas polares depende de los
valores de (a, b, ¢).
Lo anterior lo podemos pareciar en el siguiente cuadro

M (a,b,c) Pardmetros m,n enteros y positivos

Serie convergente para todo a,b y ¢ a# —m b# —n
Polinomio de grado m en z a=-m b# —n
Polo simple en b = —n a# —m b=—n
a=-m b= —n

m>n
Indefinida a=-m b= —n

m<n

Cuadro 4.1: Parametros m y n de la ecuacién de Kummer

Para el caso de

e A
2 20 ’
1+ An

tm o= -5

2 200




4.2 La Ecuacion de Schrodinger. Modelo m # 0 63

con m =0,1,2,.... La serie se corta luego de a,,. Si ademas
I+|a] > 0. (n # —m),

la serie es infinita. Sin embargo, la misma converge si
Q(1+]a)+A
a/lwl 1 A+]aD)+ n
_ 20
ﬁ — w - - - .
aj_ 1w ) )

aw! w Q(1+|a]) + A\
— _ 1 _
2Q)

aj_qwt1 l

Luego

>) que — 0 cuando [ — oo.

Sin embargo la condicién asintética cuando w — oo no se satisface. Aqui

B
E(N,n) + 2—“ = Q@N+|a|+1) N=0,1,2,..
m
Asi
Bn
E(N,n) = Q@N+al+1) =22 N=012. (4.11)
m

La solucién la conectamos con los polinomios asociados de Laguerre [15, 16]
N!
M(—N,a+1,z) = mL‘j{,(az)
Reescribimos Q(w) en funcién de los polinomios de Laguerre

N

Q) = asM(-N,a+1,z) = aomL?v@)-
pero tenemos
_ (+laf)x
B NI
(a4 |al +1)...(14+]|a] + N = 1)
B N! ’
recordamos las propiedades de la funcién I’
N!' = T(N+1),
I'z+1) = 2I'(2) =2(z—DI'(z — 1),
I(s+p+1)
1 2)... _— =
(4D +2ls+p) = LT
escribimos nuevamente ag
I(1+|al + N)

L(1+|a)T(N + 1)




64 Ecuacién de Schrodinger en los modelos tipo Chern-Simons

Escribimos Q(w) de la siguiente forma

QW) = Ly(w).
Tenemos que la solucién es
U(w,0) = Ae*® e_%w_%Llj\o;l(w),
con L‘ﬁ' solucién de la ecuacién diferencial
wL{ (W) + (| o | +1 = ) LI () + NI (w) = o, (4.12)
recordemos que

o =n; [ = N.

La soluciéon completa para la ecuaciéon de Schrodinger en términos de los polinomios
asociados de Laguerre (Apéndice D) es

N' 1+|n| . —mQr? mQT2
N = 4 (mQ) 2 el . 4.13
V) = s () e g (R (a)

4.3. Solucién de la Ecuaciéon de Schrodinger. Modelo
m — (0

El panorama general hasta este momento es el siguiente hemos encontrado la autofun-
cién (4.13) y los niveles de energia asociados a la ecuacién de Schrodinger para el modelo
m # 0. Los compararemos con el proveniente del limite m — 0.

Siguiendo la idea anterior debemos encontrar la relacién

B k
Q = — +=
m m<2m+B>

B  km

2 B

En este caso, sustituyendo en (4.13) la autofuncién para el limite m — 0 se reduce a

14+|n|
N! B\ 2 B2 Br?
N — = In| ind T L =
R \/w<N+|n|>!(2) e (),

si empleamos los polinomios de Hermite (Apéndice C) la solucién es

up(z) = (\/%23”!);[{” (@x) e 25" (4.14)
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la cual podemos comparar con la obtenida por medio de los polinomios de Laguerre. Ahora
bien los niveles de energfa para el modelo vienen dados por la ecuacién (4.11)
E(N,n) b (2N+|n| +1) + " (2N+|n| +1)
n)=-— n|—n — n
’ 2m B
La solucién diverge cuando m — 0. Los niveles de energia son finitos s6lo para N =0 y
n >0

B(0,n) — %(2(0)+n—n+1)+%(2(0)+n—|—1),
Bk
= ot g+ (4.15)

Para el limite m — 0 todos los estados con N > 0, asi como aquellos con N =0y n <0
estan separados por un espacio infinito y desacoplados de los provenientes de N = 0,
n > 0. Estos estados sobrevivientes son aquellos cuyo momento angular se encuentra
alineado con el campo magnético externo, y estan en correspondencia con cada uno de
los estados de la teoria reducida. Ellos llevan niveles de energia finitos, proporcionados
por una resta que se realiza sobre el Hamiltoniano. La parte infinita es, evidentemente,
%; mientras que la parte finita es &= en la parte reducida el valor correspondiente a los

2B
niveles de energia viene dada por

Eo(n) = % (n—l—%) ; n=0,1,..etc (4.16)
En cuanto al espectro del momento angular apreciamos una similar discrepancia en cuanto
a la presencia de numeros semienteros. Para la teoria completa m # 0 el espectro del
momento angular comprende todos los niimeros enteros positivos y en el caso de la teoria
reducida m = 0 sélo admite niimero semi-enteros positivos en su espectro. Esta es una
diferencia muy importante en la accién de simetria de rotacion para ambos modelos.

La solucion en el limite m — 0con N =0y n >0

[n]

B % B 2 7“‘"' ’Lln‘e _Br2
a10nn= () (3) 7
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Capitulo 5

Conclusiones

En esta investigacién usamos como referencia el modelo de la teoria topoldgica masi-
va [11, 12] y se extendié su estudio al comportamiento de las teorids tipo Chern-Simons
empleando un modelo mecénico cudntico andlogo a éste, al cual aplicamos por separado
los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano.

Enfatizamos la importancia del estudio del formalismo Lagrangiano y del formalismo
Hamiltoniano en diferentes teorfas y su aplicacion en algunas de las ramas de la fisica a
través de ejemplos referidos a la mecéanica clasica (oscilador armonico), teoria de campos
(accién autodual) y teorfas mas complejas (topoldgica masiva con Chern-Simons).

En cuanto al estudio del modelo de la teoria topoldgica masiva nos fijamos en el pro-
blema del Lagrangiano de Lorentz para una particula de carga ¢ y de masa m bajo la
acciéon de un campo magnético externo y con un potencial escalar de forma cuadrati-
ca. Obtuvimos a partir de la accion del sistema, el Lagrangiano para el caso m # 0y
seguidamente pudimos despejar las velociades en funcién del momento y de las coorde-
nadas. Aplicamos los corchetes de Poisson y encontramos las ecuaciones de movimiento
del sistema, las cuales pudimos resolver a continuacién, por tanto este sistema es regular.
Luego de esto aplicamos el formalismo Hamiltoniano a este mismo caso, aqui construimos
el Hamiltoniano y trabajando nuevamente los corchetes de Poisson pudimos encontrar
las ecuaciones de movimiento y las resolvimos. Acto seguido comparamos los resultados
obtenidos entre ambos formalismos desarrollados, esto quiere decir, que por medio de los
corchetes de Poisson pudimos pasar del formalismo Lagrangiano al Hamiltoniano sin per-
der informacion del estado del sistema durante el proceso.

Sin embargo, una situacion diferente fue para el modelo m = 0. Obtuvimos un sistema
singular, ya que no pudimos despejar todas las velocidades del sistema como funcién del
momento generalizado. Aqui definimos el algebra de los vinculos, los cuales en un prin-
cipio eran primarios. A partir de éstos, se construyé la matriz C4p teniendo como base
vinculos de segunda clase. Luego de esto se empleo el formalismo de Dirac para encontrar
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los vinculos y las ecuaciones de dinamicas de Fuler-Lagrange aplicando el formalismo
Hamiltoniano. Al final pudimos comprobamos que las ecuaciones obtenidas empleando el
formalismo Lagrangiano y el formalismo Hamiltoniano son equivalentes ya que usamos
como herramienta el dlgebra de los corchetes de Dirac. En ambas situaciones encontramos
las ecuaciones de movimiento y vinculamos los resultados con la teoria desarrollada. Lue-
go de esto, comparamos la solucion de la posicién y del momento correspondientes para
ambos modelos y pudimos verificar que en el limite de m = 0 ambas soluciones coinciden,
lo cual no siempre ocurre.

Finalmente una vez planteada la ecuacién de Schrodinger procedimos a resolverla por
medio de una serie de cambios. La solucién que obtuvimos permité encontrar los niveles
de energia del sistema y la solucién general del sistema para el caso m # 0. Verificamos
que las soluciones de la ecuacién de Schrodinger en ambos cosos son iguales solamente en
el limite de m = 0.




Apéndice A

Transformada de Legendre

A.1. Introduccion

En este apéndice reproducimos lo presentado en el libro de Métodos Matematicos para
la Mecénica Clésica de Arnold [17] citado en los apuntes del Curso de Introduccién a la
Teorfa Clésica de Campos [6].

A.2. Generalidades. Una variable

Consideremos una curva y = f(z) con la condicién que y” > 0. En cada punto de la
curva se puede asignar la Transformada de Legendre de f como

L(f) = g(p), (A1)

la cual representa una funcién g de la variable nueva p, esta se construye como se muestra
en la figura (A.1). Partiendo del gréfico de f(z), consideramos la recta y = px y sea
x = x(p) el punto de la curva més alejado a la recta. Entonces

v=px

y=ilx)

x(p)

Figura A.1: Transformada de Legendre, tomada del libro de Arnold
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glp) = Fp,z(p)), (A.2)

con

Fp,x) = ap— f(z) (A-3)

El punto z(p) se define por la condicién 2£ = 0 i.e. p = f/(z). Cuando f es convexa este

punto es Unico.

La transformada de Legendre de f(x) es por tanto una funcién de p, y no de x. Esta
transformada es 1til cuando se desea a partir de una funcién dada, otra cuya variable
independiente sea la derivada de la primera.

A.2.1. Transformada de Legendre para funciones con una varia-
ble

Presentamos una serie de funciones con una variable y buscaremos la Transformada
de Legendre asociada a la nueva funcion g.

1. Tomemos la funcién: y(z) = f(x) = ma?, con m una constante positiva. Entonces

y(x) = ma’
= f'(x) = 2zm
Empleamos la relacién (A.3)
OF 0 | 5
— = —[pr—mzx
Ox oz
0 = p—2mx
p
—_— = —.
z(p) = 5~

La transformada correspondiente de esta funcién es

g(p) = F(p,x(p))
= x(p)p — f(p)

p2

2m

2. f(z) = Lz Tenemos
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la Transformada de Legendre asociada a esta funcién es

g(p) = F(x(p),p)
= x(p)p — f(p)

a1 1 o < 1)
ppa—l J— _pafl — pafl 1 — s
(8% (0%

utilizamos la siguiente relacion

1 1
—+—- =1 cona>0ypB>0
a f
1
1,1
16 o
B a—1
— —
Obtenemos
1
_ &)
g\p) = 3P
(p) 3

A.3. Transformada de Legendre para funciones con

varias variables

Sea f(Z) una funcién variable vectorial convexa de & = (21, ...z, ). Esto significa que la
forma cuadratica< %ifdf, d¥ > es definida positiva. Llamamos F(p, 7) =< p, ¥ > — f(Z)
Lf(#) = g(p)
= mazF(p,T), (A.4)
esta condicién implica que p = %.
Podemos hacer también una Transformacién de Legendre respecto a un conjunto de
variables: sea f = f(Z,,t) la transformada de Legendre respecto a las 7 es

Lf=gp,wt) = <pa(p)>—f(pd,¢) (A.5)
con Z(p) obtenida a partir de:

of

A A6
55 p (A.6)
Considerando la variacién de g respecto a la nueva variable activa p’
5g = <2 55>
op
= <x,6p>+<5x,p>—<F,6x>
x
0
= <f,5ﬁ>+<ﬁ——f 0x >

oz’
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y usando (A.6) se obtiene

a—% = T (A.7)
Ip
esta ecuacién es similar a (A.6) y afirma que si se realiza una Transformacion de Legendre
respecto a p reobtenemos f. A las variables respecto a las cuales se hace la transformacién
se les llama variables activas y a las otras se les llama pasivas. En este caso las ...
Miremos ahora que H(p;, ¢',t) es la transformada de Legendre de L(¢’, ¢',t). La com-
paracién es trivial, f es L y se toma como variables activas a ¢.
La funcién

es maximizada cuando

oL
p o (A.8)
Asi
H<p27 qiv t) = [qlpl - L(qzu qi7 t)”pi:%a
de donde:
. OH
T = Op;
OH
pi = — (Ag)

oq’




Apéndice B

Sistemas de Coordenadas y
Separacion de variables

B.1. Introduccion

Es sabido que la Helmholtz Homogénea (o de Laplace) se puede separar en once
sistemas de coordenadas ortogonales [15, 18]. Aqui nos ocuparemos solamente del sistema
de coordenadas polares.

B.2. Sistema de Coordenadas Polares

Para describir un vector con precision se deben conocer longitudes, direcciones, angu-
los, proyecciones o componentes especificas. Usamos normalmente para esto un Sistemas
de Coordenadas Ortogonales. Ahora bien, un Sistema de Coordenadas(S.C.) se define co-
mo aquella funcién que asigna univocamente en cada punto de una region del espacio una
terna de nuimeros reales. A este ntimero de coordenadas reales se les llama coordenadas
del punto. En este caso no se trabajarda con una terna de ntmeros reales, sino con dos,
descritos por las variables (p, ¢).

La situaciéon general en dos dimensiones se indica en la figura B.1. Estamos interesados
en la conducta funcional de los campos, cerca del origen y en puntos alejados en tanto
sea esto posible.

La geometria sugiere el emplear un sistema de coordendas diferente al cartesiano, que
describa el movimiento angular y radial (polar). La ecuacién de Laplace en dos dimensio-
nes utilizando coordendas polares (p, ¢) toma la forma [19]:

1o (pa—q>> + iaz—q) = 0. (B.1)
pOp \" 0p)  p*09¢?
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Figura B.1: Sistema de Coordenadas Polares, tomado del libro Electrodinamica de Jackson

Para usar el método de separacién de variables, sustituimos:

U(p,9) = R(p)¥(e)
— RV,

en la ecuacién anterior y después de multiplicar este resultado por %, obtenemos :
0 0P 1 0%V
Rop \' Op v 0o
Como uno de los términos depende de p y el otro de ¢ por separado, entonce cada uno
de ellos debe ser una constante:

oY B.3
T 942 v (B.3)

Las SOIU_CiOHES de estas ecuaciones SO
R(p) = ap”+bp™ (B.4)

U(p) = Acos(vg)+ Bsen(vo)

B.2.1. Ejemplo de aplicacién. Hamiltoniano en coordenadas po-
lares

El Hamiltoniano de un sistema bajo la acciéon de la Fuerza de Lorentz fue estudiado
en el capitulo 4 y se escribe como

. 1 B B2 k\ . .
H(pi,q") = —pipi——M — 4+ = 14'¢ B.
(pi, q") 5 PiPi — 5 +(m+ )qq (B.5)
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Retomando las definiciones
BQ
0 = —
4m? +
E(N,n)| N,n> = H|N,n>
B

E(N —n = Q2N 1
(Non)+5on = Q2N +[n] +1)

q9 = p

3=

El Hamiltoniano toma la siguiente forma
1 o
QN+ n|+ DT = (—V+ 202%i¢ ) T
2m 2

Donde el operador V esta escrito en coordenadas polares

g o2y 10
pOp \dp)  p*0p

Proponemos una solucién para este problema de ecuaciones diferenciales del tipo

U(p,#) = R(p)M(¢)
= RM

La ecuacién toma la forma

M 0 [ OR R O*M m
— —O%0’RM = QRM
(pap) 2mp? 967 2 ol i

2mp dp
Dividimos después la ecuacién entre ¥ = RM y agrupamos los términos

1 O°R 1 OR m 1 0*°M
L —1)a] = — )
2Rm 0p? +2me8p + 2( P )

2mp” { "M 042

La solucion de la parte angular tiene es
M(¢p) = Ae™?.
Para la parte radial

1 9*R(p) 1 OR(p)
R(p) 0p>  Rlp)p 9p

—2mS2 (1 - %Qp2> = —

En este caso
OR(p) , 10R(p)
op* p Op

n [—ZmQ (1 . %Qﬁ) - 2—2} R(p) = 0

Proponemos otro cambio para la parte radial

p=mQp; R = R(p)

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)




76 Sistemas de Coordenadas y Separacién de variables

Luego
OR 0ROy
dp 9o Ip
OR P OR
= Qmea—p/:2;a—p/
O0’R 0 (OR
- 8_,0(87)

_ 0 (p OR
~ Top \p oy
20R "O’R " 0p OR
= 2mpQ) | —— + pL pep
pop" — pOp?  pOp O
Las expresiones anteriores se sustituyen:

2 / /
,0°R [1 p@p]@R o OR mQ{, /\]R

A T 7 R et e e R
2 /
caEr N
Pero:
o Op mQp? 1 1
POy p 2 2
Por tanto

= 0

’82R+8_R 1_1’_1A R
Par "oy T2 4" T4y

Pero evaluando la ecuacién anteior en los limites p — 0 y despues en p — 0o
Para p — 0
PR 10R 112
dp* " pop  4p?

Cuya solucién es:

R(p) = p*
Para p — oo
PR 1
o ZLR = 0
De donde se obtiene que:
R(p) = e?

La soluciéon de la parte radial de este problema es:
m 2
Ru(p) = A(mQp?)Fe ™2 Ly (mQp?)

L% (mQp?) el polinomio de Laguerre asociado y p' = mQp?

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)




Apéndice C

Oscilador Armonico en Mecanica
Cuantica

C.1. Solucién del problema mecanico-cuantico

Partimos del Hamiltoniano en 141

H = LPZ _mWQ
2m 2

X2
Postulamos la relaciones

[X,P] =ik, [X,X]=0, [P,P]=0

(C.1)

(C.2)

Como H es una cantidad conservada que no depende del tiempo, es facil comprobar que

es la energia del sistema.

Hlp> = Elp>

A d2 2
(___+mw X2>g0 = Fo.

2m dx? 2

(C.3)

Donde V(z) = m“’z me” X2, La ecuacién (C.3) es la de Schrodinger. En este caso los autovalores

son mayores al minimo de V' (x). Tenemos los observables adimensionados

Im 1 1
X = X P = —P, H=_—H
mhw hw

Se puede comprobar

El Hamiltoniano queda como sigue
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Postulamos los conumutadores de creacién (a) y aniquilacién (a™) como sigue

1 . .
a=—(X+iP), a" =

V2

En este caso tenemos lo siguiente:

(X —iP) (C.5)

Sl

A 1 N
X=—(a"+4a), P=

V2

El Hamiltoniano toma la forma

(a* —a) (C.6)

= N+ -, (C.7)

X=8X; P=—r (C.8)

donde = |/%~.

Ahora bien X|C; >= X|¢4 >. Con
<Gy > = (X - X) (C.9)
En este caso tenemos

| axicem< il = 1

Ahora bien
1 -
X|(x > = BX|CX>
X
= (x>

Donde (g > es el autoestado de X con autovalor %

Asisi X = BX con |X >y |(x > proporcionales

/ dX|X ><X| =1

[e.9]

~

© dX X
[k

B I =1

@] <
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Por tanto | X >= |% >= /By > Si

O(X) = <{xgle >,

1 X
1 X

Continuamos otra vez con la ecuacién de Schrodinger unidimensional

1 d? 5o\ . .
5(—dX2+X)<,0 = €p

De aqui obtenemos

(d‘j; — (X% - 26)) ¢ =0 (C.11)

X2 .
+%5 que satisface

La solucién propuesta para esta ecuacién diferencial es G(X) = e

d2
dX?2

GxX) = %(eif‘ff()

X2 X2
= et T X2 4 T

— (X241 1)t (C.12)

Asi (d‘)l; — (XZ + 1)> G = 0. Si evaluamos la solucién obtenida para el limite X2 — oo,

obtenemos X2 +1 ~ X2 ~ X2 — 2¢.
En este caso G es acotada. Tomamos lo siguiente
o(X) = e 7h(X) (C.13)
- . .
Como e~ 2 es par y @h(X) deben tener paridad definida. Esto significa que h(X) se
tomara como sigue

WX) = XP(ag+ aX?+ ..ag, X2 + ...) (C.14)

con ag # 0. Finalmente la paridad de h(X) la tiene X7
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Apéndice D

Ecuacion Hipergeométrica
Confluente

D.1. Introduccion
Consideramos la ecuacion diferencial homogénea de segundo orden ordinaria
u'(2) + P(2)u'(2) + Q(2)u(z) = 0, (D.1)

el estudio de ella es de gran importancia en fisica como el electromagnetismo, mecéanica
cuantica, mecanica clasica, termodinamica, entre otras. Sus soluciones son tan importantes
que algunas de ellas se les llama funciones especiales. Para la resolucion de esta ecuacion
tenemos presente lo siguiente:

= Si las funciones P(z) y Q(z) permanecen finitas (analiticas) en z = a, entonces este
punto es un punto ordinario de la ecuacién diferencial.

» Cuando P(z) y Q(z) divergen (no analiticas) a medida que z — a, entonces este
punto es un punto singular de la ecuacién diferencial. En este caso se divide en dos
clases de puntos; singular regular o no esencial, cuando P(z) y Q(z) divergen
a medida que z — a, pero (z —a)P(2) y (2 — a)?*P(z) permanecen finitas en z = a
y singular irregular o esencial en caso contrario.

D.2. Hipergeométrica Confluente
Estudiamos ahora la ecuacién diferencial ordinaria en el punto zo = 0 [15, 20]
W'(2) + (= 2)'(2) —a'(z) = 0, (D.2)

la cual aparece en muchos casos importantes en fisica. Tiene un punto singular regular
en z = 0 y otro singular irregular en z = oo. Sus raices son 0y (1 — ¢).
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Buscamos una solucién de la forma (caso ¢ # 0)
P(z) = (z—2)" Z cn(z — 20)". (D.3)
n=0

Ahora bien si 7 = 0y 2y = 0, la ecuacién (C.2), reducimos la cantidad términos y

obtenemos:
inn—l—f—ccn —Zn+acn = 0, (D.4)
n=0
la cual mediante un cambio de variables, podemos reescribirla asi
f:[(n +1)(n+c)cppr — (n+a)c,]z" = 0, (D.5)
n=0

obtenemos la relacién de recurrencia:

(n+a)
nil = i 0,-1,-2,... n=0,1,2, ... D.6
Cn+1 (n+1)(n+c)c 075 n ( )

Escojamos ¢y = 1, y llamamos a la solucién M(a, ¢, z), la cual también se le conoce
como: F(a,c, z), F(a|c]| z), ¢(a,c,z), 1Fi(a,c, 2); la misma es:

oo
M(a,c,z) = 2 Z Ziz g (D.7)
n:O
con | z |[< 0o ¢ #0,—1,-2,...,. La solucién M(a,c, z) se le denomina funcién Hiper-
geométrica confluente. Dicha funcién es analitica en todo el plano complejo finito ya
que sia=0,—1,-2, ..., M(a,c,z) es un polinomio.
En el caso en que a # 0,—1,—2, ..., entonces | en12" 71 | =ns0o= 0, V z y por tanto

Ccn 2™

converge en todo el plano complejo finito.
Para el otro caso,(1—c) no sea un entero, la solucién buscada serd de la forma z'=¢g;(2),
lo cual sustituimos en la expresién (C.1)

291(2) + 12— ) = 2lgi(2) = (a—c+Dgr(2) = 0, (D.8)
que tiene como solucién M(a — c+ 1,2 — ¢, z). Finalmente la solucién de (F.1) es
U(z) = aM(a,c,z)+ ez *M(a—c+1,2 —c, 2) (D.9)

Podemos también encontrar la solucion de la ecuacién diferencial (C.1) por el méto-
do de transformadas integrales. En este caso intentaremos la solucion con el ntcleo de
Laplace. Esto es, buscar una solucién de la forma:

o(z) = /tzeZtv(t)dt, (D.10)
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donde debemos determinar v(t) y el camino de extremos t; y ts.
Definimos el operador diferencial formal £ o £, como:
d2

L. = o) g+ m) o +pa(o), (D.11)

donde pq, p1, p2 representan funciones dependientes de z. Ademés definimos el operador
adjunto formal de L, estrella asociado a £,; denotado por £} como:

Lop(z) = dd—;[Po(ZW(Z)] - d%[pl(Z)@D(Z)J + [p2(2)(2)], (D.12)
Empleando (C.10) a partir de (C.1), obtenemos
L. = [22+ (c—2)t —a]e”
= (- t)% +ct —al e (D.13)
Resulta
M, = (£*— t)% + (ct — a), (D.14)

donde M, es un operador de la forma M; = a(t)% + B(t)% +7(t). El operador adjunto
asociado es

d

Mpo(t) = —=

[(£2 — t)v(t)] + [et — a]v(t) = 0, (D.15)

tomamos ¢(t) = (£ — t)v(t) la ecuacién anterior toma la forma

Sl = G5a) (.16
integrando resulta en
Ln(%) = Ln(t—1)°+Lnt)*+ Ln(t—1)""
g(t) = At -1

obtenemos
v(t) = ANl —t)ee (D.17)

A € C es una constante arbitraria. Si Rc > Ra > 0, entonces la funciéon se anulara en
t; = 0y ty = 1. Si Escogemos el camino que se extienda desede t; = 0y ¢t = 1 a lo
largo del eje real positivo, tendremos que la soluciéon de la Hipergeométrica confluente
vendra dada por:

1
e(z) = A/ e 1 — ), (D.18)
0
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la cual es uniformemente convergente z € C' [15].
Ahora lo que toca es relacionar (C.17) con (C.6). Para eso debemos recordar que

t n
et =3, (zn? , tendremos:

to
t1

o(z) = Azﬂ%ﬁ/)ﬂAQ—w““wL (D.19)

Multiplicando el numerador y el denominador convenientemente y teniendo presente las
propiedades de la funcién beta:

1
B(a,b) = /t“_l(t—l)b_ldt
0

['(a)l(a)

B(a,b) = m,

junto con

La ecuacién (C.18) toma la forma

g1

I'(a+n)
F(c+n)'(n+1)

NE

o(2) 2, (D.20)

I
=)

n

tendremos que ¢(z) = M (a,c, z). Entonces:

M(a,c,2) = —ﬂﬂ;mwfzawy4yalw (D.21)
7 7 F(C _ a) 0 Y *
donde A = %
Ahora si escogemos el camino desde t; = —oo y hasta t5 = 0, obtendriamos otra

solucion para la ecuacion de la Hipergeométrica confluente:

0
olz) = A/ e (1 — pyeLip, (D.22)

—()=t!

@) obtenemos otra solucion

si se hace el cambio t — —t en (C.21) y escogemos A =

de la forma:

1 o0
Ula,c,z) = W/ e # 1 +1)* 'dt Ra>0, Rz>0,ceC
0

(D.23)

El estudio de esta ecuacién comienza asi. Realizamos el cambio 1 — ¢ = w en (C.17) y
obtenemos

1 1
/ 1 — ) dt = ez/ e (1 — u)* du, (D.24)
0 0

de donde se sigue que M (a,c,z) = e*M(c — a,c,—z), valida para Rc > Ra > 0. Sin em-
bargo, por continuacién analitica, es una relacién vélida Va y Ve con ¢ # 0, —1, =2, ..., etc.
Por medio de esto, se ha obtenido la llamada transformacién de Kummer [15, 16]
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D.2.1. Ejemplo de Aplicacion

Consideramos el potencial de un oscilador arménico en tres dimensiones, esto es:

1
Ur) = §mw2r2; w € Ry (D.25)
Definimos las relaciones
2 _ MW
© =
2F

La ecuacién radial de la Ec. de Schrodinger la escribimos

ER(r) | dR(r) 25y < WD

dr? dr 12 S| fulr) = 03 hyme Ry, (D.27)

efectuamos el cambio

Ry = ) (D.28)

r

la cualmos transforma en la ecuacién radial reducida

d?uy (1) I(l+1)
diz - }ul(r) = 0. (D.29)

2m
v e - vy - 12

Empleamos las relaciones (C.9) y (C.10) en la ecuacién anterior obtenemos:

I(1+1)
w) (r) + {)\aQ —a'r? — - } w(r) = 0. (D.30)
Para la ecuacién anterior proponemos el cambio
2p2
w(r) = e 2 y(r), (D.31)

y obtenemos:

Y/ (r) +2 {HTI — 0427“} yy(r) + [Aoﬂ — 202 <l + g)] y(r) = 0. (D.32)

Finalmente efectuamos los siguientes cambios

= Oz2’l"2

)
wi(p) = w(r), (D.33)

obtendremos la EDO:

puto)+ | (14+5) = o uito) - |5 (1+3) =] wtn = 0 @
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La solucién para la ecuacion (C.18) con [ nimero natural, pero no asi (I + %)es usando

(C.8)
, 1 3 A 3
wi(p) = M (5 (l+§) - Z,l+§,p> +.

1 1 1 A 1
/ 7l77M - o - - -
Cop 2 5 l~l—2 1 l+2,p

La solucién general considerando (C.12),(C.15), (C.17) y (C.19) serd por tanto:

a?r2 1 3 A 3
R(r) = ce 2 (ar)'M (5 <l + 5) — Z’l + 5705273)
a2r2 1 1 )\ 1
——5 —1-1 2 i1y A 159\,
+coe (ar) M(Q( l+2> 1 l+27ar)’ le N

(D.35)




Apéndice E

Ecuacion Diferencial de Laguerre

E.1. Ecuacion Generalizada de Laguerre

Consideramos ahora
2¢"(2) + (a+1—2)¢'(2) + Bo(2) = 0, (E.1)

conpfeCiae Rya>—-1;zeC.

La ecuacién anterior corresponde a un caso particular de la Hipergeométrica Confluen-
te si realizamos los cambios ¢ = o+ 1y a = 3, y es de suma importancia en mecanica
cudntica para el estudio de los 4tomos hidrogenoides [15] con una soluciéon M (-5, a+1, z).
Ella multiplicada por un coeficiente, se denomina funcién generalizada de Laguerre
y viene dada por:

Ma+1-p
Fla+1DI'(B+1)

Lg(z) = M(—57O[—}-]_,Z), (E2>
cona>—1;06,z¢€ C.

Para § = n = 0,1,2..., obtenemos de la relaciéon anterior polinomios de grado n,
llamados polinomios generalizados de Laguerre

MNa+1-—n
Ma+1)T(n+1)

L%(z) M(n,a+1, z), (E.3)

donde M(n,a+ 1, z) es la funcién Hipergeométrica confluente.
Desarrollamos L%(z) en potencias de z, se obtiene

Ln(z) =

F(a+1+n)F(a+1)zn: L(r—n) 2"
r

D(a+1n! T(-n) ZT(a+1+7)r!

B Fa+1+n)(r—n)z"
B Z I(a+1+7)T(=n)nlr!’

r=0
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pero: lim._ FF((:Z‘:;E' — ((7:—12;!7 entonces tendremos:
& D(a+1+n)
LS = —-1)" " >—1;2z€C; n=0,1,2..., (EA4
MO = Y R g > el €0

sia=k=0,1,2, entonces I'(k +1+4+n) = (k+n);['(k +1+r) = (k+r)!, se obtiene:

n

LFz) = Z(—w(n _%Ik”l!mmzr;z eC; n=0,12.., (E.5)

ademds tenemos:

(n+ k)!
nlk!

LF(2) M(—n,k+1,2), ze€C; n=0,1,2.., (E.6)

Para el caso especial, a = 0; se denomina funcién de Laguerre; esto es:
Lg(z) = Ly(2) = M(=8,1,2); B,2¢€C, (E.7)

donde, Lg(z) es la solucién de otra ecuaciéon importante en fisica, la ecuacién diferencial
de Laguerre y esta dada por:

x¢"(x) + (1 — )¢’ (z) + 2ne(z) = 0, (E.8)

con n = 0,1,2,3..., la misma se obtiene a partir de la ecuacién generalizada imponiento
las condiciones o« = 0 y 8 = 2n. Ahora bien si § =n = 0,1, 2,..., los polinomios L,, se
denominan polinomios de Laguerre y vienen dados por la expresion

L.(z) = M(—n,1,z2)

n r

_ Z(—N%; B,2€C; n=0,1,2,.. (E.9)

r=0

Partiendo de (D.6) si n = 0, tenemos
Li(z) = 1, zeC; n=0,1,2,.. (E.10)

Probamos lo siguiente, sea L, (z) = M(—n, 1, z), tomemos la derivacién corespondiente y
entonces:

d* d"
ﬁLTH*k(’Z) = @M(—n—k,l,z)
I'(=n)l'(1)
= M(—n —Fk,1 E.11
pero

 D(-n+9) o+ k)

1 = (-1

nlg(l)F(—n—k%—e) (=1) n!
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comparamos este resultado con (D.7) y sustituyendo en (D.12) obtnemos

dk
LF(z) = (—1)'€WLM(2), ze€C; n,k=0,1,2,... (E.12)
z
o también
« z’z_a dn —z  ntao
LY(z) = e —'E(e 2", zeC; o a>—-1n=0,1,2,.. (E.13)
n! n

con k = a. La ecuacién (D.14) se conoce como la férmula de Rodrigues.
Algunas propiedades de los polinomios de Laguerre:

Loi1(2) =2n+1—2)L,(2) —n’L, ()
L (z) —nL)_,(2)+nL,—1(2) =0

Aro(z)— 4o (2)+ L% (2)=0

dz—n dz"n—1

Cuadro E.1: Propiedades de los polinomios de Laguerre
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