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Resumen

Se presenta el esquema numérico explicito desarrollado por Von Rosenberg para la ecuacion
de conveccién-difusién en una dimensién espacial. Se describe la ecuacion de conveccion- di-
fusion unidimensional, se muestran sus condiciones de contorno e inicial y se mencionan sus
aplicaciones en ingenieria y ciencias aplicadas. Para este trabajo de tesis se estudian el méto-
do de Diferencias Finitas y el método de Crank-Nicholson, ya que para realizar el estudio del
esquema que nos interesa que es el de Von Rosenberg, se necesita conocer esos dos métodos.
Al método de Von Rosenberg se le realiza el estudio analitico de convergencia, este estudio
corrige el andlisis de consistencia presentado por Von Rosenberg [9] y lo complementa con
el andlisis de estabilidad, el cual es omitido por Rosenberg [9]. En consecuencia el estudio
de convergencia es un aporte original de este trabajo de tesis. Para concluir, se muestran los
experimentos numéricos, en total son tres ejemplos, los ejemplos 2 y 3 son aportes originales
de esta tesis. En los tres ejemplos se compara grafica y numéricamente el método de Von
Rosenberg y el método de Diferencias Finitas y se puede observar en los resultados de es-
tos experimentos, que para obtener las mejores aproximaciones a la solucién analitica de la

ecuacion de conveccion-difusion unidimensional, se debe usar el método de Von Rosenberg.



Introduccion

Los métodos numéricos son muy importantes ya que ayudan a resolver problemas
matematicos, de ingenieria y cientificos. Gracias a los métodos numéricos podemos aproximar
de una manera eficaz las soluciones de ecuaciones en derivadas parciales. Para este traba-
jo de tesis nos basamos en el trabajo realizado por D. U. Von Rosenberg [8]. El propésito
de este trabajo de tesis es el estudio del esquema numérico explicito desarrollado por Von
Rosenberg para la ecuacion de conveccién-difusion unidimensional, este esquema es valido
para grandes velocidades con bajos coeficientes de difusién o el caso opuesto, en estos esce-
narios las técnicas convencionales muestran excesiva difusiéon numérica. En este contexto, el
esquema de Von Rosenberg sigue siendo el mas simple de entender e implementar para este
tipo de ecuaciones. Muchos autores han realizado estudios matematicos de la ecuacién de

conveccién-difusion, como [5, 6].

El estudio de este trabajo de tesis comienza con el capitulo 1, en él se describe la ecuacién
de conveccion-difusion unidimensional y las variables y coeficientes que intervienen en ella,
también se explica el fenémeno fisico que describe la ecuacion y se presentan varios con-
ceptos fisicos de transferencia de calor que ayudan a entender el fenémeno fisico de con-
veccion-difusion. Luego presentamos las condiciones de contorno e inicial para la ecuacion
de conveccién-difusién unidimensional y su solucién analitica. Al finalizar este capitulo se
mencionan las aplicaciones de la ecuacién de conveccién-difusién unidimensional y sus utili-
dades en la vida diaria. En el capitulo 2 se muestran dos métodos numéricos que nos ayudan
a desarrollar el método de Von Rosenberg, ellos son: el método de Diferencias Finitas y el
método de Crank-Nicholson. Empezaremos este capitulo explicando el método de Diferen-
cias Finitas, el uso que se le da y en qué consiste. Explicaremos en qué se basa la técnica
fundamental para realizar los calculos numéricos en diferencias finitas, mostraremos el de-

sarrollo de Taylor y su error de truncamiento. El desarrollo de Taylor ayuda a obtener las



aproximaciones por diferencias finitas para las derivadas (en nuestro caso, primera y segun-
da derivada) y él nos servird para entender cuando una aproximacién por diferencias finitas
para una derivada, puede ser mejor que otra, sélo observando su error de truncamiento.
Posteriormente se expone el método de Crank-Nicholson, es decir, se explica en qué consiste
este método, se muestran sus aproximaciones a las derivadas parciales y se menciona el error
de truncamiento de este método. Luego en el capitulo 3 desarrollaremos con todo detalle
el método de Von Rosenberg y se podra evidenciar su simplicidad para obtener la ecuacion
en diferencias. Empezaremos por mostrar las aproximaciones a las derivadas parciales que
se van a sustituir en la ecuacion de conveccion-difusiéon unidimensional, para asi obtener
la ecuacién en diferencias finitas por el método de Von Rosenberg. Después de obtener el
esquema de Von Rosenberg, se realizaran los estudios de consistencia, de estabilidad y de

convergencia a éste.

En el capitulo 4 se puede constatar la precisiéon que tiene el método de Von Rosenberg
para aproximarse numéricamente a la solucion analitica de la ecuacién de conveccion-difusion
unidimensional, mediante diversas pruebas numéricas. Finalmente se presentan las conclu-

siones de este trabajo en el capitulo 5.



Capitulo 1

1. Ecuacion de Conveccion-Difusion Unidimensional
1.1 Ecuacion de Conveccion-Difusién Unidimensional

La ecuacién de conveccidén-difusion

0%u ou  du

Donde:

u es la propiedad del fluido.

x es la variable espacial (z > 0).

t es la variable temporal (¢t > 0).

D es el coeficiente de difusion (constante).

v es la velocidad del fluido (constante).

La ecuacion de conveccién y difusiéon expresa matematicamente un proceso fisico de la
transferencia de calor que combina simultaneamente ambas formas de transmision. Sin em-
bargo existen otros procesos fisicos como el flujo de fluidos en medios porosos que tambien se
rigen por la misma ecuacién

Para entender mejor lo que describe la ecuacion necesitamos saber los conceptos de con-

veccion y difusion.

Conveccién: Es el modo de transferencia de energia entre una superficie sélida y el liquido
o gas adyacente que esta en movimiento y comprende los efectos combinados de la
conduccién y el movimiento de fluidos [10].

Difusién: Es el proceso fisico que describe cémo la energia térmica se dispersa [7].

Cuando solo hay conveccién la ecuacién de transmision de calor es



ou 1\ Ou
1.1.2 L A
(1.1.2) Y ox (2) ot
Cuando solo hay difusion la ecuacion de transmision de calor es

0% 1 ou

Luego cuando existe un proceso donde hay conveccién y difusion simultaneamente en-
tonces aplicamos el principio de superposicién a las ecuaciones (1.1.2) y (1.1.3), dando como

resultado la ecuacion (1.1.1).

1.2 Condiciones Iniciales y de Contorno

La condicién de frontera general de la ecuacién (1.1.1) para todo t es

(1.2.1) v(1—u(0,t)) + D%(O, t) = 0.

Cuando D se aproxima a 0, esta condicién se simplifica a
(1.2.2) u(0,t) = 1.

La condicién de borde (1.2.2) se aplica a la ecuacién (1.1.2). Dado que D es pequena
para los casos de interés, la mayoria de las soluciones numéricas se obtuvieron con (1.2.2).
La condicién (1.2.2) es la tnica que se puede aplicar facilmente a la ecuacién en diferencias
finitas por el método de Von Rosenberg. La condicién inicial utilizada para la mayoria de

las soluciones, para todos los valores de x, fue



(1.2.3) u(z,0) = 0.

1.3 Solucion Analitica

La solucién analitica para la ecuacién (1.1.1), con condicién de borde (1.2.2) y condicién

inicial (1.2.3) es

1 r — vt VT T+ vt
(1.3.1) U= [erfc <2\/m> + exp <5> erfe (2—m>]
donde

2 [
(1.3.2) erfc(y):ﬁ/y e dz.

La funcién error complementaria es llamada er fc. La integral que se encuentra del lado

derecho de la igualdad en (1.3.2) se le llama integral de probabilidad.

1.4 Aplicaciones de la Ecuacién de Conveccién-Difusion Unidimensional

Es comin encontrar la transferencia de calor en los sistemas de ingenieria y otros aspectos
de la vida y no es necesario ir muy lejos para ver algunas de sus areas de aplicacion. De hecho,
no es necesario ir a alguna parte. El cuerpo humano esta emitiendo calor en forma constante
hacia sus alrededores. Tratamos de controlar esta transferencia de calor al ajustar nuestra
ropa a las condiciones ambientales [10].

Muchos aparatos domésticos comunes estan disenados, en su conjunto o en parte, me-
diante la aplicacion de los principios de la transferencia de calor. Algunos ejemplos entran
en el dominio de las aplicaciones eléctricas o del uso del gas: el sistema de calefaccion y
acondicionamiento de aire, el calentador de agua, la plancha y aparatos electronicos. Los

hogares mas eficientes se disenan de manera que puedan minimizar la pérdida y ganancia de



calor en ciertas estaciones del ano, ésto se logra usando el espesor éptimo del aislamiento de
las paredes y techos de las casas [10].

La ecuacién de Conveccion-Difusion presenta numerosas aplicaciones en ingenieria y cien-
cias aplicadas. Por ejemplo, los procesos de conveccién natural se modelan a través de dicha

ecuacion [10].



Capitulo 2

2. Diferencias Finitas

2.1 Diferencias Finitas

El método de Diferencias Finitas es el que se usa para aproximar numéricamente solu-
ciones de ecuaciones en derivadas parciales, como: la ecuacion del calor, la ecuacién de ondas
y la ecuaciéon de Laplace.

El método de diferencias finitas consiste en reemplazar un dominio continuo espacio-
tiempo por un conjunto de puntos (cada uno de ellos llamados nodos), a ese conjunto de
puntos se le llama malla o red computacional.

Se debe pasar de la(s) ecuacién(es) en derivadas parciales por un sistema de ecuaciones
algebraicas, pues se aproximan a los operadores diferenciales por diferencia finita, de esta
forma se obtiene una ecuacién algebraica en cada punto de la malla, estas ecuaciones al-
gebraicas involucran los valores de las funciones en el punto considerado y en sus vecinos
cercanos. Entonces, nuestro problema se transforma en uno de algebra matricial.

En el método de diferencias finitas se trabaja en un dominio 2 = [a,b] X [c, d| acotado
en R? con las siguientes particiones.

Supongamos que,

CL:ZEO<[E1<ZE2<...<ZEN_1<ZEN:[)

C:t0<t1<t2<...<tM_1<tM:d.

Representan particiones regulares del intervalo [a,b] y [c,d] respectivamente, es decir,
x; = a+iAzx, donde i = 0,1,2,...,N y Az = (b — a)/N y para t,, = ¢+ mAt, donde
m=0,1,2,..., My At =(d—c)/M.

Sustituyendo ¢ y m en x; y t,, queda:



r1=a+ Az, ro=a+2Ax,..., ay_1=a+ (N —1)Ax
ty=c+ At, ty=c+2At,..., ty_1=c+ (M —1)At.
Los puntos,
(x1,t1), (wa,ta),..., (xN_1,tpr-1)-

Se llaman nodos de malla interior del dominio [a,b] X [e, d].

d=tw

fne-1 -

s

c= fp
I I I | I I | I *

=Xg A1 Xz X3 Xd A1 fJ=Jl.’rg

Figura 1: Malla o red computacional.

Aproximaciones polinémicas

La técnica fundamental para los cdlculos numéricos en diferencias finitas se basa en las
aproximaciones polindmicas de la funcién f(x) cerca de x = zy.

Sea x = xg + Az entonces Ax = x — xy. Si aproximdramos f(x) por una constante cerca
de x = xy, se elegiria f(xg).

Una mejor aproximacion para f(z) se obtiene mediante su recta tangente en x = x:

(2.1.1) f(z) = f(xo) + Az %(zo).
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También se puede aproximar f(z) por una aproximaciéon cuadrética en z = x, esto es:

Ax df

(2.1.2) f(z) ~ f(xo) + ETD %(xo) +

(Az)? d*f
or gpz To)

Si queremos una aproximacién cibica de f(z) en x = z; seria de la siguiente forma:

(Ac) &f
or gpz o) T

(2.1.3) f(z) = f(xo) + ETD —x(l’o) +

Formula de Taylor y Error de Truncamiento

La férmula de Taylor centrada en xg, de una funcién f(x) es

A n
(214 Fla) = Flao) + Aaf(ao) + -+ B2 0 ay) + R,
El resto R, tiene la siguiente forma
AZL’ n+1 N
(2.1.5) R, = ﬁf( V().

Donde: zy < &,41 < 29 + Ax.

Aproximaciones por diferencias finitas. Primera derivada.

Usando la férmula de Taylor con n = 1, se puede aproximar la primera derivada de varias

formas.
@) = Flao) + 2oL (ag) ¢ B T,
despejando de la ecuacién anterior 4 (z,) obtenemos
(2.1.6) %(:}cg) _ S+ Ag; —fleo) (A;) f;j; (&).

Luego, la aproximacién por diferencias finitas para j—f es:
X
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af _ f(zo+ Az) — f(z0)

A esta aproximacién se le llama aproximacion por diferencias hacia adelante.

Si sustituimos Az por —Ax en (2.1.7) queda:

df . flag) = flwo— Az)  (Ax) d*f —
%(Io) = s +5 75 (&)
de donde:
df . flwo) — f(wo — Ax)
(2.1.8) %(xo) ~ L '

Esta aproximacién se llama aproximaciéon por diferencias hacia atras.

Si queremos una aproximacién mas precisa de %(mo) se pueden restar las férmulas de

Taylor de f(xg + Az) y f(xg — Ax), estas férmulas son:

(2.1.9) fzo+ Ax) = f(xo) + Az f'(xg) + (

o f"(xo) + 3l f"(&)
Ax)? Ax)3 —
(2.1.10) fzo — Ax) = f(x0) — AlEfl(xo) + ( ;':) f”(-TO) . ( 33;;) f”/(fg)
Donde: zg < & < zo+ Az y x9 — Az < & < 0.
Restando (2.1.9) y (2.1.10), nos queda
Ar)? /P 3p
oo+ 80) — fla - Ba) = 2808 () + S (P00 + @)
despejando %(xo) resulta
df _ flwo+ Ax) — f(zg — Ax) (Ax)® (d*f Pf —
(2.1.11) ﬁ(xo) = A ~50) (dxg (&3) + @(53)) :

Asi obtenemos una aproximacion por diferencias centrales de %(mo):
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daf Nf(:c0+A:U)—f(x0—A:c)‘

(2.1.12) o (w0) ~ A

El error de truncamiento en las ecuaciones (2.1.7) y (2.1.8) es O(Az) y de la ecuacién

(2.1.12) es O((Az)?).

Aproximaciones por diferencias finitas. Segunda derivada.

Sumando las ecuaciones (2.1.9) y (2.1.10) con n = 3, obtenemos

2(Az)2d*f 2(Ax)t (dif

Flao+ ) + flau = Aa) = 2f(e0) + 257 ) + Z5E (Theo + i g

Despejando 327{ (o)

(2.1.13)
d*f(wo)  flwo+ Az) —2f(zg) + flwo — Az)  (Ax)? d*f d*f(xg) —
dz?2 (Ax)? 12 (dx4 (64) + W(&l))

Donde: zg < & < xo+ Az v 9 — Az < & < .

Asi obtenemos la aproximacién por diferencias finitas para la segunda derivada con el

error de truncamiento de orden O((Ax)?):

@ f (o) ~ fxo+ Az) —2f(x0) + f(2o — Ax)
dx? (Ax)?

2.2 Método de Crank-Nicholson

(2.1.14)

Este método lo crearon John Crank y Phyllis Nicholson en 1947 [7]. Es un método de
diferencias finitas usado para la resolucién numérica de ecuaciones en derivadas parciales,
tales como la ecuacion del calor. El método consiste en reemplazar las derivadas espaciales
por un promedio de los cocientes en diferencias centrales, un cociente se evalia en n (recta
del n-ésimo tiempo) y el otro en n + 1 (recta del (n + 1)-ésimo tiempo). Para la derivada
temporal se usan diferencias hacia adelante. Estas aproximaciones para las derivadas las

mostramos a continuacion:
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2 n n n n+l n+1 n+1
0*u o Wir1 — 2uf +u oy ouy — 2w gy

2.2.1 ~
( ) 0x? 2(Ax)? 2(Ax)?
ou 1wl —ui, U?jll —upt)
(2.2.2) or 5( 2Ax + 2Ax )
ou  utt —
2.2. — '
( 3) ot At

n
7

La notacién para las aproximaciones anteriores es la siguiente, u(z;,t,) = ul', asi por

ejemplo para los términos, u(z; + Ax;,t,), u(z; — Ax;,t,) v w(r; + Axy, t, + Aty,), con el
cambio de notacién quedan, ul ;, ul | y u, respectivamente.

El error de truncamiento es la suma de dos términos, uno (Az)? y el otro (At)?, el error
es entonces de orden cuadratico tanto para el espacio como para el tiempo. El método de
Crank-Nicholson es implicito ya que se necesita resolver un sistema lineal de N — 1 ecua-
ciones. Sin embargo, por ser implicito, el método no tiene problemas de inestabilidad [7].
Este método utiliza seis puntos, tres de los cuales son en el tiempo posterior. En la figura

2 se puede observar el esquema de Crank-Nicholson al sustituir las aproximaciones (2.2.1),

(2.2.2) y (2.2.3) en la ecuacién de conveccién-difusion (1.1.1).

tar—

1 n+1
w Ot

tn+] ]

t, —

n n n
Uiy u; Uit

i]_

to —

Figura 2: Esquema del método de Crank-Nicholson.
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Capitulo 3

3. Método de Von Rosenberg.

3.1 Método de Von Rosenberg.

A continuacién presentaremos el método de Von Rosenberg usando la ecuacion de

conveccion-difusion unidimensional, mostrada en la siguiente ecuacion.

Pu Ou  Ou
3.1.1 — — U= = —.
(3.1.1) o2 "or ot
La ecuacién (3.1.1) describe los fendmenos de transporte unidimensional de cierta mag-

nitud fisica (por ejemplo, el calor) en un fluido, debido a los procesos de difusién y conveccién.

Para obtener el método de Von Rosenberg uniremos el método de Crank-Nicholson y
el método de Diferencias Finitas. Este esquema se le aplicard a la ecuacién (3.1.1). Las
aproximaciones para las derivadas de la ecuacién (3.1.1) por el método de Crank-Nicholson,
son las que mostramos en el capitulo anterior, es decir, las aproximaciones (2.2.1), (2.2.2) y
(2.2.3).

Ahora, vamos a sustituir las aproximaciones para las derivadas por el método de Crank-

Nicholson en la ecuacién (3.1.1).

n n n n+l _ o9, n+tl n+1 n  _ ,n n+l __  n+l n+1 n
D[ui-i-l — 2wty Uy — 20 Uy = U[l(ui-i-l Uiog | i1 — Ui )] = Uy — — Y
2(Ax)? 2(Ax)? 2 2Ax 2Ax At
Podemos reescribir las fracciones del lado izquierdo como suma de numeradores con igual
denominador.
n n n n+1 n+1 n+1 n n n+1 n+1 n+1 n
D [ulyy = 2uf +uiy +uly — 20T+ v [ulyy — iy Fuly —wy ] wt =
2(Ax)? 4Az At

El comiin denominador de las fracciones del lado izquierdo es, 4(Ax)?. Cuando se hace

la resta de esas fracciones queda
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2D[ujy — 2ui +ui, + ulH 2u?+1 + u?fll] —v(Az)[uiy; —ui + ufjll — uf+11] _ u?“'l —ul
4(Ax)2 o At

Multiplicando la ecuacién anterior por 1/v resulta

2D[ufy — 2uf + iy +ul = 20l 4+ ul ] — oA [uf — ufg +ul - ul _ ultt —
4(Ax)2v v(A)

Aplicando propiedad distributiva en el lado izquierdo de la ecuacién anterior

2D}, —4Du} + 2Du} ;4 2Dul — 4DulT + 2Dul! — v(Az)uy +v(Az)ui, — v(Az)ull 4+ v(Az)ult!
4(Az)?v

n+1 n
u,; — Uy,

v(At)

El denominador de la fraccion del lado izquierdo de la ecuacion anterior se puede escribir

como 4(Az)v(Azx).

2Dujy, — 4Duj + 2Duj | + 2Du?:'11 —4Dut +2Dul T — v(Ax)uly + v(Az)ulg — U(Am)uﬁ'll +v(Az)ult!
4(Azx)v(Az)

n+1 n
u,; — U,

v(At)

Se multiplica a ambos lados de la ecuacién anterior por 4(Ax).

2Du}yy — 4Du} + 2Duj | + QDUZZ:T —4Dut 4 2Dul T — v(Ax)ulyy + v(Az)uly — v(Ax)u?j'll +v(Az)ul !
v(Ax)

(Al — ]
o(AD)

Aplicando propiedad distributiva en el lado derecho de la ecuacién anterior.

2Du3yy — 4Du} + 2Duj | + 2Du"+1 ADuT T 4 2Du — w(Az)ulyy + v(Az)ul_; — v(Az)u] "“ +o(Az)ul !
v(Ax)

4(Az)ult — 4(Ax)u?
v(At)
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Separando las fracciones de la ecuaciéon anterior como suma de fracciones con igual

denominador.

°D , 4D , 2D ., 2D .., 4D .., 2D .. wu(Az),
muiﬂ B U(Ax)ui * U(Ax)ui_l * U(A[E)uiJrl ~ u(Az) i mu’;l Co(Az)
v(Az) v(Az) . v(Az) . 4(Az) . 4(Az)
U(Ax)uifl - U(Aaz:)uiJrl U(Aac)ui_l - v(At) YT v(At) i

Se puede escribir la ecuacion anterior de la siguiente forma

2D 0 g 2D i 2D 2D 5 2D 2D

v(Az) v(Az)" " v(Az) T w(Az) T v(Az)” " v(Az)
A7) L o(An)  w(An) oA L 2(Ae) o 2(Ae)
U(A:E)UHI * U(Ax)uifl U(A:L‘)ui—H * U(A:L‘)ui_l B 2(U(At)) ‘ 2(U(At) i

_ 2D _ Az , ., )
Llamaremos R = = v Q = -%;. Asi, la ecuacién anterior queda

n n n n+1 n+1 n+1 n n n+1 n+l
Rui,, — 2Rui + Ruj ; + Rui’y — 2Ru{™ + Ru;”"} —wly, +wil ) —wlly +w”) =

4Qui — 4QuP.

1

Agrupando términos

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1l __ n n n n

Rui™) +wi™) — 2Ru™ — 4Qui™ + Ruyly —wuily = —Rui | —ui | + 2Ru — 4Qu;
n n

— Rugyy +ugy

Sacando factor comin de la ecuacién anterior la funcién u obtenemos la ecuacién (3.1.2)

(3.1.2)
(R+ Dul + (—2R — 4Q)uf™ + (R — Dulf{ = —(R+ Duf; + (2R — 4Q)u — (R — 1)uf,,.

Cuando R =1 en la ecuacién (3.1.2) queda

(3.1.2.a) 2ulT 4+ (=2 —4Q)ultt = —2u | + (2 — 4Q)u.

Se puede observar que la ecuacién (3.1.2.a) es explicita, porque se obtienen nuevos valores
de u a partir de los previos inmediatos en el tiempo . Si en la ecuacién (3.1.2.a) se sustituye
@ =1 (se puede sustituir ) = 1 ya que tomamos v = 1 y el tamano espacial de la malla es

igual al tamano temporal de la malla, Az = At), obtenemos:

n+1 n+1l __ n n



Multiplicando por % la ecuacién anterior queda

uit —6uftt =2l — 2uf
2 - 2
2(“?—? - 3“?“) - 2(_U?—1 — U
2 B 2
Simplificando
ulth = 3uft = —ul | — ol

De la ecuacién anterior despejamos el término que contiene

ntl _ _n

n+l . _n
=3u; " = —ug o —up —uy

K3 K3

Multiplicando por (—1) la ecuacién anterior

Obtenemos la ecuacién (3.1.2.b)

3.1.2.b 3ult = u w4
7 1—1 1 7

i

La ecuacion de conveccion pura es

ou  JOu

17

n+1

%

Las aproximaciones para las derivadas por diferencias finitas que usaremos en la ecuacion

(3.1.3) son
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ou ul —ul,
3.14 —
( ) ox Az

ou  utt—
3.1.5 —
( ) ot At

Donde la aproximaciéon para la derivada espacial es un cociente en diferencias finitas
hacia atras y la derivada temporal es un cociente en diferencias finitas hacia adelante.
Sustituyendo las aproximaciones (3.1.4) y (3.1.5) en la ecuacién (3.1.3), se obtiene la

ecuacién en diferencias

Uy — Ui Uy, u;'
o Az )= At
—Up T U = _vAt( i+1 —uy)

—uj +uy = Quf T —up).

Sustituyendo @) = 1 en la ecuacién anterior

n+l . n
1 i

n n _
—u;, +u;,_; =u

n+l . n
i

n n o __
U tUu; g =u i

n n n _ ..n+l1

Cancelando términos semejantes obtenemos la siguiente ecuacién

(3.1.6) ultt =l .

Tanto la ecuacién de Crank-Nicholson como la de diferencias finitas estan centradas en
el tiempo ,,11/2. Pero en el espacio la ecuacién de Crank-Nicholson se centra en x;, mientras
que la de diferencias finitas se centra en x;_1/. El término de conveccién en diferencias

centradas se obtiene de sustituir (3.1.4) y (3.1.5) en % + v2% para @ =1 [9)].

(0u N 8u) ultt —up N ul —ul
— +V—=—)i—1/2m ~ v .
ot | Qg VA2 At Az

Sumando las fracciones del lado derecho
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]

ou  Ou (uf ™ — ) + oAt (ul — u? )
- — ). ~ A 1 7 [ ]
(5 + g ivantz ™ AT AzAL

Escribiendo la fraccién anterior como suma de fracciones con igual denominador

Ju ou Ax VAL (ul — ul ;)
— + VU= )i—1/2.n ~~ uT.H_l — ™ ¢ L )
(Gt T vgg)imvemne ™ R DT e A
Cancelando los Az que se encuentran en la primera fraccion y escribiendo “A—A; como %
ou  Ou ultt —ur T ul —ul

<E + U%)i—l/Q,n-l—l/Q ~ AL + 0 At
Como ) =1

ou ou uttt — ul' oul —ul

(E +U%)i—1/2,n+1/2 R AL + AL

Sumando las fracciones anteriores

2

<E +U%)i71/2,n+1/2 ~ AL

ou  Ou ultt —u? ot — Ul

Cancelando los términos '

(8u N 8u> ultt —
= TV )ic2mi2 X —— -
ot gx) TR At

Luego el término de conveccién en diferencias centradas es

ou  Ou ultt —

(3.1.7) (E + U%)i—1/2,n+1/2 ~ ZT

El término de conveccién en diferencias por el método de Crank-Nicholson, con Q) = 1,

se obtiene sustituyendo las aproximaciones para las derivadas (2.2.2) y (2.2.3) en % + vg—g

[9].
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ou  Ou T 1 ul, —u un Tt ot
(o + v )imprje & ———t oy (L il =1y
ot ox’” At 2 2Ax 2Ax
Ju  Ou uttt — ut o —ut ol — )
(5 Fva)imte & — == ! +1 L)
ot ox At 4Azx 4Azx
Sacando factor comin =;
ou ou 1. . " vAt " . "
(g - Ug)i,nﬂ/? ~ Kt[(“z ) E(Uifll —ut oy — Uiy
1 _ vAt
Como 0= Ar

ou ou 1 n 1 " "
(E + UG_x)i’n+l/2 ~ E[(U?H —uy) + @(U?:ll - U?—Jrll Uiy — up )]

Luego, el término de conveccion en diferencias por el método de Crank-Nicholson, con

Q=1 es

ou ou 1 " " L, " " "
(3.1.8) (a + U%)z‘,nﬂ/? ~ E[(%’H —uy) + Z(Uz:f - “i—+11 + Uy — u )]

Como la ecuacién (3.1.7) se aplica cuando R = 0 y la ecuacién (3.1.8) se aplica cuando
R =1, entonces el término de conveccion en diferencias por el método de Von Rosenberg se

obtiene mediante la adicién de (1 — R) veces (3.1.7) a R veces (3.1.8) [9].

ou  Ou Mt —up
- —)ie _R\n ~(1— R R
(875 +U8x) 1/20-R)n+1/2 = ( ) AL
1 n n 1 n n n n
+ R[Kt(ul - u; + Z(Uiiﬁl - uij_ll +uiy —uly)))
Desarrollando la expresion anterior queda
ou  Ou ultt — ultt — uttt —
- — )i _ n ~ (3 11— _ R 1 1— R K3 7
(Ge T vgp)m1ma-may: At S VA A S v
+ E(U?ﬁl - U?—Jrll +ufy —ug)
ou  Ou ultt —up u ! u? ul ! u? R
- —)i R\m ~ Ll pTi L R R _ Rt o4 T gt
(Bt T Vg )iaa-romsiye At A TTA TAr T AR T aat

R n+1+ R n R n
- —Uu; — Uiy — —— U .
ANE T 4AETTE 4N



21

Cancelando los términos i
ou  Ou ultt —ul 1 u' R R R
— — )i _R\n ~ L RZ _R_% n+1 n+1 i
(5 ¥ Vgg)ia-mmy Af A A T aate T oaagte At
R n
TOaAL T
Sumando las fracciones que contienen los u' ;, se tiene
(@ + v@_u> 1/2(1-R)n+1/2 ~ u + Moy — Ruiy  pud | B ulhl — o ult!
ot QgAY At ANt Af AL T gL it
R
+ A Uit
VYAN
ou  Ou ul ™t — . 3Rul u? R R
- — )i —R\n ~ 1 i— =1 R_z n+1 n+1
(5 +Vgg)ia-mm At T IAL Ar DAL T At
+ m%ﬂr
Sumando fracciones
(% N U@) N ultt — N 3Ru | — 4Ru? + Rul! — Rul! + Ru?,
ot | 9y tTHAI- Rt At AN ‘
Sacando factor comun R
Ju ou ultt — (BuP | — dul +ultt — ult +u? )
= —)i B " ~ 7 11— R 1— 7 1+1 i+1
(5 + Vgg)iia-may N 1AL
Sacando factor comun At
0 0 1 R
" v [y Bl — - ).

(E + U@)Fl/z(km,nﬂ/z A -1

Luego, el término de conveccion en diferencias por el método de Von Rosenberg es

(3.1.9)
ou ou 1 R
(E + or )i-1/201-R)n+1/2 ~ Kt[uml Uiy + Z(3U?_1 i ol = - du])).
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El término de difusiéon por el método de Crank-Nicholson, se obtiene sustituyendo la

aproximacién para la segunda derivada espacial, (2.2.1), en D8 — para @ =1 [9].

P
Ox?

n n n+1 n+1 n+1

2D 2(Ar)’ !

~ D[u?ﬁ-l

Sumando fracciones con igual denominador

a2u B D[u?-i-l _ 2’&;"’ + u?—l 4 U?_:rll 2 n+1 4 unJrl]
o2 " 2(Az)? '

Sacando factor comtin 2(Ax)?

0%u D
~ n n n+1 n+1 n+1
D ~ —2ui + o Fuly = 2ufT 4w

o2~ AAgyE i

Multiplicando y dividiendo 2 en la expresién anterior y escribiendo (Az)? como AzAzx

Pu 1 1 2D 1

@ ~ 2 5 Am E[ " 2U +uz . +un+1 2 nJrl +un+1]

i+1

Ax

, = = 1, porque la velocidad del fluido la tomamos como uno, (v = 1) y (At = Ax).

Como

Ax
Pu 1 2D &

R — n+1 2u n+1 n+1
ox?2 4 Az Ax sl

[ul ) — 2w +ui | +ugl —

Aplicando doble ¢, queda

0%u 1 2D Ax

0 1 A Ap o arltin T R UL = 20 e

Cancelando los Az

9%u 1 2D 1 n n "
92 S 1 vAs Al T 2l = 2
Como, R = qu
Dw ~ 4—At[uz~_’_1 — 2“’1 + ui—l + uij_ll 2 +1 =+ u; +1]
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Por lo tanto, el término que contiene el coeficiente de difusion es

0*u 1. R
(3110) D@ ~ (E) (Z)[u?jll 2u n+1 + Un+1 + ul—i—l — 2U + U ]

La ecuacién en diferencias por el método de Von Rosenberg se obtiene mediante la adicion

de (3.1.9) y (3.1.10) [9].

0 0 02 1 R

~ AL =1y
1 R n+1 n+1 n+1 n n n
- (E) (Z)[uz—i-l = 2u gy — 2w+ g

Aplicando propiedad distributiva en el paréntesis

ou ou 0%u 1 1 R R R R R
el e n 3 n+1 o n+1 — 4y
(at +Uax (9x2) At[u Uy 1+ 4 uz 1+ 4 H—l + 4 H—l 4“@ 4 uz]
1 R

(At) (i = 20+ af = 2u] + ).

du N du D82u) - u g, N 3Ru" , N Rulll  Ruj, Ru*' ARu! Ru}l!
Ox2 At At ANt ANt ANt ANt AAL AL

(815 Uax
2Ru'  Ru!'  Rul,, 2Ru} Rul,
ANt ANt ANt ANt ANt
n+1

n+1 n
U, U, i+1
Multiplicando y dividiendo 4 en los términos 5, —&; y cancelando los términos —z-

Ruz+l
it
Ju  Ou O, 4ult 2RuMt 4w, 3Rul, Rul, 2Ru} A4Rul}
D + = - 2
4At 4At 4At 4Nt 4Nt

(5t o~ Pa) ™ I AAL
Ruff!  Ruif]

4AL 4AL
((9u N ou D82u) 4ot N 2Ruf 4ul N 3Ru , Rul, N 2Ru}  ARul
ot ox Ox? 4Nt VAN ANt 4Nt 4At 4At 4At
2Ru} M}
4Nt

Sumando fracciones
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ou ou 0%u N 4uf T 4 2Ry n (—4u? | + 3Rul | — Rul ;)

gu, 0u  pouy
(5 "9 ~ Pozz) 1AL 1At
2Ru? — 4Rul — 2Rult}
_'_
1At

du du 0*u 202+ Ryuj ™ X (—4ui 4 + 2Ry ) 4 (—2Ru} — 2Ruj™')

(E TV T 8x2) = 4At 4At 4AL
(@ N du a2u) 224 Rutt 22— Ry, 2R(up + u“+1)
ot " Vor Vo) T T aAt ANt ANt

Escribiendo 4At como 2(2At)

du  du  _PPu, 22+ Ryt 22— Rur, 2R +ut)

o p " _
Bt o ~ P & ~2pan 2(2A0) 2(2A0)
(@ 4 @ o Dagu) ~ (2 + R)u:‘”rl . (2 B R)uzn—l o R(u +u?+11)

ot " or Tor’ T oAt AL 2A1

Sacando factor comun 5 At

ou ou 0%u
Gr T P © ( D

La adicién de (3.1.9) y (3.1.10) es

2+ R)y; - (2= R)uiy — R(uj + ijll)]

ou ou 0%u 1
Gt var ~Pa2) ™ 2an

La ecuacion (3.1.1) se puede escribir como

A 2+ R)ul™ = (2= Rjuily — R(uf +ui'))).

(3.1.11)

ou ou 0%u
ot " Yor Pz

Cuando (3.1.11) se aplica a la ecuacién anterior, queda

(Zt) [(2+ R)u™ — (2 — R)u , — R(uj +ui™)] = 0.

Pasando 2(At) multiplicando al lado derecho de la ecuacién
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(2+ R)u?Jrl —(2—-R)u} ; — R(ul + u?_ﬁl) =0.

)

Despejando, (2 + R)ul""!

2+ Ryu™ = (2 - R)ul", + R(u} +ulT).

Aplicando propiedad distributiva al tercer paréntesis, obtenemos la ecuacién en diferen-

cias finitas por el método de Von Rosenberg.

(3.1.11.a) 2+ R)u = (2 - R)ul' | + Ru™} + Rul.

La cual, es explicita, dado que se determinan nuevos valores de u a partir de los valores
previos inmediatos en el tiempo [9].

Si sustituimos en la ecuacién (3.1.11.a) R = 0, ésta se simplifica a la ecuacién (3.1.6) y
se simplifica a la ecuacién (3.1.2.b) cuando R =1 [9].

En resumen, tenemos que el método de Von Rosenberg aplicado a la ecuacion de convec-
cién-difusion unidimensional consiste, en primer lugar, obtener el término de conveccién en
diferencias centradas, como también el término de conveccion en diferencias por el método de
Crank-Nicholson, ambos términos para () = 1, de segundo lugar, obtener el término de con-
veccion en diferencias por el método de Von Rosenberg, este término se obtiene mediante la
adicién de (1 — R) veces el término de conveccién en diferencias centradas y R veces el térmi-
no de conveccion en diferencias por el método de Crank-Nicholson. De tercer lugar, obtener
el término de difusion, este se consigue usando la aproximacién para la segunda derivada por
el método de Crank-Nicholson, para () = 1. De cuarto y tltimo lugar se tiene la ecuacion
en diferencias para la ecuacién de conveccién-difusién unidimensional por el método de Von
Rosenberg efectuando la adicion del término de conveccién en diferencias por el método de

Von Rosenberg y el término de difusiéon por el método de Crank-Nicholson.

La ecuacion en diferencias por el método de Von Rosenberg, para la ecuacion de Convec-

cién-Difusién, con su condicion inicial y condiciéon de contorno, es la siguiente
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d.11.a + It)u; = — + Ru + Ru;
(3.1.11.a) 2+ R)u! = (2 - R)ul" | + Rul"! + Ru}
(3.1.12) up =1 n=1,...,M—-1
(3.1.13) ud =0 i=1,...,N—1.

3.2 Estudio de la Consistencia
Sea D C R? un entorno abierto y v : D — R. La férmula de Taylor de u alrededor de

(20, t0), es

(x — zo)ug + (t —to)uy
1!

(i, tn) = u(zo, to) +
1

+ — 51 (2 — 20)*tge + 2(x — 20) (t — to)uay + (t — to) uy)

1
3!

T Z < ) x — x0)*(t —to)*Ful (e, d).

Donde (¢, d) € D.

((I — xo)gumx + 3(1‘ — IQ)Z(T, — to)umzt —+ 3(ZL’ — $0)(t — to)Qum —+ (t — t0)3uttt)

Usando la siguiente notacion
n
w(zy, ty) = ul

La formula de Taylor queda

(& — xo)uy + (t — to)wy

u:L =y 4

‘0 1!
1

+ = 51 (2 — 20) gy + 2(x — 20) (t — to)uay + (t — to) uy)
1

3' ((l’ — I0)3U,mzx -+ 3<I — $0)2(t — to)ummt -+ 3(1’ — xo)(t — t0)2um -+ (t — to)?’uttt)

T Z ( ) x — x0)" (t — to)*Ful (e, d).

El error de truncamiento se obtiene mediante la sustitucion de la formula de Taylor de u

alrededor del punto en donde las diferencias finitas por el método de Von Rosenberg estan

centradas [9], es decir, @;_1/21-R), tnt1/2-
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ou ou 0%u 1

321 (g +vg — Do)~ oap

——[(2+ R)u! — (2 - R)u} | — Rul"!' — Rul].

Usando el cambio de notacién y el centro (zo, to) = (z — 25(1 — R), ¢ + £t), tenemos.

Para u}™! la diferencia de x — g es

Asf, z — xg = 8%(1 — R).

La diferencia t — tg es

At At At

Asi, t — to = £t. La férmula de Taylor para u]*! es

Ax At

uftt = U + —— 5 (1— R)u, + - U
2GR0 BPus + 2550 - R D+ (5D7u)
4 (G20 B+ 3550 = R s+ 3550 = R e+ ()

D; C R? un entorno abierto y (¢, d;) € D;. Al resto de la férmula de Taylor anterior lo

llamaremos Rj.

Para u , la diferencia de z — x( es

A A
:B—aso—:B—Ax—(a:—Tx(l—R))::v—Ax—x—l—Tx(l—R)
—2Ax+§x—RAa:: —Ax;RAx:_%(l_'_R)

Asf, z — 29 = —2%(1+ R).
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La diferencia t — tq es

t—to=1t—(t+ At)—t—t— At _ At
0 27 2 2
Asi, t —ty = —5°. La féormula de Taylor para u} ; es
n ny A At
Ui = Uy, — 7(1 + R)u, — 7%
1 Ax Ax At At
+ 5((—7(1 + R))*tyy + 2(—7(1 +R))(— 5 — Ut + (—7)2%)
1 Ax Ax 5, At Ax At
At 1[4\, Az N
(S + (k) (520 BTt i e, o)

D, C R? un entorno abierto y (cq, dy) € Dy. Al resto de la férmula de Taylor anterior lo

llamaremos Rs.

Para u}""! la diferencia de x — zy es la misma de u} ; que es
T —x9=—25(1+ R).

La diferencia de t — ¢, es la misma de u"™! que es

t—to= 4.
La férmula de Taylor para u/"}' es
A At
uit = g — 7(1 + R)us + o
1 Ax Ax At At
+o((=—5 0+ R))*uqy + 2= L+ R)) (5 )uae + (- )2un)
1 Ax Ax At Ax At
+ o (=5 (14 R)tgae + 3(—=—- (1 + R))* (5 )taar + 3(——- (1 + R)) () *tate
3! 2 2 2 2 2
A 4 At
+ ( ) une) ] Z ( ) L+ R))k(7)4_kui ¢ (es,dy).

D3 C R? un entorno abierto y (c3, d3) € Ds. Al resto de la férmula de Taylor anterior lo
llamaremos Rj.

Para u] la diferencia de x — xy es la misma de u”Jrl que es

T — 1z =4%(1-R).

La diferencia de t — ¢y es la misma de u}' ; que es

t—to=—4t
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La férmula de Taylor para u] es

ui = up + %(1 — R)u, — %ut
(R0 B+ 2550~ RSt (50
+ (G0 = Rt + 3550 = RS s + 35 (1= R)(= 5
+ (_%)Suttt) + (A ) usee) 4| Z ( ) R))k<_%)4kui ¢ (caydy).

D4y C R? un entorno abierto y (¢4, dy) € Dy. Llamaremos Ry al resto de la férmula de
Taylor anterior. Ahora, vamos a sustituir las formulas de Taylor mostradas anteriormente en

el lado derecho de la aproximacién (3.2.1).

(2+ R) [up + %(1 — R)u, + %ut
* ;«A;(l = R))*uge + 2(A2 (1- R))(g)usct + (g)%tt)

2 2
(20— R e+ 3550~ B e+ 3550~ B (G e+ (5

2
Ax At
+R1]—<2—R) [UZ)O— 2 ( +R) —771,15
Az Az n _§> . At) )
5 9 Ugt B Uyt

Ax Az At Ax At

(14 R) Pt + 3(= 55 (14 R)P (=5t +3(= 5501+ R)(-5

) uttt)

+
DN | —
—
—
|
/L
—_
+
=
N—
N—
no
<
8
8
+
[\
—
|
/L
—_
=y
N—
N—
—

) Ugtt

+
@ =
—~
0

%) Uge) + R — R [u? — %(1 + R)u, + %ut
(5204 B 20220+ R e+ (5)u)

B B s 8- 00 RS e+ 8- 510+ R (S

+

+
N | — /‘\
g
&

) Uyt

+
K=

Supe) + R3] — R [ + %(1 — R)u, — %ut
L1 R+ 2550 = R)) (S e+ (-5 )

L0 )Pt B (1~ R e+ 35S0 R (= 5ot

_l’_
—~

S+ —~
\_/

+

—~
oy —~
—~

[\.')‘l>

+
T
w|[>[\3‘|>

) Ugt) + Ry
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Aplicando propiedad distributiva y llamando H.O.T'. la adicién de los restos se tiene

A A At At
20} + Aa(l = Ryuy + At + (S (1= R)) gy + 25 (1= B) (5 )t + (5 us

2GR0 R+ (20 R s + (G20~ )G+ 55
21— )+ RS0 - R

2 )uxt
R At R Az R Ax At R Ax At
+ 5G4 (G0 = Rt + 5

* 22 2
R At A
& (5w = 2uiy + Az (1 + Rju, + Atu, — ((—‘;(1 + R)) iz

— 2(_&(1 + R))(—%)umt - (_Azt) Ugt — %(_%(1 + R))’ o
T ) S O O TR

A At R, A A At
~R I(l + Rug = R—-w + 5 (—Tx(l + R))*uge + R(—Tx(l +R)) (= ttan
R At R A:c R Ax 5, At

R, Ax At R At
+—(——10+R)(— ) Uyt + 6( 5

) Ut

A At
+ Ru + RTx(l — R)u, + R=u, +

) Ugtt

Az
2 2 2 ) Uttt — Runo + R (]_ + R)U,x

At R, Az Ax At R At
- R—Ut - 5(—7(1 + R))* Uy — R(—T(l + R))(— 5 Yt — 5 (= 5 )%y
R, Az R Az At R, Az At

=5 (5 U B tas — S (= (L R (5 ey — 5 (— - (1 R) (5

At A At A
P~ R~ R~ Ryt RS = 5 (50— R) P

2 2
Ax At R At R Ax
— REZ0 = B) (= — 2w = (R0 = R)
At R Ax At R At

= DGR = RS e — 5 (51— )5 P — (-5

) Ugtt

Uttt+HOT
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Sumando algebraicamente términos semejantes queda

A A
Az(l — R)u, + Az(1 + R)uy + 2Atu, + (7‘”(1 — R) ug, — (7‘”(1 + R)) .

+2R(EE 0= B) (G + 2R+ R+ 2251 - R

9 2

_ Q(A;(l + R))(At)umt + ;(Aj(l — R))*Ugas + ;(A;(l + R)) s
(S0 = RF(G s + (504 R e+ RGH1 = R (Azt”m
+ H.O.T

Aplicando propiedad distributiva y la propiedad de potencia, tenemos

(Az)*

2
Azu, — RAzu, + Azu, + RAxu, + 2Atuy + (Aj) (1 — R)*uyy — (14 R)*uy,
At At At At
+ RAz(1 — R)(7)uxt + RAz(1 + R)( Jug + Az(1 — R)(T)um — Az(l+ R)(;)uxt
(Ax)3 1(Ax)3 3 (Ax)? e At
+ 3 (1— R)*u m+3 3 (14 R)’ugpy + 1 (1 R)(z)um
Ax At Ax)? At Ax)? At
B0 S+ BE L - (S - RO 4 rp S
Az At)? Az At)? 2 (At)?

Aplicando operaciones algebraicas a la expresion anterior nos queda

2
2Azu, + 2Atu, + %um[(l — R)?— (1+ R)?|

+ Ax(%)uzt[R(l —R)+R(1+R)+1—-R—(1+R)]+ %umm[(l — R)>+ (14 R)"]
(AZ)Q (%)um[u —R?*+(14+R)*+ R(1 — R)?> — R(1+ R)?]
Az (At)? 2(At)3
- 4 ——Uu[l — R+ 1+ R+ —op U + H.O.T.

Desarrollando los términos dentro de los corchetes y luego sumando algebraicamente los

términos que queden dentro de los corchetes, obtenemos



2 3

20, + 20t + S 4B+ Ax(Sh ) +
A Ax(At)? At)3
A -2 2 4 2 (A1)

12
La expresion anterior puede escribirse como

Upez[6R* + 2]

+ Uget[2] +

Uttt + HOT

3 2
2AzU, + 2Atuy — (Ax) U, R + (Aé) Ugga[l + 3R?] + @(At)umt[l — R
N Az(At)? (At)?

1 Ugte 12

Uppr + H.O.T.

Multiplicando la expresion anterior por 0] A 5 , obtenemos

1 2 (A@S 2 (Ax)Q 2
2(A0) ——— (2Axu, + 2Atu; — (Ax)*uz R + 19 Uzzz |1 + 3R] + 1 (At)uz[l — R7
N Ax(At)? (At)?

4 Uyt 12

uttt) + H.O.T.

Aplicando propiedad distributiva, se tiene

Az (Az)? (A)*(Aa) ;L (D) ) L (A2)(A1)
Euax + up — 2(AL) — Ry, + Wu:cwz[l + 3R + 3 Ugat|l — R + Tumtt
At)?
+ %U’ttt + HO.T.
Como, @) = =1, tenemos que ﬁ‘;’f =.
Como, R = , entonces

(Az)* (Az)? 2D  (Az)D D
ORI I I R

v

Asi, 2(AtR D.

Haciendo los cambios respectivos de v y D, obtenemos

Az)? Az)? Az)(A
Vg + Ut — Du$$ + [1 + 3R2]Uuazxw% + [1 - R2]Uza:t( 817) + uxtt( x)( t)
(At)

24

+ Ut + HOT.

32
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La expansion de la ecuacion de conveccion-difusion unidimensional es

[(2+ R)u™ — (2 — R)u? | — RuM! — Ru?

1

(Az)*

VUy + Uy — Dy, = ] + [1 4+ 3R vtgpe

2(At) 24
Ax)? Ax)(At At)?
+ []_ - RQ]Uxxtﬂ + uxttw + uttt( ) + HO.T.
8 8 24
Con error de truncamiento
Azx)? Az)? Az)(At At)?

Recordemos que H.O.T. es la suma de los restos de las férmulas de Taylor.

Este error de truncamiento es de orden cuadratico tanto para el espacio como para el
tiempo, es decir, O((Ax)?, (At)?).

Por lo tanto, por el estudio realizado anteriormente, el esquema de Von Rosenberg es

consistente, ya que el error de truncamiento se anula cuando Ax — 0 y At — 0.

Observacién
En el articulo de Von Rosenberg [9] aparece la expansion de la ecuaciéon de conveccién-

difusién unidimensional como

[(2+ R)ul™ — (2 — R)u? | — Rul} — Ru?]

7 7

(Ax)?

VU, + Uy — Dy, = — [1 + 3R vusse

2(At) 24
Azx)? Ax) (At At)?
— [1 — R]2uth% — uwtt%:() — uttt( 24) - HO.T.
Con error de truncamiento
Ax)? Ax)? Ax) (AL At)?
—[1 + SR]2UU:E$$% — []_ — R]2U$xt% - tht% — U’ttt( 24) — H.O.T.

Esto es un error en el articulo, ya que por los calculos hechos anteriormente la expansién

de la ecuacion de conveccidén-difusién unidimensional es
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2+ R = (2= R, — Rul — Ru]
2(Al)

Ax)? Ax) (AL At)?
+[1— R2]u:vxt% + Umtt%s() + Uttt( 24)

Az)?
1 2 (
+[1+3R ]vumx—24

VU + U — Dug, =

+HO.T.

Con error de truncamiento

A 2
1+ 3R2]vumm% 1 — Rt

Azx)? Ax)(At At)?
—< Sx) +umtt( m)g( )+uttt(24) + H.O.T.

3.3 Estudio de la Estabilidad

Para el estudio de la estabilidad del método de Von Rosenberg usaremos el siguiente teo-
rema. Teorema del Circulo de Gershogorin [2, 7], el cual establece que. ” Los autovalores
de una matriz (N —1) x (N —1) estdn contenidos en la union de los circulos cy,...,cy_1 del
plano complejo, tales que cada c; tiene su centro en el coeficiente i-ésimo de la diagonal y su
radio es 1gual a la suma de los valores absolutos del resto de elementos de la fila i-ésima”.

781 a;j son los coeficientes de la matriz, entonces cada autovalor X estd en alguno de los

siguientes circulos:

N-1

(3.3.1) A —ayl < > ayl i,j=1,...,.N—1".
j=1
(J # 1)
La ecuacién en diferencias por el método de Von Rosenberg (3.1.11.a), para la ecuacién

de conveccién-difusién unidimensional, con condicién de contorno (3.1.12) y condicién inicial

(3.1.13), es la siguiente:

(3.1.11.a) 2+ R)u! = (2 - R)u' | + Rul"} + Ru}
(3.1.12) ul =1 n=1,...,M—1
(3.1.13) uf =0 i=1,...,N—1.

Se puede escribir como

2+ R)u!* — Rut! = (2 — R)ul" |, + Ru
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La ecuacion anterior matricialmente se puede escribir asi

(2+ R) 0 0 uptt R 0 0 uf
-R  (2+R) 0 uy (2-R) R 0 uly
0 ~R (24 R) uit 0 (2—R) R ur
ug ! ug
0 0
+R +2-R|
0 0

Llamemos A la matriz del lado izquierdo de la igualdad y B la del lado derecho de la

igualdad, es decir

(2+R) 0 0 R 0 0
. iR @fR)T. ? | b @fR)R 0
0 ... —R (2+R) 0 2-R) R

Se puede hacer el estudio de estabilidad con estas matrices, utilizando la desigualdad

(3.3.1) que incluye los autovalores de las matrices a estudiar

N-1

(3.3.1) A —aj;| < Z |a;]

Comenzaremos usando la desigualdad para la matriz A y cuando tengamos su desigualdad

la invertiremos, para obtener la desigualdad de A~! y poder realizarle el estudio de los

autovalores a esta matriz.
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Entonces de la desigualdad (3.3.1), tenemos:

A= Q2+ R)| <|-R|
A—(2+R)|<R
—R<A-—(2+R) <R
—R+24+R< A< R+2+ R (Sumando en la desigualdad anterior 2 + R)

2<A<2R+2 (Sumando y restando términos semejantes)

(3.3.2) 2<A<2(R+1) (Sacando factor comun 2)

La desigualdad, (3.3.2) implica la desigualdad (3.3.3), usaremos (3.3.3) ya que esta es
la que nos sirve para hacer el estudio de los autovalores a la matriz A~!. La explicacién de
porqué usamos (3.3.3) es que cuando despejamos de la ecuacién matricial la columna que
tiene los términos u!™ (i = 1,---, N — 1), tenemos que multiplicar por A~! esa ecuacién
(podemos hacer este paso ya que la matriz A es no singular, det(A) # 0), luego en el lado
derecho de la ecuacién queda el producto de A~!. B, por ende, para hacer el estudio de los

autovalores de la matriz A~ se usa el reciproco de la desigualdad (3.3.2).

1

(3.3.3) EED

Haremos el mismo estudio para la matriz B. Utilizando la desigualdad (3.3.1)

De la desigualdad anterior tenemos:
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|6 = R[ <[2-R|
|p— R <2—-R
~(2-R)<B-R<2-R
—(2—-R)+ R< B <2—R+ R (Sumando en la desigualdad anterior R)
—24+R+R<pB<2 (Cancelando términos semejantes)

2R—2<p3<2 (Sumando las R)

Sacando factor comin 2 de la ultima desigualdad, obtenemos (3.3.4)

(3.3.4) 2AR—1)< B <2

Para el estudio de los autovalores de A~!. B, necesitamos multiplicar las desigualdades
(3.3.3) y (3.3.4).

1 1 1
2=>0->2(R—-1).——
2“6 AT ( )Q(R—+1)
1 _R-1
1>p0.-> ——
_ﬁ)\ T~ R+1
Como g—ﬁ > —1 porque R = fgx > 0 entonces se tiene que

E
A

Entonces, el método de Von Rosenberg es incondicionalmente estable.

<1

3.4 Estudio de la Convergencia
El estudio de la convergencia para el método de Von Rosenberg aplicado a la ecuacion de
conveccion-difusion unidimensional lo vamos a efectuar usando el Teorema de Equivalencia
de Lax, el cual establece que: en las aprorimaciones por diferencias finitas consistentes de
ecuaciones en derivadas parciales lineales dependientes del tiempo que estan bien propuestas,

el sistema numérico converge si y sélo si es estable [7].

Como el método de Von Rosenberg es consistente y estable, implica que es convergente.
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Capitulo 4

4. Experimentos Numéricos

En este capitulo mostraremos tres ejemplos numéricos, cada ejemplo estara compuesto
por dos gréficas, la difusion de la primera grafica sera de 0.001 y de la segunda 0.1. En cada
uno de estos ejemplos se podra observar lo excelente que es el método de Von Rosenberg y
lo bien que converge a la solucion analitica de la ecuacién de conveccion-difusién unidimen-
sional, en comparacién con el método de Diferencias Finitas. La comparacién del método de
Von Rosenberg con el método de Diferencias Finitas serd tanto grafica como numérica. Cada
grafica tendra su leyenda para que se pueda diferenciar cada método. Numéricamente se
presentard una tabla por cada gréfica, en estas tablas apareceran los valores de la particion
del intervalo espacial, los valores de la solucién analitica, los valores de la aproximacion a
la soluciéon analitica por el método de Von Rosenberg y los valores de la aproximacién a
la solucién analitica por el método de Diferencias finitas, también se mostraran los errores
de cada método y se podra notar que los errores por el método de Von Rosenberg son mas

pequenos que los errores por el método de Diferencias Finitas.

Para todas las tablas, se tiene que:
ua(x,t): Valores de la Solucién Analitica.
u(z,t): Valores de la aproximacién a la solucién analitica por el método de Von Rosenberg.
udf (z,t): Valores de la aproximacién a la solucién analitica por el método de Diferencias
Finitas.
|lua(x,t) —u(z,t)|: Error absoluto para las soluciones obtenidas por el método de Von Rosen-
berg.
|ua(z,t) — udf (z,t)]: Error absoluto para las soluciones obtenidas por el método de Diferen-
cias Finitas.

Para cada ejemplo se cambiaran algunos datos, por ejemplo: la condicion inicial, la condi-

cién de contorno, el tiempo en que se hace cada gréafica. El valor que no cambia es el de la

velocidad del fluido, (v = 1).
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4.1 Ejemplo 1

Usaremos la condicién de contorno (3.1.12) y la condicién inicial (3.1.13). El dominio
espacial y temporal de este ejemplo es [0, 8], la velocidad del fluido es v = 1, el tiempo donde
se hizo la grafica es t = 4 y la difusién para esta primera grafica (Ejemplo 1a) es, D=0.001.
Para este primer ejemplo, por el método de Von Rosenberg se usaron cuarenta pasos en el
espacio (N = 40) y cuarenta pasos en el tiempo (M = 40) y para el método de Diferencias
Finitas se us6 N =40 y M = 1000.

A continuacién se muestra la primera grafica del ejemplo 1:

Ejemplo 1a

£ T T T

" o WR
Analitica [
. = [OF

0.9

T
Y

0sr

T
)
1

a7

0.6

0.4

0.2 * -

0.1

i

Figura 3: Comparacién de las soluciones aproximadas obtenidas con los métodos VR y

DF vs Solucién Analitica (D=0.001, t = 4).

En la Figura 3, VR sirve para identificar la grafica de la aproximacién a la solucién
analitica por el método de Von Rosenberg y esta representada con puntos abiertos de color
azul (o). Analitica, se refiere a la grafica de la solucién analitica de la ecuacién de conveccién-

difusion unidimensional, el color de ésta es rojo. DF, se refiere a la grafica de la aproximacién
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a la solucion analitica por el método de Diferencias Finitas y esta representada con equis de

color verde. En la siguiente tabla se muestran los resultados numéricos.

x | ua(x,t u(x,t) udf (z,t) lua(z,t) —u(z,t)| | |ua(z,t) — udf (z,t)]
0 1 1 1 0 0
0.2 1 1 0.999999996924552 0 0.000000003075448
04 1 1 0.999999949567250 0 0.000000050432750
0.6 1 1 0.999999530666890 0 0.000000469333110
0.8 1 1 0.999996907819782 0 0.000003092180218
1 1 1 0.999984203139173 0 0.000015796860827
1.2 1 1 0.999934095433067 0 0.000065904566933
1.4 1 1 0.999767651820623 0 0.000232348179377
1.6 1 1 0.999290643388676 0 0.000709356611324
1.8 1 1 0.998089616719255 0 0.001910383280745
2 1 1 0.995395084082049 0 0.004604915917951
2.2 1 1 0.989947075464799 0 0.010052924535201
2.4 1 1 0.979927551553463 0 0.020072448446537
2.6 1 0.999999999999958 | 0.963035793809337 | 0.000000000000042 | 0.036964206190663
2.8 1 0.999999999994819 | 0.936759179804306 | 0.000000000005181 | 0.063240820195694
3 1 0.999999999483327 | 0.898830002337067 | 0.000000000516673 | 0.101169997662933
3.2 1 0.999999958758280 | 0.847778980062675 | 0.000000041241720 | 0.152221019937325
3.4 1 0.999997425283157 | 0.783433889164357 | 0.000002574716843 | 0.216566110835643
3.6 1 0.999878736768324 | 0.707201210659767 | 0.000121263231676 | 0.292798789340233
3.8 1 0.995938791004284 | 0.622021804424863 | 0.004061208995716 | 0.377978195575137
4 1 0.913262953765097 | 0.531990142522326 | 0.086737046234903 | 0.468009857477674
4.2 0 0.086325626125962 | 0.441730766769853 | 0.086325626125962 | 0.441730766769853
4.4 0 0.004431564598616 | 0.355694184254748 | 0.004431564598616 | 0.355694184254748
4.6 0 0.000160272537543 | 0.277544265574898 | 0.000160272537543 | 0.277544265574898
4.8 0 0.000004560859491 | 0.209763689708342 | 0.000004560859491 | 0.209763689708342
5 0 0.000000108534791 | 0.153527405821612 | 0.000000108534791 | 0.153527405821612
5.2 0 0.000000002244265 | 0.108817760548211 | 0.000000002244265 | 0.108817760548211
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ua(

8

9

~

u(x,t)

udf (z,t)

lua(z,t) — u(z,t)]

lua(z,t) — udf (z,t)|

5.4 0 0.000000000041394 | 0.074703144840185 | 0.000000000041394 | 0.074703144840185
5.6 0 0.000000000000694 | 0.049684433118186 | 0.000000000000694 | 0.049684433118186
5.8 0 0.000000000000011 | 0.032025691241532 | 0.000000000000011 | 0.032025691241532
6 0 0 0.020014961547638 0 0.020014961547638
6.2 0 0 0.012133591937607 0 0.012133591937607
6.4 0 0 0.007138638473913 0 0.007138638473913
6.6 0 0 0.004078060338726 0 0.004078060338726
6.8 0 0 0.002263232783302 0 0.002263232783302
7 0 0 0.001220867591762 0 0.001220867591762
7.2 0 0 0.000640468515026 0 0.000640468515026
7.4 0 0 0.000327041292178 0 0.000327041292178
7.6 0 0 0.000187199333698 0 0.000187199333698
7.8 0 0 0.005053660133056 0 0.005053660133056
8 0 0 0 0 0

Tabla 1: Resultados del ejemplo 1la (D=0.001, t = 4).
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Ejemplo 1b

1 e T = ol " T T T T T
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1] 1 2 7 a

Figura 4: Comparacién de las soluciones aproximadas obtenidas con los métodos VR y

DF vs Solucién Analitica (D=0.1, t = 4).

Proseguimos con la tabla que muestra los resultados numéricos correspondientes a la

figura 4.
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u(x, t)

udf (x, 1)

|lua(z,t) — u(zx,t)|

lua(z,t) — udf (z,t)]|

1

1

0

0

0.999999055200389

0.999999999713203

0.999921765705181

0.000000944512814

0.000077289495208

0.999995207351372

0.999999992065277

0.999739109687057

0.000004784713905

0.000256097664316

0.999982588423516

0.999999892642248

0.999363808259256

0.000017304218732

0.000618780164260

0.999946302922073

0.999999052220234

0.998655330372719

0.000052749298161

0.001290972549354

0.999851717340674

0.999993853047306

0.997401495570392

0.000142135706632

0.002450221770282

0.999624484535478

0.999968728932852

0.995297943714808

0.000344244397373

0.004326540820671

0.999116621158931

0.999869868671543

0.991929568108847

0.000753247512612

0.007187053050084

0.998054468346917

0.999543767798150

0.986758363747062

0.001489299451233

0.011296104599855

0.995967708717264

0.998622275330991

0.979123003821860

0.002654566613727

0.016844704895404

0.992106053463189

0.996353452219439

0.968255433867338

0.004247398756250

0.023850619595851

0.985361762125285

0.991418819797655

0.953318489193853

0.006057057672370

0.032043272931432

0.974229296128258

0.981827990909444

0.933465847616851

0.007598694781185

0.040763448511407

0.956842471073346

0.965005368694607

0.907921732478840

0.008162897621261

0.048920738594506

0.931126753021020

0.938144703007397

0.876073295464467

0.007017949986377

0.055053457556553

0.895083446614480

0.898803097919602

0.837564485603965

0.003719651305121

0.057518961010515

0.847183125356165

0.845581939730734

0.792377533191432

0.001601185625431

0.054805592164733

0.786797133752492

0.778668598466723

0.740887866738495

0.008128535285769

0.045909267013997

0.714556767169305

0.700038054280339

0.683880799582823

0.014518712888965

0.030675967586482

0.632520707277227

0.613230304413714

0.622523472015713

0.019290402863513

0.009997235261514

0.544065268092220

0.522769598355818

0.558292433584865

0.021295669736402

0.014227165492645

0.453484548932255

0.433404779155303

0.492864516514600

0.020079769776952

0.039379967582345

0.365375396110521

0.349383411169262

0.427984744619884

0.015991984941259

0.062609348509363

0.283951592238815

0.273927223783203

0.365328645503238

0.010024368455612

0.081377053264423

0.212454500540947

0.208987057499073

0.306376769493766

0.003467443041874

0.093922268952818

0.152794183780733

0.155264810608049

0.252316497533577

0.002470626827316

0.099522313752844

0.105480170447951

0.112428334274079

0.203981079318538

0.006948163826128

0.098500908870587

0.069815167142253

0.079422844333006

0.161829500681685

0.009607677190753

0.092014333539432

0.044259962765555

0.054792404497213

0.125964614344488

0.010532441731657

0.081704651578933

0.026852587977421

0.036952711947230

0.096182230691914

0.010100123969809

0.069329642714493

0.015579764927901

0.024387487846471

0.072041567877031

0.008807722918570

0.056461802949130

0.008639066739898

0.015765862050736

0.052948677121080

0.007126795310837

0.044309610381182

0.004575872556565

0.009993560815932

0.038251551538728

0.005417688259367

0.033675678982163
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8

ua(z,t)

u(x, t)

udf (x, 1)

|lua(z,t) — u(zx,t)|

lua(z,t) — udf (z,t)]|

6.6

0.002314112705940

0.006216996273239

0.027365925385785

0.003902883567299

0.025051812679845

6.8

0.001116935640781

0.003799154142310

0.020007339043578

0.002682218501529

0.018890403402797

0.000514348367699

0.002282488895259

0.016768547409960

0.001768140527560

0.016254199042261

7.2

0.000225914484567

0.001349262483019

0.020765165821920

0.001123347998451

0.020539251337352

7.4

0.000094618626785

0.000785383941147

0.042517396049689

0.000690765314362

0.042422777422904

7.6

0.000037779602859

0.000450483465801

0.114562562564324

0.000412703862942

0.114524782961465

7.8

0.000014378068903

0.000254790217034

0.335253777222850

0.000240412148131

0.335239399153947

0.000005214715112

0

0

0.000005214715112

0.000005214715112

Tabla 2: Resultados del ejemplo 1b (D=0.1, t = 4).
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Analisis del Ejemplo 1

Comenzaremos por analizar la grafica y los resultados del Ejemplo 1a.

En la figura 3 se usa D=0.001 y se puede observar que la gréafica por el método de Von
Rosenberg coincide con la grafica de la solucién analitica, mientras que por el método de
Diferencias Finitas, la grafica se acerca a la solucién analitica sélo en los intervalos [0, 2], [6,
8] v © ~ 4.2. Esto quiere decir que el método de Von Rosenberg funciona muy bien y sin
necesidad de usar un nimero tan elevado de pasos en el espacio y en el tiempo (en nuestro
caso fue N = 40 y M = 40). Por lo tanto el método de Von Rosenberg converge muy répido a
la solucién analitica. También se puede notar que la grafica por el método de Von Rosenberg
se mantiene pareja con respecto a la grafica de la solucién analitica y no como la grafica por
el método de Diferencias Finitas, ya que ésta decrece antes de lo debido y eso ocasiona una

mala aproximacion.

En la tabla 1 se puede observar que los errores de aproximacion por el método de Von
Rosenberg en comparacion con los errores de aproximacion por el método de Diferencias
Finitas, son mucho més pequenos en todos los casos e inclusive hay valores de x donde el
error es cero, como en los intervalos [0.2, 2.4] y [6, 7.8], esto significa que el resultado por el
método de Von Rosenberg da igual que el resultado de la solucion analitica, eso sin considerar
los errores para x = 0 y & = 8, ya que esos valores pertenecen a las condiciones de contorno

y los dos métodos dan el mismo resultado.

Para el Ejemplo 1b se usé una difusiéon un poco mas alta, D=0.1. Observando la grafica
por el método de Von Rosenberg se puede notar que coincide con la grafica de la solucion
analitica igual que en el Ejemplo 1la. En la figura 4 se puede ver que con este coeficiente de
difusion, la grafica por el método de Diferencias Finitas se aproxima un poco mas a la grafi-
ca de la solucién analitica que en el ejemplo 1a, el problema es que se puede ver dispersion
numeérica a partir de z = 7 y eso no es bueno para un método numérico. Graficamente el

método de Von Rosenberg gana.
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Observando las tablas se puede notar que los errores de aproximacion por el método de
Von Rosenberg siempre tienen el orden de magnitud menor, en comparaciéon con el orden de
magnitud de los errores de aproximaciéon por el método de Diferencias Finitas. Gracias a la
tabla se puede verificar que con el método de Von Rosenberg se obtienen mejores resultados,
incluso para los valores de u del método de Diferencias Finitas que estdn muy cercanos a la
grafica de la solucién analitica, como puede verse en la figura 4. Por los resultados graficos,
numeéricos y el analisis hecho anteriormente, el método de Von Rosenberg es la opciéon mas
favorable para obtener mejores aproximaciones numéricas para la ecuaciéon de conveccion-
difusién unidimensional, con la condicién de contorno y condicién inicial, (3.1.12) y (3.1.13),

respectivamente.
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4.2 Ejemplo 2

Para este ejemplo se usa el intervalo espacial [0,8] y el intervalo temporal [0, 4], la veloci-
dad del fluido es v = 1, el tiempo en que se graficd es t = 4. Las difusiones que se usan son,
D=0.001 y D=0.1 (para el ejemplo 2a y ejemplo 2b respectivamente). Las condiciones de

contorno, son

w(0,t) =0, u(8,t) =0, t> 0.

La condicién inicial para este ejemplo, es

u(z,0) =1, para 0.1<z<1.1

u(z,0) =0, en otro caso

Para el método de Von Rosenberg, los pasos en el espacio y en el tiempo son, N = 40

y M = 40. Para el método de Diferencias Finitas, los pasos en el espacio son, N = 40 y el

2
At = sar iy
Para la ecuacién de conveccién-difusion unidimensional con las condiciones de contorno y
la condicién inicial mencionadas anteriormente, no tenemos solucion analitica, asi que usamos
la aproximacion a la solucién analitica por el método de Diferencias Finitas con N = 4000,

como nuestra soluciéon analitica.

Ahora mostramos la primera grafica del ejemplo 2:
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Ejemplo 2a
1 T T T T ﬁGﬁ T T T
o WR
03r Analitica [
= [0OF

Figura 5: Comparacién de las soluciones aproximadas obtenidas con los métodos VR y

DF vs Solucién Analitica (D=0.001, t = 4).

Para la figura 5, se representa la solucién analitica (aproximacion de la solucién analitica
con el método de Diferencias Finitas para N = 4000) con color rojo, la aproximacién a la
solucién analitica por el método de Von Rosenberg con puntos abiertos de color azul (o) y
el método de Diferencias Finitas, se representa con (x).

En la siguiente pagina se muestran los resultados numéricos.
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x ua(z,t) u(z,t) udf (x,t) | Jua(z,t) — u(z, t)| | lua(z, t) — udf (x,t)]
0 0 0 0 0 0
0.2 | 5.6839x107228 0 2.9268x10~1! 5.6839x10~228 2.9268x10711
0.4 |2.9012x1072% | 1.7349x10~% | 6.4102x10~19 1.7349x10~4 6.4102x10710
0.6 | 8.7078x107* | 6.5616x10~ | 8.4652x107? 6.5616x10~4 8.4652x107°
0.8 | 1.6103x107163 | 1.1756x1073" | 7.9920x10~® 1.1756x10737 7.9920x10~8
1 1.8436x107 144 | 1.3261x1073* | 5.7875x10~7 1.3261x10734 5.7875x1077
1.2 ] 1.3111x107 126 | 1.0560x1073" | 3.3611x10~6 1.0560x10~31 3.3611x107°
1.4 | 5.8157x10711% | 6.3073x107% | 1.6164x107° 6.3073x10~2° 1.6164x107°
1.6 | 1.6168x10~% | 2.9302x10726 | 6.5947x10~° 2.9302x10~2¢ 6.5947x107°
1.8 2.8332x107% | 1.0836x10723 | 2.3264x10~* 1.0836x10723 2.3264x1074
2 3.1499x10757 | 3.2368x1072! | 7.2042x10~* 3.2368x1072 7.2042x10~*
2.2 | 2.2387x107% | 7.8791x10~1° 0.0020 7.8791x10719 0.0020
2.4 | 1.0257x10~* | 1.5695x107'% | 0.0049 1.5695x10710 0.0049
2.6 | 3.0598x107% | 2.5586x10~ 14 0.0110 2.5586x10~14 0.0110
2.8 | 6.0101x10727 | 3.3996x10~ 12 0.0223 3.3996x10~12 0.0223
3 7.8802x107%° | 3.6500x1071° 0.0418 3.6500x1071° 0.0418
3.2 7.0157x107* | 3.1211x10°8 0.0722 3.1211x1078 0.0722
3.4 | 4.3404x1072 | 2.0780x107° 0.1155 2.0737x107° 0.1155
3.6 1.9331x1075 | 1.0395x10~4 0.1719 8.4619x107° 0.1719
3.8 0.0066 0.0037 0.2386 0.0029 0.2320
4 0.1996 0.0830 0.3101 0.1166 0.1105
4.2 0.7853 0.9174 0.3781 0.1321 0.4072
4.4 0.9923 0.9960 0.4336 0.0037 0.5587
4.6 1 0.9998 0.4684 0.0002 0.5316
4.8 0.9931 0.9963 0.4775 0.0032 0.5156
) 0.7958 0.9170 0.4599 0.1212 0.3359
5.2 0.2100 0.0826 0.4192 0.1274 0.2092




x ua(x,t) u(z,t) udf (z,t) | |ua(z,t) —u(z,t)| | |ua(z,t) — udf (x,t)|
5.4 0.0074 0.0040 0.3618 0.0034 0.3544
5.6 | 2.3938x107° | 1.3960x10~* | 0.2961 1.1566x10~* 0.2961
5.8 | 6.2762x107° | 3.8009x1075 | 0.2299 3.7946x107° 0.2299
6 | 1.2769x10"* | 8.6698x107® | 0.1695 8.6698x10® 0.1695
6.2 | 1.9860x10~% | 1.7213x107° | 0.1188 1.7213x107° 0.1188
6.4 | 2.3549x10726 | 3.0530x10~ | 0.0791 3.0530x10~1* 0.0791
6.6 | 2.1351x1073* | 4.9296x10713 | 0.0501 4.9296x10~13 0.0501
6.8 | 1.4892x10743 | 7.3496x10~1 | 0.0302 7.3496x10~1° 0.0302
7 8.0528x107%* | 1.0229x1071¢ | 0.0173 1.0229x10716 0.0173
7.2 | 3.4064x107%% | 1.3407x107'® | 0.0095 1.3407x10~1® 0.0095
7.4 1.1380x1077" | 1.6664x1072° | 0.0049 1.6664x10~2 0.0049
7.6 | 3.0326x107%1 | 1.9759x10722 | 0.0025 1.9759x10~22 0.0025
7.8 | 6.5127x107106 | 2.2459x1072* | 0.0012 2.2459x10~% 0.0012
8 0 0 0 0 0

Tabla 3: Resultados del ejemplo 2a (D=0.001, ¢ = 4).
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Ejemplo 2b
|:|45 T T T T T T T
DC'C' o YR
0.4+ 2 Analitica H

x  DF

0.35

0.3

0.24

0.2

014

Figura 6: Comparacién de las soluciones aproximadas obtenidas con los métodos VR y

DF vs Solucién Analitica (D=0.1, t = 4).

Los resultados de la figura 6 se encuentran a continuacion.
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T ua(x,t) u(z,t) udf(z,t) | |ua(z,t) — u(z, )| | lua(z,t) — udf (x,t)|
0 0 0 0 0 0
0.2 ]9.1567x1077 0 4.8809x107° 9.1567x10~" 4.7893x107°
0.4 | 4.6031x1076 | 2.8680x1071° | 1.6294x10~* 4.6028x10~° 1.5834x10~*
0.6 | 1.6581x107° | 7.9347x107Y | 3.9802x10* 1.6573x107° 3.8144x10~*
0.8 | 5.0726x107° | 1.0736x10~" | 8.4320x10~* 5.0619x107° 7.9247x1074
1 ]1.3901x107% | 9.4778x10~7 0.0016 1.3806x10~4 0.0015
1.2 13.4947x107* | 6.1470x107° 0.0030 3.4332x1071 0.0027
1.4 | 8.1625x107 | 3.1271x107° 0.0051 7.8498x10~* 0.0043
1.6 0.0018 1.3012x10~* 0.0084 0.0017 0.0066
1.8 0.0037 4.5612x10~* 0.0133 0.0032 0.0096
2 0.0071 0.0014 0.0202 0.0057 0.0131
2.2 0.0131 0.0036 0.0298 0.0095 0.0167
2.4 0.0229 0.0085 0.0424 0.0144 0.0195
2.6 0.0379 0.0180 0.0585 0.0199 0.0206
2.8 0.0596 0.0345 0.0783 0.0251 0.0187
3 0.0893 0.0605 0.1017 0.0288 0.0124
3.2 0.1274 0.0976 0.1284 0.0298 1x1073
3.4 0.1733 0.1458 0.1576 0.0275 0.0157
3.6 0.2247 0.2032 0.1882 0.0215 0.0365
3.8 0.2781 0.2650 0.2186 0.0131 0.0595
4 0.3284 0.3249 0.2472 0.0035 0.0812
4.2 0.3703 0.3760 0.2721 0.0057 0.0982
4.4 0.3989 0.4122 0.2918 0.0133 0.1071
4.6 0.4104 0.4293 0.3048 0.0189 0.1056
4.8 0.4034 0.4261 0.3102 0.0227 0.0932
5 0.3789 0.4042 0.3077 0.0253 0.0712
0.2 0.3402 0.3675 0.2975 0.0273 0.0427




r |ua(x,t) | u(z,t) | udf(z,t) | |ua(z,t) — u(z,t)| | |ua(z,t) — udf (x,t)|
5.4 0.2918 | 0.3210 | 0.2804 0.0292 0.0114
5.6 | 0.2393 | 0.2700 | 0.2577 0.0307 0.0184
5.8 | 0.1875 | 0.2191 | 0.2310 0.0316 0.0435
6 | 0.1404 | 0.1720 | 0.2019 0.0316 0.0615
6.2 | 0.1004 | 0.1309 | 0.1722 0.0305 0.0718
6.4 | 0.0687 | 0.0967 | 0.1433 0.0280 0.0746
6.6 | 0.0448 |0.0694 | 0.1163 0.0246 0.0715
6.8 | 0.0280 | 0.0486 | 0.0921 0.0206 0.0641
7 0.0167 | 0.0332 | 0.0712 0.0165 0.0545
7.2 0.0095 |0.0221 | 0.0537 0.0126 0.0442
7.4 0.0051 |0.0144 | 0.0394 0.0093 0.0343
7.6 | 0.0027 |0.0092 | 0.0278 0.0065 0.0251
7.8 | 0.0013 | 0.0058 | 0.0169 0.0045 0.0156
8 0 0 0 0 0

Tabla 4: Resultados del ejemplo 2b (D=0.1, t = 4).
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Analisis del Ejemplo 2

Debemos recordar que la grafica de la solucién analitica es la grafica del método de Difer-
encias Finitas con N = 4000, ya que para esas condiciones de contorno y condicién inicial
no tenemos solucién analitica. Esta nos sirve para saber el comportamiento de la solucién

analitica y asi poder realizar las comparaciones con los métodos numéricos.

Debido a las condiciones de contorno e inicial para este ejemplo, las graficas van a pare-
cerse a la gaussiana. En el Ejemplo 2a la difusién es pequena (D=0.001) y como puede verse
en la figura 5, la grafica por el método de Von Rosenberg estda muy cercana a la grafica
de la solucién analitica y en la mayoria de los valores del intervalo [0,8] las dos coinciden,
mientras que la grafica por el método de Diferencias Finitas (N = 40), no tiene una buena
aproximacién a la grafica de la solucion analitica, sélo se aproxima bien para algunos valores
de u que son cercanos a cero, eso sucede aproximadamente en los intervalos [0, 2.5] y [7, §].
En valores de u que no estén cercanos a cero, la aproximacion por el método de Diferencias

Finitas es mala y de hecho no hay ningtun valor de u que logre acercarse a 1.

En la tabla del Ejemplo 2a s6lo hay un error por el método de Diferencias Finitas que es
mas pequeno que el error por el método de Von Rosenberg, eso pasa en x = 4, en los otros
errores, el método de Von Rosenberg siempre gana, debido a que sus errores tienen un orden
de magnitud mucho menor que los errores por el método de Diferencias Finitas, por ejemplo:

el error que corresponde a = 0.2 es 5.6839x1072%8,

Para el Ejemplo 2b se usa una difusién un poco mayor (D = 0,1). En la figura 6 se tiene
algo similar a la figura 5, porque la grafica por el método de Von Rosenberg se aproxima
a la grafica de la solucién analitica, no tanto como en la figura 5, pero si lo suficiente para
ganarle al método de Diferencias Finitas. El método de Diferencias Finitas sigue teniendo
problemas en los valores de u cercanos a la mitad del intervalo [0,8], no hay valores de u por
el método de Diferencias Finitas que logren aproximarse a 0.4, en cambio por el método de

Von Rosenberg si los hay.
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Observando los errores de aproximacién en la tabla del Ejemplo 2b, casi todos los errores
que se obtienen por el método de Von Rosenberg son mas pequenos que los errores que se
obtienen por el método de Diferencias Finitas. Por éste método, solamente 6 errores son
mas pequenos que los del método de Von Rosenberg, estos corresponden a los siguientes
intervalos: [2.8, 3.4] y [5.4, 5.6]. La ventaja del método de Diferencias Finitas con respecto
al método de Von Rosenberg en esos valores de x, no es muy alta, el método de Diferencias
Finitas gana por algunas centésimas. Por lo antes dicho, el mejor método en el Ejemplo 2,

es el de Von Rosenberg.
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4.3 Ejemplo 3

Para este ejemplo, el intervalo espacial es [0, 8], el intervalo temporal es [0,2], la velocidad
del fluido v = 1 y las difusiones para el ejemplo 3a y 3b son D=0.001 y D=0.1, respecti-
vamente. El tiempo en que se grafica, es en ¢ = 2. Las condiciones de contorno para este

ejemplo, son

u(0,t) =1, u(8,t) =0, t>0.

La condicién inicial, es

u(z,0) = 0.5, para 02<z<18

u(z,0) =0.7, para 2<z<8

Para el método de Von Rosenberg, los pasos en el espacio y en el tiempo son N = 40 y
M = 40, respectivamente. Para el método de Diferencias Finitas los pasos en el espacio son
2
N:40yelAt:%.
No tenemos solucién analitica para la ecuacion de conveccién-difusion unidimensional con
las condiciones de contorno y condicién inicial mencionadas anteriormente, asi que usaremos
la aproximacion a la soluciéon analitica por el Método de Diferencias Finitas con N = 4000,

como nuestra solucion analitica.

En la siguiente pagina se muestra la primera grafica del ejemplo ntimero tres.
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Ejemplo 3a
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Figura 7: Comparacién de las soluciones aproximadas obtenidas con los métodos VR y

DF vs Solucién Analitica (D=0.001, t = 2).

Igual que en los ejemplos anteriores, Von Rosenberg (o), Analitica color rojo y Diferencias
Finitas (x).

Los resultados numéricos referente a la figura 7 se muestran en la siguiente tabla.
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x ua(z,t) u(x,t) udf (z,t) lua(z,t) — u(z, t)| | |ua(z,t) — udf (x,t)]
0 1 1 1 0 0
0.2 | 0.999999999999912 1 0.999993947475149 8.8041x10~14 6.0525x10~6
0.4 0.999999999999823 1 0.999924491381256 1.7697x10~13 7.5509x1075
0.6 | 0.999999999999734 1 0.999501461822721 2.6601x10~13 4.9854x10~4
0.8 | 0.999999999999645 | 0.999999999999996 | 0.997769159690199 3.5105x1013 0.0022
1 0.999999999999557 | 0.999999999998466 | 0.992495635186555 1.0910x10~12 0.0075
1.2 | 0.999999999999468 | 0.999999999633069 | 0.979866183334151 3.6640x10~10 0.0201
1.4 | 0.999999999998785 | 0.999999939032393 | 0.955189163704159 6.0966x10~° 0.0448
1.6 1 0.999999197655528 | 0.999993046922248 | 0.914840271179320 6.1507x10~6 0.0852
1.8 1 0.995135106582725 | 0.999478605340075 | 0.858598247105431 0.0043 0.1365
2 10.754489476411157 | 0.976718429359698 | 0.790821230082761 0.2222 0.0363
2.2 1 0.505575511320341 | 0.523168323199698 | 0.719448319521351 0.0176 0.2139
2.4 1 0.500001127791439 | 0.500628984753720 | 0.653297678454483 6.2786x10~% 0.1533
2.6 | 0.500000000001553 | 0.500012467811315 | 0.599296828383442 1.2468x107° 0.0993
2.8 | 0.500000000000190 | 0.500000201117588 | 0.561133373908010 2.0112x10~7 0.0611
3 | 0.500000000000235 | 0.500000002943982 | 0.539588364158051 2.9437x107° 0.0396
3.2 1 0.500000000000279 | 0.500000024421796 | 0.533646420857039 2.4422x10~8 0.0336
3.4 | 0.500000000000643 | 0.500002781231497 | 0.541293945158882 2.7812x1076 0.0413
3.6 | 0.500000386017583 | 0.500208557863975 | 0.559655204750753 2.0817x10~4 0.0597
3.8 1 0.502142756867045 | 0.509312628256122 | 0.584929060758852 0.0072 0.0828
4 10.600967400146381 | 0.690732670720122 | 0.612734656835378 0.0898 0.0118
4.2 1 0.697957535147076 | 0.699748406098513 | 0.638969894205401 0.0018 0.0590
4.4 1 0.699999613338745 | 0.699995012875476 | 0.660737695429453 4.6005x10~¢ 0.0393
4.6 | 0.699999999999534 | 0.699999919553211 | 0.676808387229433 8.0446x10~8 0.0232
4.8 0.7 0.699999998881118 | 0.687437734737669 1.1189x10~? 0.0126
5 0.7 0.699999999986099 | 0.693764979733879 1.3901x10~ 1 0.0062
5.2 0.7 0.699999999999842 | 0.697165938905941 1.5798x10~13 0.0028
5.4 0.7 0.699999999999998 | 0.698820756072328 1.9984x10~15 0.0012




x| ua(z,t) | u(x,t) udf (z,t) lua(x,t) — u(z, t)| | |ua(z,t) — udf (x,t)]
5.6 0.7 0.7 | 0.699551001167355 0 4.4900x10~*
5.8 0.7 0.7 10.699843641657243 0 1.5636x10~%
6 0.7 0.7 10.699950231936953 0 4.9768x107°
6.2 0.7 0.7 | 0.699985533587149 0 1.4466x107°
6.4 0.7 0.7 10.699996164141845 0 3.8359x106
6.6 0.7 0.7 10.699999073533926 0 9.2647x10~7
6.8 0.7 0.7 10.699999796541974 0 2.0346x10~7
7 0.7 0.7 1 0.699999959466455 0 4.0534x1078
7.2 0.7 0.7 | 0.699999992876901 0 7.1231x107?
7.4 0.7 0.7 ] 0.700000035718831 0 3.5719x108
7.6 0.7 0.7 1 0.700007424264080 0 7.4243x1076
7.8 0.7 0.7 10.701492519223593 0 0.0015
8 0 0 0 0 0

Tabla 5: Resultados del ejemplo 3a (D=0.001, ¢ = 2).
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Ejemplo 3b
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Figura 8: Comparacién de las soluciones aproximadas obtenidas con los métodos VR y

DF vs Solucién Analitica (D=0.1, t = 2).

En la proxima pagina se muestran los resultados numéricos de la figura 7.
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x ua(z,t) u(x,t) udf (z,t) lua(z,t) — u(z, t)| | |ua(z,t) — udf (x,t)]
0 1 1 1 0 0
0.2 | 0.999817090048270 | 0.999991532456096 | 0.998770534030451 1.7444x10~4 0.0010
0.4 | 0.999135032485223 | 0.999878631870706 | 0.996020684000149 7.4360x10~4 0.0031
0.6 | 0.997184609425108 | 0.999163594829906 | 0.990764938686111 0.0020 0.0064
0.8 | 0.992518262032055 | 0.996290902157217 | 0.981777258504022 0.0038 0.0107
1 0.982858443703434 | 0.988032433411130 | 0.967732934087547 0.0052 0.0151
1.2 | 0.965268871776996 | 0.969839828218275 | 0.947450033527376 0.0046 0.0178
1.4 | 0.936834439571390 | 0.937683604286608 | 0.920194347893696 8.4916x10~4 0.0166
1.6 | 0.895797005052304 | 0.890477066379419 | 0.885974592412896 0.0053 0.0098
1.8 | 0.842731523126894 | 0.831297594330381 | 0.845736573073812 0.0114 0.0030
2 1 0.781117974899569 | 0.766458274143231 | 0.801379356095237 0.0147 0.0203
2.2 10.716833119441028 | 0.703170923214188 | 0.755562799860045 0.0137 0.0387
2.4 ] 0.656647022573184 | 0.647389223239406 | 0.711338059336029 0.0093 0.0547
2.6 | 0.606402249802129 | 0.602912078700931 | 0.671686154932871 0.0035 0.0653
2.8 1 0.569727720210306 | 0.571683045470572 | 0.639073562889832 0.0020 0.0693
3 | 0.547755407581976 | 0.554413217321673 | 0.615121325108152 0.0067 0.0674
3.2 1 0.539674329352534 | 0.550753842179078 | 0.600444718269030 0.0111 0.0608
3.4 | 0.543551373484063 | 0.559034898377011 | 0.594672493316710 0.0155 0.0511
3.6 | 0.556913666189357 | 0.576184325579990 | 0.596615188649222 0.0193 0.0397
3.8 1 0.576969330961185 | 0.598255498959302 | 0.604529608431610 0.0213 0.0276
4 10.600685955397114 | 0.621371945784352 | 0.616420742397399 0.0207 0.0157
4.2 1 0.625002201681376 | 0.642565373595347 | 0.630327987623747 0.0176 0.0053
4.4 1 0.647244370763609 | 0.660147376600838 | 0.644554496691318 0.0129 0.0027
4.6 | 0.665577462316009 | 0.673606766243357 | 0.657814005333606 0.0080 0.0078
4.8 1 0.679244513555895 | 0.683242559496207 | 0.669286979264906 0.0040 0.0100
5 ] 0.688472288930781 | 0.689758513698248 | 0.678595142433769 0.0013 0.0099
5.2 10.694118143061080 | 0.693952928913671 | 0.685717084298466 1.6521x10~4 0.0084
5.4 1 0.697248961968090 | 0.696539246422993 | 0.690874529497525 7.0972x10~* 0.0064
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x ua(z,t) u(x,t) udf (z,t) lua(z,t) — u(z, t)| | |ua(z,t) — udf (x,t)]
5.6 | 0.698822629449867 | 0.698074700549752 | 0.694417769047211 7.4793x10~4 0.0044
5.8 1 0.699539606211774 | 0.698956138247143 | 0.696731219743853 5.8347x1074 0.0028
6 | 0.699835705287977 | 0.699447169357527 | 0.698169651113146 3.8854x10~4 0.0017
6.2 | 0.699946551119387 | 0.699713436816191 | 0.699026325440835 2.3311x10~4 9.2023x10~*
6.4 | 0.699984189455947 | 0.699854352190897 | 0.699529483109437 1.2984x10~4 4.5471x1074
6.6 | 0.699995976213255 | 0.699927300271520 | 0.699866393052041 6.8676x10° 1.2958x10~4
6.8 | 0.700000881773450 | 0.699964312034782 | 0.700250985406947 3.6570x10~° 2.5010x10~*
7 10.700014283103389 | 0.699982748758773 | 0.701101918873896 3.1534x107° 0.0011
7.210.700107229044767 | 0.699991779075005 | 0.703545731337345 1.1545x10~4 0.0034
7.4 10.700784535387163 | 0.699996133971909 | 0.710896247565956 7.8840x10~* 0.0101
7.6 | 0.705706040330459 | 0.699998204225977 | 0.733064096604836 0.0057 0.0274
7.8 10.741394741350442 | 0.699999175405178 | 0.799752570591936 0.0414 0.0584
8 0 0 0 0 0

Tabla 6: Resultados del ejemplo 3b (D=0.1, t = 2).
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Analisis del Ejemplo 3

Antes de empezar con el analisis del Ejemplo 3, debemos recordar que para la ecuacion
de conveccién-difusién unidimensional, con las condiciones de contorno y condicién inicial
de este ejemplo, no tenemos solucién analitica asi usaremos como nuestra solucion analitica

la grafica por el método de Diferencias Finitas con N = 4000.

En la figura 7, podemos notar que la grafica de la solucién analitica tiene una apariencia
muy diferente a la de los ejemplos anteriores. Esto se debe a las condiciones de contorno y
condicién inicial que se usaron en este ejemplo. La grafica que mejor cumple con lo descrito
anteriormente es la del método de Von Rosenberg. Por el método de Diferencias Finitas hay
un comportamiento similar, pero hay partes donde no es totalmente constante y por eso no
se aproxima tanto a la grafica de la soluciéon analitica. Se puede apreciar que la gréafica por
el método de Von Rosenberg esta a la par con la grafica de la solucién analitica en casi todo
el intervalo [0,8], se puede notar que hay dos valores de u por el método de Von Rosenverg
que no estan sobre la grafica de la solucién analitica, éstos corresponden a x = 2 y x = 4.

Sin embargo estos valores son muy cercanos.

Revisando las tablas se pueden ver los dos errores por el método de Von Rosenberg que
dan mas altos que los errores por el método de Diferencias Finitas, éstos corresponden a
x =2y x =4 (ya mencionados anteriormente en el andlisis grafico). Los demds errores
numéricos por el método de Von Rosenberg son méas pequenos que los errores por el método
de Diferencias Finitas, también hay resultados por el método de Von Rosenberg que dan

igual a los resultados de la solucién analitica, es decir, que el error de aproximacién es cero.

En la figura 8 se puede ver que la grafica por el método de Von Rosenberg se aproxima
mejor a la solucién analitica en todo el intervalo trabajado, en la grafica por el método de
Diferencias Finitas hay algunas aproximaciones que no son tan buenas como las del método
de Von Rosenberg, éstas se encuentran alrededor del intervalo [2, 4]. Se puede percatar en
la figura 8 que al final del intervalo [0, 8] la solucién analitica no cumple muy bien con la

condicién inicial ya que ésta debe ser aproximadamente igual a 0.7 y la grafica empieza a
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crecer. Por el contrario, la grafica por el método de Von Rosenberg cumple con la condicién
inicial a la perfeccién y se mantiene aproximadamente en 0.7 al final del intervalo [0, 8], es-

to muestra lo estable que es el método de Von Rosenberg en los casos donde la difusion es alta.

En los resultados numéricos que aparecen en la tabla correspondiente a la figura 8, vuelve
a ganar el método de Von Rosenberg ya que solamente 5 errores son un poco més altos que
los errores por el método de Diferencias Finitas, estos errores corresponden a: x = 1.8 y el

intervalo (4, 4.6].
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Capitulo 5

5. Conclusion

Los resultados obtenidos en este trabajo de grado, dan certeza de que para obtener la
mejor aproximacion a la solucién analitica de la ecuacion de conveccion-difusion unidimen-
sional, se debe usar el método de Von Rosenberg. Como hemos visto en los ejemplos, siempre
el método de Von Rosenberg aporta los mejores resultados. Para demostrar la exactitud del
método de Von Rosenberg las difusiones que usamos en los ejemplos son muy pequenas (esto
equivale a 0 < R < 1), es ahi donde los demés métodos numéricos con pocos pasos de es-
pacio y tiempo no convergen tan rapido. Para difusiones muy altas, D > 1, no presentamos
ejemplos, pero se realizaron pruebas numéricas y se obtuvo que la solucién por el método de

Von Rosenberg converge a la solucion analitica.

Con respecto a las graficas por el método de Von Rosenberg estas son 6ptimas y se puede
observar que la solucién por este método se solapa con la solucion analitica en la mayoria de
los intervalos trabajados. Para despejar las dudas de si en los ejemplos que presentamos el
método de Von Rosenberg gana en comparacion con el método de Diferencias Finitas, solo
tenemos que observar los errores de aproximacion que se encuentran en las tablas, los errores
de aproximacién que se obtienen por el método de Von Rosenberg son muy pequenos si los
comparamos con los errores de aproximacion que se obtienen por el método de Diferencias

Finitas, esto siempre ocurre porque se demostré que el método de Von Rosenberg converge.

Una de las ventajas del esquema de Von Rosenberg es que continua siendo el més sim-

ple de entender e implementar, porque es la combinacién del método de Diferencias Finitas
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centrado y del método implicito de Crank-Nicholson. Otra ventaja es que el error de trun-
camiento es de orden cuadratico tanto para el espacio como para el tiempo, en ese sentido el
método es muy preciso. El estudio analitico de convergencia del método de Von Rosenberg
corrige el andlisis de consistencia presentado en [9] y lo complementa con el anélisis de es-
tabilidad, el cual es omitido en [9]. En consecuencia el estudio de convergencia es un aporte

original de este trabajo de grado.

Una desventaja del método de Von Rosenberg, es que no puede extenderse a dos o tres
dimensiones de cualquier manera obvia, es por eso que se debe seguir investigando este tipo

de problemas en mas dimensiones espaciales.

Al culminar esta tesis podemos decir que se han obtenido los resultados esperados para
el método de Von Rosenberg y por eso es uno de los mejores métodos para obtener una

aproximacién a la solucién analitica de la ecuacion de conveccién-difusion unidimensional.
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