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Introduccion

Las variedades topoldgicas son espacios topologicos localmente homeomor-
fos a un espacio euclideo. A partir de estos homeomorfismos, llamados cartas,
contruiremos una estructura diferencial que nos permitira realizar calculo
diferencial sobre la variedad. A una variedad topolégica con una estructura
diferencial la llamaremos una variedad suave.

A lo largo de la disertacion prestaremos especial atencién a un grupo es-
pecifico de variedades suaves, las superficies cerradas, que desde la antigiiedad
han sido objeto de estudio de los matematicos.

El primer objetivo de esta disertacion serd conseguir una manera de clasi-
ficar las superficies cerradas bajo homeomorfismos. Para esto, seguiremos el
esquema presentado por [Hui and Teo, 2011] (que a su vez estd basado en el
esquema dado en [Lee, 2011]), que utiliza el famoso teorema de triangulacién
de superficies cerradas para construir un complejo simplicial adecuado aso-
ciado a una superfice. Una vez obtenida una triangulaciéon de la superficie,
construiremos una representacién poligonal correspondiente a la superficie.
Podremos entonces realizar operaciones algebraicas sobre estas representa-
ciones para hallar otras cuyas superficies asociadas sean homeomorfas, i.e.:
reducimos el problema topolégico a uno algebraico. Asi, obtendremos uno de
los resultados mas importantes de esta disertacion: El teorema de clasifica-
cién de superficies cerradas. Este teorema muestra cémo cualquier superficie
cerrada es homeomorfa a una de las siguientes superficies: la esfera o la suma
conexa de g toros, la suma conexa de g planos proyectivos.

El segundo objetivo sera definir la cohomologia de De Rham, estudiar

sus propiedades béasicas y finalmente demostrar su invarianza homotépica.
Para esto, primero sera necesario construir las formas diferenciales, que son el
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objeto principal de la cohomologia de De Rham. Con este fin seguiremos los
esquemas presentados en [Guardia, 2007] y en [Tu, 2011]. Asi comenzaremos
por construir el espacio tangente a una variedad y sobre el dual del mismo
construiremos el algebra de las formas diferenciales. A partir de ésta construi-
remos los grupos de cohomologia de De Rham. Por ultimo demostraremos la
invarianza homotdépica de la cohomologia de De Rham, uno de los resultados
mas importantes de esta disertacién, que establece que la cohomogia de De
Rham es un invariante topolégico.

Finalmente, utilizando el teorema de clasificacion y el teorema de invarian-
za homotopica, podremos limitar el calculo de la cohomologia de De Rham a
los tres casos previamente establecidos: la esfera, la suma conexa de g toros y
la suma conexa de g planos proyectivos.

v



Capitulo 1

Variedades

Las variedades suaves son espacios topoldogicos que generalizan los concep-
tos basicos de curvas y superficies.

1.1. Variedades topolégicas

Definiciéon 1.1. Un espacio topolégico M es localmente euclideo de dimension
n si cada punto p € M tiene un entorno U tal, que existe un homeomorfismo
¢ de U en un abierto de R". Llamaremos al par (U, ¢) una carta local, entorno
coordenado o simplemente carta. Diremos que una carta local esta centrada

en p si ¢(p) = 0.

Definicién 1.2. Una bola coordenada es un entorno coordenado cuya imagen
es una bola en un espacio euclideo.

Definicién 1.3. Una wvariedad topoldgica de dimension n es un espacio
topoldgico Hausdorff, 2-numerable, localmente euclideo de dimensién n.
1.2. Cartas compatibles

Definicién 1.4. Dos cartas (U, ¢), (V, ) de una variedad topolégica son
C>-compatibles si las dos funciones:

pop i p(UNV) — d(UNV) Yoo lip(UNV)—p(UNV)
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son C'*°. Estas funciones son llamadas funciones de transicion entre las cartas.

-«
<
<
—

Vv

Figura 1.1: El circulo es un espacio localmente euclideo

Definicién 1.5. Un Atlas C*° de un espacio localmente euclideo M es la
coleccion U = {(U,, ¢o)} de cartas locales C*°-compatibles dos a dos que
forman un cubrimiento de M, es decir, M = Uy (U, ¢o,)-

Diremos que una carta (U, ¢) es compatible con un atlas U si ésta es
compatible con cada carta del atlas.

Lema 1.6. Sea U = {(Uq, ¢o)} un atlas en un espacio localmente euclideo.
Si dos cartas (V,1), (W, o) son ambas compatibles con el atlas U, entonces
son compatibles entre ellas.

Demostracion. Sea p € VNW. Como U es un atlas, los abiertos de U forman
un cubrimiento del espacio. Entonces p € U, para algin a. Por lo tanto,
peVnWnuU,.

Como 1) y o son ambas compatibles con U, entonces las funciones o o ¢!,

¢q 0! son C*; por lo tanto su composicién (g o ¢, 1) o (g0 ™!) =corp™!

2



CAPITULO 1. VARIEDADES

es a su vez C°.

Usando un argumento andlogo, 1) o 01 es C*°. [

1.3. Variedades suaves

Definicién 1.7. Decimos que un atlas es mazimal si no estd contenido en
ningin atlas. Es decir, si U es maximal y se tiene que U C M, entonces

U=M.

Definicién 1.8. Una variedad suave es una variedad topoldgica que posee
un atlas C'*° maximal. Una variedad suave tiene dimension n si todas sus
componentes conexas son de dimension n.

Fue demostrado independientemente por James Munkres, Steve Smale y
J.H.C. Whitehead que las variedades topoldgicas de dimensién menor o igual
a tres admiten una estructura suave tnica salvo isomorfismos. De aqui en
adelante, como unicamente estaremos interesados en el estudio de variedades
suaves (y muy particularmente en las 2-variedades suaves cerradas), llamare-
mos a éstas simplemente variedades.

A las variedades de dimension 1 las llamaremos curvas y a las variedades
de dimensién 2 las llamaremos superficies.

Definicién 1.9. Una variedad es cerrada si es compacta y no tiene borde *.

Proposicion 1.10. Todo atlas en un espacio localmente euclideo estd conte-
nido en un atlas mazimal unico.

Demostracion. Sea U un atlas en un espacio euclideo M. Consideremos el
conjunto A formado por la unién de U junto con todas las cartas (U;, ¢;) com-
patibles con U. De la proposicién 1.6 todas las cartas (U;, ¢;) son compatibles
entre si y por lo tanto A es un atlas. Ademads si una carta es compatible con
A entonces es compatible (por construccién) con U y forma parte de A, es

LAunque en esta disertacién no hablaremos sobre las variedades con borde, el lector
puede consultar [Tu, 2011] para una definicién exacta de las mismas. En lineas generales
una variedad con borde es una variedad con un filo, por ejemplo, una hoja de papel es una
superficie (una 2-variedad) con borde unidimensional.
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decir, A es maximal.

Por otro lado, sea A’ otro atlas maximal tal que & C A’. Necesariamente
todas las cartas de A’ son compatibles con U y por lo tanto A" C A, pero
como ambos son maximales, se tiene que A = A’. Por lo tanto A es tinico. [

El atlas maximal de una variedad suave M también suele ser llamado
estructura diferenciable de M.

Como ya se dijo, los objetos de interés para esta disertaciéon son las va-
riedades suaves, de aqui en adelante nos referiremos a éstas simplemente
como “variedades”. A los atlas C*° los llamaremos “atlas” y a las cartas
C*°-compatibles “cartas compatibles”.



Capitulo 2
Triangulacion

Una triangulacion nos permitira definir un “cubrimiento” apropiado para
una superficie, dotado de una estructura topolégica. Para esto usaremos los
simplices: generalizaciones de triangulos en dimensiones arbitrarias.

El objetivo principal de este capitulo sera demostrar que toda superficie
es triangulable. Este resultado fue demostrado por primera vez por Tibor
Rado en la década de 1920.

2.1. Complejo simplicial euclideo

Definicién 2.1. Sean vy, vy, ..., v puntos en R™. Decimos que vg, v1, ..., U
estdn en posicion general si los vectores {v; — vy, vy — Vg, ...,V — Vo} son
linealmente independientes.

Definicién 2.2. Dados los puntos vy, vy, ..., v € R™ en posicion general. El
simplex o simplice generado por ellos es el conjunto:

k k
{Ztivi ER":0<t <L) b= 1}
i=0 =0
Cada punto vg, v1, ..., v; es llamado un vértice del simplice y la dimension

del simplice es k.

Definicién 2.3. Sean vy, ..., v los vértices de un simplce o. El simplice
generado por un subconjunto vy, ..., v de vértices de o es llamado un cara
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A VA

Figura 2.1: Ejemplo de 0-simplce, 1-simplice, 2-simplice, 3-simplice

de o. El simplice generado por un subconjunto propio de vértices es llamado
una cara propia. Las O-caras son los vértices, las 1-caras son llamadas lados y
las (k — 1)-caras son llamadas facetas ¢ caras frontera. La unica k-cara de un
k-simplice o es el simplice o.

Podemos “pegar” los simplices de manera conveniente usando la siguiente

definicién:

Definicién 2.4. Un complejo simplicial euclideo (o simplemente complejo
simplicial) es una coleccién K de simplices en R"” que satisfacen las siguientes
condiciones:

1. Si o pertenece a K, entonces todas las caras de o pertenecen a K.
2. La interseccion de dos simplices en K es vacio o una cara de ambos.

3. Cada punto en un simplice de K tiene un entorno que intersecta una
cantidad finita de simplices de K.

La dimensiéon de un complejo simplicial K es la mayor dimensién de los
stmplices de K.

\

Figura 2.2: Un complejo simplicial valido y uno invalido

Definicién 2.5. Denotamos como |K | al subconjunto dado por la unién de
todos los simplices en K. Dotando a cada simplice con la topologia relativa
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inducimos una topologia en | K| declarando A C | K| cerrado si y sélo si ANo
es cerrado para cada o € |K|. De esta manera |K| es un espacio topolégico
llamado el poliedro de K.

Definicién 2.6. (Terminologia adicional)
Sea K un complejo simplicial y ¢ un simplice:

» Dado un entero m, denotamos como K™ C K al subconjunto de
todos los simplices de dimensién menor o igual a m de K. K™ es un
subcomplejo simplicial de K llamado el m-esqueleto de K.

» Llamaremos frontera de o a la unién de todas las caras frontera de o.
Denotada como do.

» [lamaremos interior de o a ¢ — 0o. Denotado como Into.

2.2. Aplicaciones entre complejos simplicia-
les euclideos

Proposicién 2.7. Una funcion f : |K| — X es continua si y solo si f|, es
continua para cada o € K .

Demostracion. (=) Sea U C X un abierto. Por propiedades de la preimagen
tenemos que f|;1(U) = f~(U)Na, pero como f es continua entonces f~*(U)
es un abierto de | K|, por lo que f|;*(U) es un abierto en la topologia relativa.

(<) Supongamos que cada f|, es continuo. Si C' es un conjunto cerrado de
X, entonces f|;1(C) = f~1(C)No es cerrado en |o|, por la continuidad de
flo- Entonces, por definicién, f~'(C) es cerrado en |K]. O

Proposicién 2.8. Sea 0 =< g, ..., v > un k-simplice en R™. Dados k + 1
puntos wy, ..., w, € R™, existe una unica aplicacion afin f : o — R™ que
envia v; — w; para cada i.

Demostracion. Como o es un k-simplice, los vectores {v; — vg, ..., vp — Vo }
son linealmente independientes y entonces estos forman una base B de un
subespacio £ C R". Sea L : F — R” la unica funcién lineal tal que
L(v; — v9) = w; — wp. Basta tomar f(v;) = L(v;) + wp. O



CAPITULO 2. TRIANGULACION

Definicién 2.9. Sean K y L dos complejos simpliciales. Una aplicacién
continua f : |K| — |L|, tal que la restriccién de cada simplice de K cae en
un simplice de L a través de una aplicacion afin, es una aplicacion simplicial.

Definicién 2.10. La restricién de f : |K| — |L| a K© produce una
aplicacién fy : K(© — L llamada aplicacion vértice de f.

Definicién 2.11. Una aplicacién simplicial que ademéds es un homeomorfismo
es un isomorfismo simplicial.

Lema 2.12. Sean K y L complejos simpliciales. Si una aplicacion fo :
KO — 1O cumple con la condicion de que si {vo, ..., v} son vértices de un
simplice de K entonces {fo(vo), ..., fo(vk)} son vértices de un simplice de L,
entonces existe una unica aplicacion simplicial f : |K| — |L| cuya aplicacion
vértice es fy.

Demostracion. Sean o € K, 7 € L. Basta definir la funcién f : |[K| — |L|
como la aplicacién dada por:

fv) = f(z tiv;) = th‘fo(%‘)

De esta manera, si x € o, como los coeficientes t; siguen siendo positivos y
sumando 1, entonces f(x) € 7. Ademds como f es lineal sobre cada simplice
(y estamos trabajando en espacios de dimensién finita) entonces f es continua
sobre cada simplice. Usando el lema (2.7) tenemos que f es continua. O

Corolario 2.13. Sean f y fo como en el lema (2.12). La aplicacion f es un
isomorfismo simplicial si fo cumple las siguientes condiciones:

1. fo es biyectiva.

2. {wvo, ...vx} son vértices de un simplice de K si y sdlo si {f(vo),..., f(vi)}
son vértices de un simplice de L.

Demostracion. Aplicar el lema (2.12) dos veces produce el resultado deseado.
O
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2.3. Triangulacién

Definicién 2.14. Una triangulacion es un homeomorfismo entre un espacio
topoldgico y el poliedro de un complejo simplicial euclidio.

Definicién 2.15. A un espacio que admite una triangulacién se le llama
triangulable.

Teorema 2.16 (Teorema de Triangulacién para 2-Variedades). Toda
variedad cerrada de dimension 2 es homeomorfa al poliedro de un complejo
simplicial euclideo en el cual cada 1-simplice es la cara de exactamente dos
2-simplices.

Demostracion. La demostracion es sumamente técnica e intrincada, y ha-
cerla nos alejaria demasiado de los objetivos principales de esta disertacién.
Asi que sélo daremos un esbozo de la misma. La idea general consiste en
dar un cubrimiento de la variedad a partir de discos regulares coordenados y
demostrar inductivamente que cada disco sucesivo puede ser triangulado de
manera compatible con las triangulaciones previamente definidas. Una de las
dificultades principales es que la frontera de un disco nuevo puede intersectar
infinitamente la frontera de otros simplices ya definidos. Incluso en el caso
donde sélo ocurren intersecciones finitas, mostrar que las regiones definidas
por las curvas que se intersectan son homeomorfas a discos cerrados (y por
lo tanto triangulables), requiere un delicado resultado topolégico conocido
como el Teorema de Schionflies®, que garantiza que cualquier incrustamiento
topolégico del circulo en R? se extiende a un incrustamiento en el disco
cerrado. Demostraciones completas pueden ser encontradas en [Moise, 1977]
y [Thomassen, 1977]. O

!Teorema de Schonflies: Si C C R es una curva cerrada simple, entonces existe un
homeomorfismo f : R? — R? tal que f(C) es la circunferencia unitaria en el plano.

9
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d a b c a
a
d ! g d
c d
e n L e
b
d a b C a
(a) Una triangula- (b) Una triangula-
cién de la esfera cién del toro

a b c d

f g : e

e 1 . f

d c b a (d) Una triangula-
(c) Una triangulacién cién por computado-
del plano proyectivo ra sobre una 3-toro

10



Capitulo 3

Representacion poligonal

Usaremos las representaciones poligonales de las superficies para reducir
problemas de origen geométrico y topoldgico a problemas combinatorios.

En este capitulo demostraremos que toda superficie cerrada admite una
representacion poligonal y que las transformaciones elementales de representa-
ciones poligonales producen una representacion topoldgicamente equivalente.

3.1. Poligonos

Definicién 3.1. Un poligono es un subconjunto de R? que es homeomorfo a
St y que es la unién de finitos 1-simplices que se intersectan tinicamente en
sus vértices.

Observacién 3.2. Un poligono es el poliedro de un complejo simplicial de
dimensién 1. Ademés cada vértice de un poligono yace en exactamente dos
lados.

Definicién 3.3. Un subconjunto P de un plano es una region poligonal si
es un subconjunto compacto (no necesariamente conexo), cuya frontera es la
unién de poligonos y cumple con las siguientes condiciones:

1. Cada punto ¢ de un lado que no es un vértice tiene un entorno U C R?
tal que PN U es igual a la interseccién de U con un semiplano (ver
figura 3.1).

11



CAPITULO 3. REPRESENTACION POLIGONAL

Figura 3.1: Condicién 1

2. Cada vértice v tiene un entorno V' C R? tal que PNV es igual a la
interseccion de v con dos semiplanos cuyas fronteras sélo se intersectan
en v (ver figura 3.2).

Figura 3.2: Condicién 2

Ahora veremos como las condiciones 1 y 2 garantizan que, bajo cierta
relacién de equivalencia, podemos obtener un espacio localmente euclideo a
partir de una region poligonal.

Teorema 3.4. Sea P una region poligonal en el plano con un nimero par de
lados y supongamos que tenemos una relacion de equivalencia que identifica a
cada lado con otro unico lado a través de un isomorfismo simplicial. Entonces
el espacio cociente resultante es una superficie cerrada.

12



CAPITULO 3. REPRESENTACION POLIGONAL

Demostracion. Sea M el espacio cociente P/ ~ y sea m: P — M la aplica-
cién cociente. Como P es compacto entonces M también es compacto. Ademas
como la relacion sélo identifica lados con lados y vértices con vértices, los
puntos de M pueden ser sélo uno de los siguientes:

1. Puntos cara: puntos cuya preimagen se encuentra en el interior de P.

2. Puntos lado: puntos cuya preimagen se encuentra en un lado, pero no
en un vértice.

3. Puntos vértice: puntos cuya preimagen es un vértice.

Para demostrar que M es localmente euclideo, basta considerar estos tres
tipos de puntos.

Puntos cara: Como 7 es inyectiva en Int(P) (porque la relacién de equiva-
lencia no le hace nada a los puntos del interior de P) y ademads sobreyectiva
(por ser la aplicacion cociente), entonces 7 es biyectiva en Int(P). Ademas
7! es continua en el interior de P, ya que si V es un abierto en Int(P)
tenemos que 7(V') es abierto en la topologia cociente, pues 71 (7(V)) = V.
De esta manera 7 es un homeomorfismo a un abierto de R? (que es el propio

Int(P)).

Puntos lado: Para cualquier punto lado ¢ tomemos un entorno U sufi-
cientemente pequeno, de manera tal que no tenga puntos vértices. Por la
definicion de regién poligonal y la definiciéon de la relacion de equivalencia, el
punto ¢ tiene dos imagenes inversas q; v ¢o con entornos U; y U,, tales que
Vi=UNPyVy,=UyN P, donde V; v V, son iguales a las intersecciones
de Uy y U, con semiplanos disjuntos. Construimos isomorfismos afines a; y
ap, tales que aq envia a V7 al semicirculo unitario superior y «g envia a Vs al
semicirculo unitario inferior. Podemos ahora definir otra aplicacién cociente
ViUV, — R% talque ¢ =y en V] y ¢ = ap en Vs con la relacién de
equivalencia entre dos puntos borde r| y r9, de V; y V5 respectivamente, dada
por 71 ~ 19, siempre que ¢(r1) = ¢(r2). La aplicacién ¢ es un homeomorfismo
entre el entorno U de ¢ y un abierto de R"™, es decir, el circulo abierto (ver
figura 3.3).

13
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Figura 3.3: Puntos lado

Puntos vértice: Repetimos el proceso de los puntos borde para un punto
vértice v, con la salvedad de que ahora tendremos cuatro isomorfismos afines
a1, (o, (g, g que envian el entorno U de v a cuartos de circulo en lugar de
semicirculos (ver figura 3.4).

Figura 3.4: Puntos vértice

14
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3.2. Representacion poligonal

Definicién 3.5. Dado un conjunto S, una palabra en S es una k-tupla de
stmbolos de la forma a y ™! donde a € S.

Definicion 3.6. El tamano de una palabra es el niimero de elementos en la
palabra, donde a y a~! cuentan como elementos distintos.

Observacién 3.7. Mas adelante mostraremos que a~! denota el sentido
contrario de a. De esta manera (a™!)™! = a

Definicién 3.8. Una representacion poligonal es un conjunto finito S junto
con una cantidad finita de palabras W7, ..., W} donde cada W; es una palabra
en S de tamano 3 o mayor. Denotamos a la representacion poligonal por

R - <S|W1, ceey Wk>

Definicién 3.9. La realizacion geométrica de una representacién poligonal
R, denotada por |R|, es determinada por el siguiente algoritmo:

1. Por cada palabra W; de tamano k, construimos en el plano la regién
poligonal convexa P; de k-lados, con centro en el origen, longitud por
lado 1, dangulos iguales y un vértice sobre el eje y.

2. Etiquetamos los lados de P; con los simbolos de W; en orden antihorario,
empezando por el lado del poligono que estéd a la izquierda del vértice
en el eje y.

3. Finalmente, denotamos como |R| al espacio cociente de | |, P; determi-
nado por la relacién que identifica a los lados con el mismo simbolo (e.g.:
a ~ a), uniendo los vértices iniciales y finales (en sentido antihorario)
o invirtiendo vértices iniciales y finales si los simbolos son opuestos
(e.g.: a ~ a™'). Esto se representa como una flecha sobre el lado del
poligono en sentido antihorario si el simbolo es a, y en sentido horario

si el simbolo es a ™.

Definicion 3.10. En el caso especial en que W; es una palabra de tamano 2,
definimos P; como la esfera cuando la palabra es aa=! o cuando es a~'a, y el

plano proyectivo cuando la palabra es aa o cuando es a ta 1.
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s? P

Figura 3.5: Representacion de la esfera y el plano proyectivo

Definicién 3.11. Una representacion de superficie es una representacion
poligonal en la que cada simbolo a € S ocurre exactamente dos veces en
Wi, ..., Wy, contando cada simbolo a y cada simbolo a~! como una ocurrencia.

Corolario 3.12. La realizacion geométrica de una representacion de superficie
es una superficie cerrada.

Demostracion. Consecuencia directa del teorema (3.4). O

Ejemplos 3.13. Algunas representaciones de superficies comunes son:

(b) El toro:
(a,blaba='b~1)

(c) El plano proyecti- (d) La botella de
vo: (a,blabab) Klein: (a, blabab™")
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Definicién 3.14. Si dos representaciones R; y Ry tienen realizaciones geométri-
cas homeomorficas, entonces decimos que son topoldgicamente equivalentes. Y
lo denotamos como Ry & R,.

Teorema 3.15. Toda superficie cerrada admite una representacion poligonal.

Demostracion. Sea M una superficie cerrada. Por el teorema de triangulacion
(2.16) M es homeomorfa al poliedro de un complejo simplicial euclideo K en
el cual cada 1-simplice es la cara de exactamente dos 2-simplices.

A partir de este complejo simplicial podemos construir una representacion
de superficie R con una palabra de tamano 3 por cada 2-simplice y cuyos
lados tienen la misma letra si y sélo si corresponden al mismo 1-simplice.
Queremos saber si la realizacién geométrica de R es isomorfa al poliedro
de K.Si P = Pi|]...| | Px es el conjunto dado por la unién disjunta de los
2-simplices de K, entonces tenemos dos aplicaciones cocientes wx : P — | K|
y mr : P — |R| que comparten dominio, asi que basta demostrar que hacen
las mismas identificaciones. Ambas aplicaciones son inyectivas en el interior
de cada 2-simplice, ambas identifican a los mismos lados (por construccién) y
ambas identifican vértices solo con otros vértices.

Para completar la prueba necesitamos mostrar que la identificacién de
vértices de 7 es inducida tnicamente por cémo identifica los lados, al
igual que 7. Para demostrar esto, supongamos que v € K es un vértice.
Necesariamente v debe pertenecer a un 1-simplice, porque de lo contrario
serfa un punto aislado de |K|, contradiciendo el hecho de que |K| es una
2-variedad. Ademas este 1-simplice es la cara de exactamente dos 2-simplices.
Diremos que dos 2-simplices o y ¢’ que contienen a v estan conectados por
lado en v si hay una sucesién o = oy, ..., 0, = ¢’ de 2-simplices que contienen
a v, de manera tal que o; comparte un lado con o, paratodos=1,...,k — 1.
Claramente la conexion por lado es una relacion de equivalencia sobre el
conjunto de los 2-simplices que contienen a v, asi que para terminar la
demostraciéon basta ver que hay una tnica clase de equivalencia. Suponiendo
lo contrario, podemos agrupar a los 2-simplices que contienen a v en dos
conjuntos disjuntos {01, ...,0x} v {71, ..., T} de manera tal que cualesquiera
o; y 0; estan conectados por lado, pero ningin 7; estd conectado a ningin o;.
Tomemos € lo suficientemente pequeno para que B.(v) intersecte tinicamente
simplices que contengan a v. Entonces B.(v) N |K| es un abierto de |K| y
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v tiene un entorno W C B.(v) N |K| que es homeomorfo a R? y entonces
W N\ {v} es conexo. Pero, por otro lado, tomando:

U=WnN(o1U..Uagy) ~\ {v} V=Wn(rnu..Un)\ {v}

tenemos que tanto U como V' son abiertos en K (porque su interseccién
con cada simplice es abierta en el simplice) y ademas W = U UV es una
desconexién de W, lo cual es una contradiccion. O

Observacién 3.16. El teorema (3.15) es el reciproco del teorema (3.4).

Lo que nos permite el teorema anterior, intuitivamente y en la practica, es
tomar una triangulacion, nombrar cada lado de los simplices de la triangulacion
y colocar “flechas” desde el vértice inicial hasta el vértice final arbitrariamente,
conservando la direccién en cada paso. Luego forma una representacion de
superficie observando cada tridngulo para generar palabras de tamano 3,
donde el signo de cada letra viene dado por la direccién de las flechas (horario
o antihorario).

P={ABCDEF| ACD? EC'B? DE'F AFBY}
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Lema 3.17. Sean P, y P> poligonos convexos con el mismo niumero de lados,
y sea f : 0P, — 0Py un isomorfismo simplicial. Entonces f induce un
homeomorfismo F : Py — Ps.

Demostracion. Sea p; € Int(F;), i = 1,2. Por la convexidad, el segmento de
linea de p; a cada vértice de P; estd completamente contenido en P;. Ademaés,
p; junto con cualquier par de vértices adyacentes de P; generan un simplice.
De esta manera la uniéon disjunta de cada uno de estos simplices con cada
segmento de linea interno y sus puntos finales forman un complejo simplicial
cuyo poliedro es P,. Ahora basta tomar F' : P, — P, como la aplicacion
simplicial cuya restriccién a 0Py es f y envia p; a ps. O

Definicién 3.18. Sea e ¢ S y sea W;W; la palabra obtenida tras concatenar
W1 v Ws. Las siguientes operaciones son transformaciones elementales de
una representacion poligonal:

1. Reflejar: <S]a1a2...am,W2, ,Wk> > <S|a,;1...a2_1a1_1,W2, ,Wk>
2. Rotar: <S]a1a2...am,W2, ,Wk> — <S\a2...ama1,W2, ,Wk>

3. Cortar: Si Wi y W5 tienen tamano al menos 2, <S|W1W2, ,Wk> —
<S, €|W1€, 6_1W2, ey Wk>

4. Pegar: Si W, y W tienen tamano al menos 2, <S, e|[Wie,e *Ws, ..., Wk> >
<S‘W1W2, ,Wk>

5. Doblar: Si W tiene tamano al menos 3, <S,6|W166*1,W2, ,Wk> —
<S |Wh, Wa, ...y Wk> W7 puede tener tamano 2 si la representacion tiene
una sola palabra.

6. Desdoblar: (S|Wy, W, ..., W) = (S, e|Wiee ™, Wa, ..., Wp).

Asi, la operacion de reflejar actiia sobre la realizacion geométrica como si
ésta fuese puesta frente a un espejo (ver figura 3.7).Algebraicamente consiste
en cambiar al signo de cada lado e invertir su orden.
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Figura 3.7: Reflejar

La operacion de rotar actia sobre la realizacién geométrica rotando 90°
en sentido anti-horario (ver figura 3.8). Algebraicamente consiste en tomar el
primer lado y colocarlo de ultimo.

Figura 3.8: Rotar

Las operaciones de cortar y pegar actian sobre la realizacién geométrica
creando un lado nuevo a partir de dos vértices y separando las dos figuras
resultantes, o uniendo dos figuras por lados con sentidos opuestos (ver figura
3.9). Algebraicamente consiste en unir dos palabras eliminando dos lados con
signo opuesto.
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Figura 3.9: Cortar y pegar

Finalmente, las operaciones de doblar y desdoblar actiian sobre la realiza-
cién geométrica creando dos lados de signo opuesto con un vértice en comin
a partir de un vértice existente (ver figura 3.10). Algebraicamente consiste en
cancelar lados adyacentes de signo opuesto.

Figura 3.10: Doblar y desdoblar

Teorema 3.19. Las transformaciones elementales sobre una representacion
poligonal producen una representacion topologicamente equivalente.

Demostracion. Note que cortar/pegar y doblar/desdoblar son operaciones
inversas (y “simétricas” en cierto sentido), por lo tanto sélo es necesario
probar que uno en cada par produce realizaciones geométricas homeomorfas.

1. Reflejar: Sea P la realizacion geométrica de ay...a,, y P’ la realizacion
geométrica de a;!...a;’. Como la reflexién es una transformacién li-
neal, escogemos la matriz de reflexién como nuestro homeomorfismo;
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claramente, ésta es biyectiva y bicontinua (por estar en un espacio de
dimensién finita). Podemos extender el homeomorfismo a Ws, ..., Wy, a
través de la identidad.

2. Rotar: Sea P la realizacién geométrica de aj...a,, y P’ la realizacién
geométrica de as...a,,a;. Como en el caso de reflejar, escojemos la matriz
de rotacién como nuestro homeomorfismo y extendemos a Wa, ..., Wy a
través de la identidad.

3. Cortar: Sean P, y P, las realizaciones geométricas de la palabra Wie
y la palabra e W, respectivamente, y sea P la realizacién geométrica
de WiWs. Sean m: P — Sy m9: Pi| | P, — S’ las dos aplicaciones
cocientes. Sea e el segmento de linea desde el primer vértice hasta el
ultimo vértice de Wi en P. Por convexidad, e estd en P. Definimos la
funcién continua f : Py | | P, — P que toma a cada lado de P o de P, a
su correspondiente lado en P, y que identifica a e con e~ 1. Entonces, por
el lema de la aplicacién cerrada f es una aplicacién cociente. Asi tanto
mo f como 79 hacen las mismas identificaciones desde el mismo dominio.
Entonces por la unicidad de la aplicacién cociente, S ~ S’. Podemos
extender el homeomorfismo a Wi, ..., W}, a través de la identidad.

4. Doblar: Por hipotesis W7 tiene al menos tamano 3. Sean Py P’ las
realizaciones geométricas de la palabra W, y la palabra Wiee™! respec-
tivamente, y sean 7 : P — S y 7' : P — S’ los dos mapas cocientes.
Sea f : P’ — P la unica aplicacién simplicial que envia a cada lado
de P’ a su correspondiente lado en P con la misma etiqueta. Igual que
antes, tanto 7 o f como 7 son mapas cocientes que hacen la misma
identificacion con el mismo dominio; por lo tanto los espacios cocientes
son homeomorfos. Podemos extender el homeomorfismo a Ws, ..., Wy, a
través de la identidad.

O

De esta manera, hemos reducido el problema geométrico original, de hallar
superficies homeomorfas a partir de una superficie original, a un problema
algebraico.
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3.3. Suma conexa de superficies

En esta seccién construiremos una manera natural de unir dos superficies
para obtener otra superficie.

Definicién 3.20. Sean X e Y dos espacios topoldgicos, A un subconjunto
cerrado de X y f: A — Y una funcién continua. Definimos la relacion de
equivalencia ~ sobre la unién disjunta X | |Y dada por a ~ f(a) para todo
a € A. El espacio cociente resultante (X | |Y/ ~) denotado como X Uy Y es
la suma amalgamada.

Definicién 3.21. Dadas dos superficies M; y M, y dos bolas coordenadas
By C My y By C M,. Los subespacios M/ = M, \. B; son n-variedades con
borde !, los cuales son homoemorfos a S'. Sea f : M| — OM} cualquier

homeomorfismo, entonces la suma amalgamada M{ Uy M es la suma conexa
de My y My denotada por My#Ms.

A / B

A#B

Figura 3.11: Suma conexa

Empiricamente, la suma conexa consiste en cortar circulos en las superficies
y luego pegar las mismas por los bordes de los circulos.

'En esta definicién utilizamos el concepto de superficie con borde que no ha sido dado
anteriormente. No abordaremos este tema de lleno, pues escapa al alcance de esta disertacion.
En lineas generales , el borde de una variedad de dimensiéon n resulta ser una variedad de
dimensién n — 1. Referimos al lector al capitulo 22 de [Tu, 2011] para un estudio detallado
de las mismas.
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Teorema 3.22. Sean M, y My superficies con representaciones poligonales
<Sl|W1>, <52]W2>, donde Sy y Sy son disjuntos. Entonces <Sl,52]W1W2> es

una representacion de la suma conexa Mi#Ms.

Demostracion. Sean a,b,c ¢ Si,5. Tomando la representacion de M; y
cortando y doblando obtenemos que (S;|W1) = (S, a,b, (]Wic™ b a™, abe).
El interior del triangulo formado por a,b y ¢ es homeomorfo a una bola
coordenada; por lo tanto <Sl,a,b,c|ch*1b*1a*1> ~ M = M; ~ B;. Un
argumento analogo muestra que <SQ, a,b, c\ach2> &~ M} = My~ Bs. Por lo
tanto (S1, S2,a,b,c|[Wic b~ 'a™", abcWs) es una representacién de M | | Mj.
Finalmente pegando a través de a y doblando dos veces obtenemos obtenemos
que (S, So|WiWa) = Mi#M, O

Corolario 3.23. La suma conexa My#Msy de dos superficies conexas es una
superficie conexa.

Demostracion. Consecuencia directa de los teoremas (3.3) y (3.4) O
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Capitulo 4

El teorema de clasificacion

Las primeras versiones del Teorema de Clasificacion fueron empezadas por
Maobius [Mébius, 1861] en 1861 y por Jordan [Jordan, 1866] en 1866, pero ellos
no contaban con las herramientas técnicas necesarias y mucho menos con la
definicién de espacio topoldgico. Versiones con definiciones y “demostraciones”
mas rigurosas fueron dadas més tarde por von Dyck [von Dyck, 1888] en 1888
y otros autores, pero fueron necesarios unos sesenta anos para que finalmen-
te una demostracion rigurosa fuera dada por Brahana [Brahana, 1921] en 1921.

Hoy en dia el teorema de clasificacion para superficies cerradas es un tema
que se aborda en la mayoria de los libros de topologia algebraica, bien sea
como un resultado o como punto de partida. Demostraciones completas y
rigurosas pueden ser encontradas en Ahlfors y Sario [Ahlfors and Sario, 1960],
Munkres [Munkres, 2000] y Lee [Lee, 2011]. Una historia completa y detallada
sobre el teorema de clasificacién se puede encontrar en [Gallier and Xu, 2013].

En este capitulo desarrollaremos con detalle la demostraciéon dada por
Chen Hui y George Teo en [Hui and Teo, 2011] que estd basada en la de-
mostracion de Lee en [Lee, 2011]. La demostracién se divide en varios pasos,
que son pequenas demostraciones sucesivas, y la mayoria son el resultado de
operaciones por transformaciones elementales.

Para mayor entendimiento del lector, daremos un par de lemas y un par
de definiciones que haran la explicacién un poco mas simple.
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Lema 4.1. La botella de Klein es homeomorfa a P?#P?

Demostracion. Una representacién de la botella de Klein es <a, b|abab’1>.
Usando transformaciones elementales:

I

<a, b|abab’1> <a, b, c|abc, c’lab’1> (cortar por c)

I

<a, b, c|bca, a_lcb> (rotar y reflejar)

I

(b, clbbcc)  (pegar por a y rotar)

Lema 4.2. La suma conexa T*#P? es homeomorfa a P2#HP?#P?.

Demostracién. Por el lema anterior, PP#P?#P? 2 K#P? = (a, b, clababcc).
Usando transformaciones elementales:

<a, b, c|ababflcc> = <a, b, c,d|cabd ™, dab’lc> (rotar y cortar por d)
= <a, b, c,dlabd ¢, c_lba_ld_1> (rotar y reflejar)
= <a, b, c, d|abd_1ba_1d_1> (pegar por c)
>~ (a,b,c,dla”'d " abd~'b) (rotar)
=~ (a,b,c,dla”'d " abe,e”'d"'b) (cortando por e)
o <a, b,c,d|ea”'d tab, b_lde> (rotar y reflejar)
= <a, b, c, d]ea’ldflade> (pegar por b)

1%

(a,b,c,dla”"'d 'adee) (rotar)
0

Definicién 4.3. Sean U, V' y W tres palabras (pueden ser vacias). Un par
de lados son torcidos si aparecen como UaVaW.

Definicién 4.4. Sean U, V' y W tres palabras (pueden ser vacias). Un par
de lados son complementarios si aparecen como UaVa tW.

Notacion 4.5. En algunos casos, cuando sea claro cudles elementos con-
forman S, escribiremos la representacion poligonal <S\a1...ak> simplemente
como ay...ay.
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Teorema 4.6 (Teorema de clasificacion). Toda variedad de dimension 2,
no vacia, conexa y cerrada’ es homeomorfa a uno de los siguientes:

s §2
» La suma conexa de una o mds copias de T?.
» La suma coneza de una o mds copias de P2

Demostracion. Sea M una superficie conexa, cerrada y no vacia. Por el
teorema (3.15) M tiene una representaciéon poligonal. Entonces:

Paso 1 M admite una representacion que tiene una sola cara (una sola palabra).
Como M es conexa, cada par de palabras debe tener al menos una
letra en comun con otra palabra, entonces pegando repetidas veces
(con las rotaciones y reflexiones que sean necesarias), obtenemos una
representacion poligonal de una sola palabra.

Paso 2 M es una esfera o admite una representacion sin lados complementarios
adyacentes. Si tenemos un par de lados adyacentes podemos doblar
para removerlos. El tinico caso en el que un par de lados adyacentes
no pueden ser removidos de esta manera es si es el uinico par de letras
restantes, i.e.: aa”!, en cuyo caso tenemos una esfera.

A partir de aqui asumiremos que M no es una esfera y por lo tanto no
tiene lados complementarios adyacentes.

Paso 3 M admite una representacion en la cual todos los lados torcidos son
adyacentes. Supongamos que tenemos un par de lados torcidos que no
son adyacentes. Entonces la palabra tendria la forma VaWa, donde V'
y W son palabras no vacias. Usando transformaciones elementales:

<a, V, W|VaWa> = <a, b, V,W|Vab, b_lWa> (cortar por b)
= <a, b, V, WbVa, a_IW_lb> (rotar y reflejar)

12

<a, b,V, W|VW’1bb> (pegar por a y rotar)

L Aunque en esta disertacién estamos considerando superficies cerradas, i.e., compactas y
sin bordes, es posible conseguir en [Seifert and Threlfall, 1897] una versién de este teorema
para superficies con bordes.
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Paso 4

En este proceso hemos reemplazado el par torcido a, a por el par torcido
b, b, que es adyacente. Méas aun, no hemos separado otros pares adyacen-
tes. Podriamos haber introducido nuevos pares torcidos no adyacentes
(por la reflexién de W), pero hemos reducido el niumero total de pares no
adyacentes (sin importar si son torcidos o complementarios) en al menos
1. Entonces, como S es finito podemos repetir el proceso sin afectar al
par torcido bb hasta no tener méas pares torcidos no adyacentes. También
podriamos haber introducido pares adyacentes complementarios; éstos
pueden ser eliminados repitiendo el paso 2, que no incrementa el nimero
total de pares no adyacentes.

M admite una representacion en la cual todos los vértices son identi-
ficados con un unico punto. Recordemos que tenemos una relaciéon de
equivalencia en el conjunto de los lados. La identificacion de los lados,
como hemos visto antes, fuerza una relacién de equivalencia en el conjun-
to de los vértices. Escojamos alguna clase de equivalencia de vértices [v]
y supongamos que existen vértices que no estan en dicha clase. Entonces
existe un lado a que conecta [v] a otra clase de vértices [w]. Como esto
es una representacion de superficie existe otro lado que toca a a en [v].
El otro lado que toca a a en [v] no puede ser a~! porque lo habriamos
eliminado en el paso 2 y tampoco puede ser a porque entonces los
puntos iniciales y finales estarian identificados bajo el mapa cociente
y este no es el caso. Entonces llamaremos al otro lado b y al otro vértice x.

Como los lados vienen identificados en pares (por ser una representacion
de superficie), entonces en algin otro lugar del polinomio existe un
lado b o un lado b~'. Supongamos que es b~! (la demostracién para b
es similar excepto que se debe realizar una reflexién adicional). Enton-
ces la representaciéon tiene la forma baXb 'Y, donde X y Y son dos
palabras desconocidas, que no son nulas simultaneamente. Utilizando
transfomaciones elementales:

<a,b,X,Y|baXb’1Y> = <a,b,c,X,Y|bac,c’1Xb’1Y> (cortar por c)
=~ (a,b,c,X,Yl]ach,b”'Yc¢ ' X) (rotar)

I

<a, c, X, Y|acYc_1X> (pegar por c)

Recordemos que el vértice en la clase [v] era el vértice inicial de a y el
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Paso 5

Paso 6

vértice final de b. En la nueva representacién hemos reducido en uno el
nimero de vértices en [v] y hemos incrementado el nimero de vértices en
[w] en uno. Podriamos haber introducido nuevos pares complementarios
adyacentes, asi que debemos repetir el paso 2 para removerlos. Repetir
el paso 2 puede reducir el nimero de vértices en [v] (al doblar dos lados),
pero no lo puede incrementar. De esta manera, al repetir el proceso
finitas veces podemos eliminar la clase de [v]. Finalmente iteramos este
proceso para cada clase de equivalencia hasta que sélo quede una.

Si la representacién tiene algin par complementario a...a™! enton-

ces ésta tiene otro par complementario b...b~! entrelazados, es decir,
a...b...a”...b71. Supongamos por el contrario que este no es el caso. En-
tonces la representacion tiene la forma aXa~'Y, donde X e Y contienen
unicamente pares torcidos adyacentes, y los pares complementarios (que
son no adyacentes por el paso 2) ocurren exclusivamente dentro de X o
dentro de Y (para no entrelazarse con el par a...a™'). Entonces cada
lado de X esta relacionado tinicamente con otro lado de X, y lo mismo
ocurre para Y. Ademsés los puntos finales de a y de a™! estdn en X y
los puntos iniciales de a y de a=! estdn en Y. Esto es una contradiccién,
porque tendria que existir mas de una clase de equivalencia para los
vértices, pero segun el paso 4 existe sélo una.

M admite una representacion en la cual todos los pares complementa-
rios entrelazados ocurren juntos, sin intervencion de otros lados, i.e.:
...aba='b~!... Si la representacién estd dada por WaXbYa 'Zb~!, con
W, X, Y y Z palabras, utilizando transformaciones elementales obtene-
mos:
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Paso 7

(a,b, W, X,Y, Z|WaXb¥a ' Zb~")

<a, be, W, XY, Z|WaXc, c’lbYaleb’1> (cortar por c)
<a, be, W, XY, Z|XcWa, a’le’lcflbY> (rotar)

<b, e, W, XY, Z|XcWbelc’1bY> (pegar por a)

<b, e, W, XY, Z|c’1bYXcWZb’1> (rotar)
(
(
(
(

o111l 11

I

be,d, W, X,Y, Z|c'bY Xcd, d’1WZb’1> (cortar por d)
be,d, W, X,Y, Z|Y Xcdc™'b, b’ld’1WZ> (rotar)

b,c,d, W, XY, Z]YXcdc’1d71WZ> (pegar por b)
b,c,d, W, X,Y, Z|ede ' d""WZY X)) (rotar)

[l 11

I

Vale la pena acotar que este paso no requiere reflejar. Repitiendo este
proceso para cara grupo de lados entrelazados obtenemos el resultado
deseado.

M es homeomorfo a la suma conexa de uno mas toros o a la suma
conexa de uno o mads planos proyectivos. Habiendo realizado los pasos
del 1 al 6, todos los lados torcidos ocurren adyacentes (aa, plano proyec-
tivo) y todos los pares complementarios ocurren entrelazados (bch~'c™1,
toro). Si la representacion consiste exclusivamente en uno de estos dos
casos, entonces hemos terminado. Si la representacion contiene ambos,
entonces es de la forma aabchb='c ' X o de la forma beb~c taaX. De
cualquier manera, por el lema (4.2), T?#P? = P24P?4#P% Asi si se
tienen planos proyectivos y toros en la representacion, podemos eliminar
todas las ocurrencias de los toros y obtenemos la suma conexa de planos
proyectivos.
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Capitulo 5

Espacio tangente

Con el fin de construir la cohomologia de De Rham, que no es mas que la
cohomologia de las formas diferenciales, construiremos un algebra graduada
sobre la estructura diferencial de las variedades suaves. Para esto, primero
debemos desarrollar el concepto de espacio tangente.

Asi como en la geometria diferencial definimos el espacio tangente a una
superficie en un punto, es posible generalizar dicho concepto a las variedades.
Utilizaremos el concepto de derivacion para obtener vectores tangentes que
serviran como base para dicho espacio.

5.1. Funciones suaves entre variedades

A través de las cartas locales es posible obtener el concepto de diferenciabi-
lidad para funciones entre variedades.

Definicién 5.1. Dado un punto p en una variedad M. Dos funciones f y
g, cuyos dominios contienen a p, definen el mismo germen en p si existe un
entorno U de p tal que f y g restrictas a U son iguales, es decir, f(u) = g(u)
para todo u € U.

De esta manera definimos una relacién de equivalencia donde f ~, g si f
y g definen el mismo germen. Llamamos a la clase de equivalencia el germen
de la funcién.
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CAPITULO 5. ESPACIO TANGENTE

Definicién 5.2. Sean M y N dos variedades de dimension m y n respectiva-
mente. Sea F': M — N una funcién entre variedades. Diremos que F' es de
clase C* en un punto p de M si existen cartas (U, ¢) alrededor de p y (V)
alrededor de F'(p), tales que la composicién ¢! o F o) es C.

Proposicién 5.3. Si (U, ¢) es una carta de una variedad M de dimension
n, entonces ¢ : U — ¢(U) C R™ es un difeomorfismo.

Demostracion. Como por definicion ¢ es un homeomorfismo, es suficiente
demostrar que ¢ y ¢! son C*. Pero, como Lygnyogod: p(U) — ¢(U)
y ¢podptolyw): ¢(U) — ¢(U) son simplemente la identidad, entonces son
C. O

Notacién 5.4. Llamaremos C;°(M,R) al conjunto de germenes en p de
funciones C* a valores reales.

5.2. Vectores tangentes

El cunjunto C3°(M, R) junto con las operaciones de suma y multiplicacién
de funciones forman un anillo; agregando la multiplicacion por escalares reales
forman un algebra sobre R. Esto nos permite llegar a la siguiente definicion:

Definicién 5.5. Sea M una variedad y p € M. Una derivacion en p es una
funcién lineal D : C3°(M,R) — R que cumple:

D(fg) = D(f)g(p) + fD(g)(p) (5.1)

La condicién (5.1) también se conoce como la ley de Leibniz.

Definicién 5.6. Sea M una variedad y p € M. Un vector tangente a M en
p es una derivacién en p.

5.3. El diferencial de una funcién

Definiciéon 5.7. Sea F': N — M una funcién C* entre dos variedades. En
cada punto p € N la funcién F' induce una aplicacién lineal Fy : T,N —
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CAPITULO 5. ESPACIO TANGENTE

TrpyM entre los espacios tangentes, llamada el diferencial de /' en p, dada
de la siguiente manera:

(Fep(Xp)) f = Xp(f o F)
Donde X, estd en T,N y f estd en C3 ) (M).

Teorema 5.8 (Regla de la cadena). Sean FF: N — M yG: M — P
funciones C* entre variedades y sea p € N, entonces:

(GoF)p= Gurp) © Fip

Demostracion. Sea X, € T,N, y sea f una funcién C* en G(F(p)) € P.
Entonces, por definiciéon de diferencial:

(GoF).Xp)f = Xp(foGoF)

Por otro lado

(Guo F)Xp)f = (Gu(FXp))f = (B Xp)(f o G) = Xp(foGo F).
O

Observacion 5.9. Sea M una variedad. El diferencial de la identidad 1,; :
M — M en cualquier punto p € M es la identidad:

g : T,M — T,M

ya que, para cualquier X, € T,M y cualquier f € C¥ (M) tenemos que:

(Ma) ) Xp)f = Xp(f o) = Xpf

Corolario 5.10. Si F' : N — M es un difeomorfismo de variedades yp € N,
entonces I, : T,N — Tppm es un isomorfismo de espacios vectoriales.
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CAPITULO 5. ESPACIO TANGENTE

Demostracion. Como F' es un difeomorfismo, entonces existe una funcién
F1: M — Nquees C®, tal que F"'o F =1y y tal que Flo F~! = 1,,.
Entonces usando la regla de la cadena:

(FloF),=F 'oF, =(1y), =1y
(FoF'),=F.oF! =1y).=1gu

Por lo tanto F, es un isomorfismo con inversa F, 1 OJ

5.4. Base para el espacio tangente

Notaciéon 5.11. Denotaremos como r1,...,7, a las coordenadas estindar de
R™. Sea (U, ¢) una carta en un punto p en una variedad M de dimension n,
denotamos como x; = r; o ¢.

Corolario 5.12. Sea (U, ¢) una carta en un punto p en una variedad M de
dimension n, entonces el espacio tangente T,M tiene dimension n.

Demostracion. como ¢ : U — R" es un difeomorfismo sobre su imagen
(proposicién 5.3) por el corolario (5.10) su diferencial ¢, : T,M — Ty, R"
es un isomorfismo de espacios vectoriales. Por lo tanto la dimensién de 7, M
es n. [

Definicién 5.13. Sea M una variedad de dimensién n, sea (U, ¢) una carta
y f una funcion C'*°. Para p € M definimos la derivada parcial de f con
respecto a x; en p como:

_0f . _Ofo¢! 9

= 7= o) = o) - 5

i (foo™)

#(p)

p

Proposicién 5.14. Sea (U,¢ = (U, x4, ...,2,)) una carta que contiene a
p € M. Entonces tenemos que:

) 0

p 873-

0
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CAPITULO 5. ESPACIO TANGENTE

Demostracion. Para cualquier f € C;?p) (R™) tenemos que:

o8 (i >f _ 0 (foo) (definicién de diferencial)
al‘i P 6@ p
= 0 (fogoop™) (definicién de derivada parcial)
Ori 6(p)
0
~ o /
t1g(p)

]

Proposicién 5.15. Sea (U, ¢) una carta que contiene a p, entonces el espacio
tangente T, M tiene base:

0

oy

0

9 eeey I —
P Oy P

Demostracion. Un isomorfismo entre espacios vectoriales envia a una base
en una base. Por las proposiciones (5.3) y (5.10) entonces la carta ¢ es un
isomorfismo entre espacios vectoriales. Ademas, por la proposicién (5.14) el

: , . 0
isomorfismo envia —| , ..., —| hacia E e que es una base
Ox1, , Oz |, ) "oy Onlsw)
de Ty R™. Por lo tanto —1 , ..., es una base de T, M O
81'1 » 8% »
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Capitulo 6

Formas diferenciales

Las formas diferenciales son una herramienta que permite dar un enfoque
al calculo en varias variables, independiente de un sistema de coordenadas.
La visién moderna de las formas diferenciales se debe a Elie Cartan.

6.1. Producto exterior

El producto wedge o producto exterior es un elemento importante que
permite (entre otras cosas) desarrollar un élgebra lineal de dimensién finita y
libre de coordenadas. El estudio del mismo puede ser encontrado facilmente
en la literatura y esta intimamente relacionado con el producto tensorial, ya
que no es mas que un cociente de un producto tensorial®.

Para esta seccion consideremos un espacio vectorial V' de dimensién n con
base {ey, ..., e, } sobre el cuerpo K. Su dual V* ={w : V — K|w es linecal}
con base {e!,...;e"}.

Ademas, consideremos que el cuerpo K tiene caracteristica 0.

Definicién 6.1. Sean V y W dos espacio vectoriales. Sean v,v; € V', w, w; €
Wy X € K. Llamamos el producto tensorial de V' y W al espacio vectorial

!Serfa imposible desarrollar la teoria completa para el producto exterior en esta diserta-
cién, pero recomendamos el libro gratuito publicado por Sergei Winitzki [Winitzki, 2010]
en la pagina web www-lulu.com.
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CAPITULO 6. FORMAS DIFERENCIALES

generado por los elementos de la forma v ® w que cumplen las siguientes
propiedades:

L (m4+vm)@uw=vQw+uvQw
2. v® (w1 +wy) = v @ Wy + v R wy
3. alv@w) = (av) @w =v® (aw)

A partir de esta definicién podemos construir el algebra tensorial. Para
esto necesitamos la siguiente definicion.

Definicién 6.2. Sea V' un espacio vectorial. Para cualquier entero no negativo
k, definimos la k-ésima potencia tensorial de V' como el producto tensorial
de V' k-veces consigo mismo, es decir:

TV =V =V ®..0V
Por convencién tenemos que T°V = K.

Definicién 6.3. Sea V' un espacio vectorial. El dlgebra tensorial T'(V') viene
dada por la suma directa:

T(V):éT’“(V):K@VEB(V@)V)@(V@V@V)

Observacién 6.4. Evidentemente el algebra tensorial es un algebra graduada.

Definicién 6.5. El dlgebra exterior A(V') es el dlgebra cociente generada por
dividir el algebra tensorial entre el ideal I generado por todos los elementos
de la forma = ® z, tales que x € V. Es decir:

AV)=T(V)/I

cuyo producto A de dos elementos viene dado por:

aANb=a®b (modl)

donde modl representa que identificamos a cada elemento de I con la
clase del 0.

Anélogamente llamaremos a \"(V) = T%(V)/I la k-ésima potencia exte-
10T
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CAPITULO 6. FORMAS DIFERENCIALES

Proposiciéon 6.6. El producto exterior es anticonmutativo.

Demostracion. Sean x e y en V. Como (x 4+ y) A (z 4+ y) estd en el anillo,
tenemos que:

0 = (z+y)A(z+y)
0 = (@Az)+(@Ay)+yAz)+(yAy)
0 = (zAy)+(yAz)

TNy = —yAx

]

Corolario 6.7. Sean x1, ..., x; elementos de V' y sea o una permutacion sobre
1,...,k. Entonces:

To(1) A To@2) N oo N Ty = sgn(0)Tr A .. A g,

6.2. Formas diferenciales

Denotaremos como T M del espacio dual al espacio tangente a M en p.
La base dual de Ty M la denotaremos como {dx1, ..., dz,}.

Recordemos que por propiedades del dual dx; = (ai) = 5;
Lj

Definicion 6.8. Sea M una variedad de dimensién n. Sea Ty M el dual de
T,M. El dlgebra de las k-formas diferenciales QF(M) de M es la unién de las
k-ésimas potencias exteriores sobre cada punto de M ,? es decir:

Qt () = || A\@;Mm)

peEM
Definicién 6.9. El dlgebra de las formas diferenciales de M viene dado por:

Q) = || \(@;M)

peEM

2También conocido como fibrado.
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CAPITULO 6. FORMAS DIFERENCIALES

Definicién 6.10. Una k-forma diferencial w € QF(M) viene dada por:
w = Z @i, i, dzi, A oA dxy

Donde a;,. ;, € C®(M)

En particular tomaremos f € Q°(M) como el conjunto de las funciones
suaves.
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Capitulo 7

La cohomologia de De Rham

La cohomologia de De Rham es una herramienta sumamente ttil para
expresar propiedades basicas de las variedades suaves como conexidad, simple-
conexidad y orientabilidad.

Aunque no trabajaremos este aspecto de lleno, es notable que el producto
wedge otorga al espacio vectorial de las formas diferenciales una estructura
con producto (un dlgebra) y que ésta induce en la cohomologia de De Rham
una estructura de anillo. En lineas generales el conjunto formado por la
suma directa de los grupos de cohomologia es un anillo anticonmutativo
graduado que, a través del pullback, proporciona un functor contravariante de
la categoria de las variedades C'*° a la categoria de los anillos anticonmutativos
graduados.

7.1. Derivada exterior

Definicién 7.1. Sea M una variedad suave y sea f : M — R una funcién
suave (i.e. f € Q°(M)). El diferencial de f esta dado por:

Definicién 7.2. Si w es una k-forma, la derivada exterior es el operador

d: QF(M) — Q¥ (M) dado por:
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CAPITULO 7. LA COHOMOLOGIA DE DE RHAM

dw = Z da,-lmik N dflfil AN d:clk

A continuacién damos, sin demostrar, algunas propiedades de la derivada
exterior .

Proposicion 7.3. La derivada exterior satisface las siguiente propiedades:
1. d(wl VAN CUQ) = d(wl) A wa + (—l)kwld(wg)
2. d(dw) = d’w =0

Demostracion. La propiedad 1 resulta de un computo directo y la propiedad
alternante del producto wedge. La propiedad 2 es consecuencia de la propiedad
1. m

7.2. La cohomologia de De Rham

Definicién 7.4. Una k-forma w € QF(M) es cerrada si dw = 0.

Definicién 7.5. Una k-forma w € Q¥(M) es ezacta si w = d¢ para alguna
(k — 1)-forma ¢.

Definicién 7.6. Sea Z*(M) el espacio vectorial de todas las k-formas cerradas
y sea B¥(M) el espacio vectorial de todas las formas exactas. Como toda
forma exacta es cerrada, tenemos que B¥(M) C Z¥(M). El k-ésimo grupo de
cohomologia de De Rham de una variedad M, denotado como H*(M), es el
espacio vectorial cociente dado por:

H*(M) = {Z"M/B*(M)}

Notacién 7.7. Tenemos que ker(d) = {k-formas cerradas en M}, y ademds
Im(d) = {k-formas exactas en M}.

Proposicién 7.8. Si M es una variedad con k componentes conezas, entonces
su grupo de cohomologia de grado 0 es H°(M) = RE.

!'Una demostracién puede ser encontrada en [Tu, 2011].
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CAPITULO 7. LA COHOMOLOGIA DE DE RHAM

Demostracidn. Como no hay 0-formas exactas, entonces H*(M) = Z°(M) =
{0-formas cerradas}. Sea f una O-forma cerrada en M, esto es, f es una
funcién C*° en M tal que df = 0. Entonces, para cualquier carta (U, z1, ..., z,)
tenemos:

Por lo tanto df = 0 en U si y sélo si todas las derivadas parciales
se hacen 0 simultdneamente. Esto a su vez es equivalente a decir que f es
constante en U. Por lo tanto las 0-formas cerradas de M son precisamente las
funciones localmente constantes en M. Tales funciones deben ser constantes en
cada componente conexa de M. Si M tiene k componentes conexas entonces
una funcién localmente constante en M viene dada por una k-tupla de nimeros

reales (que son los valores de la funcién en cada componente conexa de M).
Por lo tanto H°(M) = Z°(M) = RF. O

Proposicion 7.9. Sea M una variedad de dimension n, entonces los grupos
de cohomologia H*(M) = 0 para k > n.

Demostracion. Para cualquier punto p € M entonces el espacio tangente
T,M es un espacio vectorial de dimensién n. Sea (U, z1, ..., 2,) una carta
alrededor de p y sea w una k-forma en M. Tenemos que:

w = Z ardx;, A ...\ dz;,

Pero como k£ > n entonces en el producto wedge debe haber al menos una
repeticiéon. Como el producto x A z = 0 entonces w = 0, es decir, la tinica
k-forma es la k-forma 0. O

7.3. Pullback

A partir de una funciéon C* entre variedades f : M — N podemos
construir una aplicacion lineal, en “direccién contraria”, que envia k-formas
en N a k-formas en M. Esta aplicacion es conocida como el pullback y
tendra propiedades convenientes® para el calculo de la cohomologia de De

2Por ejemplo su functorialidad.
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Rham.

En esta seccién daremos definiciones de como el pullback actiia sobre
funciones C* (i.e.: 0-formas), 1-formas y finalmente k-formas.

Definicién 7.10. Sea F' : M — N una funcién suave entre variedades y sea
h cualquier funcién en N. El pullback de una funcion C* por F', denotado
como F* se define como la precomposicién F*h = ho F'.

Observacién 7.11. Bajo esta terminologia, una funcién h en N es C* en
una carta (U, ¢) si y sélo si su pullback (¢~1)*f a través de (¢~1)* es C™ en
un subconjunto de ¢(U).

Definicién 7.12. Sea F' : M — N una funcién suave entre variedades,
sea X, € T,M y sea h una funcién en N a valores reales. El diferencial
F, : T,M — Tpy) N de F esta dado por:

(F.X)h = X(hoF)

Definicién 7.13. Sea F': M — N una funcion suave entre variedades, sea
p € M, sea X, € T,M y seaw € Q'(M) una 1-forma. El pullback de una
1-forma por F' se define como (F*w),(X,) = wrg)(Fiu(Xp)).

Proposicién 7.14. Sea F' : M — N una funcion suave entre variedades.
Para cualquier h € C*(M) se cumple que F*(dh) = d(F*h).

Demostracion. Basta demostrar que para un punto arbitrario p € M y
cualquier vector tangente X, € T,M se cumple:

(F*dh)p<Xp) = (dF*h)p(Xp) (7‘1)

Del lado izquierdo de (7.1) tenemos:

(F*dh),(X,) = (dh)pe) (Fi(Xp)) (definicién de pullback de 1-forma)
= (F.(Xp))h (definicién de dh)
= X,(hoF) (definicién de F)

Del lado derecho de (7.1) tenemos:
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d(F*h),(X,) = X,(F*h) (definiciém de diferencial de una funcién)
= X,(hoF) (definicién de F)

]

Definicién 7.15. Sea F': M — N una funcion suave entre variedades, sea
pE€ M, seaxy, ...z € T,M y sea w € QF(M) cualquier k-forma. El pullback

de una k-forma por F', denotado como F* se define como F*(w),(x1, ..., ) =
wp(p)(del, ey dF%k)

En la siguiente proposicién enunciamos, sin demostrar, algunas propiedades
del pullback 3.

Proposicion 7.16. El pullback es lineal y compatible con el producto wedge.

Notacién 7.17. Dado cierto conjunto de subindices ordenados de manera as-
cendente I = {iy,...ig|i1 < ... <ix} y una k-forma diferencial w, escribiremos

W= Q.0 Ay, N ... Ndy;, = ardys.
Proposicion 7.18. El pullback conmuta con la derivada exterior.

Demostracion. Sea F': M — N una funcién suave entre variedades y sea
w € QF(N). Es suficiente verificar que dF*w = F*dw para un punto arbitrario
p € M. Esto reduce la demostracién a un célculo local, es decir, bajo una
carta coordenada. Sea (V,dy,...,dy,) una carta en N alrededor de F'(p),
sea I = {iy,...ix|i1 < ... < i} un conjunto de indices ordenados de manera
ascendente, tenemos que

w = Z ardyy

para ciertas funciones suaves a; en V. Entonces, por un lado:

Frw = Z(F*aI)F*dI (proposicién (7.16))
= (aro F)dFy (F*dy; = dF*y; = d(y; o F) = dF))

y de aqui, sacando la derivada exterior a cada lado, tenemos:

3Una demostracién puede ser encontrada en [Tu, 2011].
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dF*w =" d(ajo F) N dF, (7.2)

Por otro lado:

Frow= (F*Zda;/\dyf)
= Z Frda; N F*dy; = Z d(F*ar) NdFr  (proposicién (7.16))
= “d(a;o F) AdF;

Igualando con 7.2 tenemos:

dF*w = F*dw
0

Como corolario de la proposicién anterior tenemos que el pullback envia
formas cerradas a formas cerradas y formas exactas a formas exactas, lo
que es de suma relevancia, pues da a conocer la importancia del pullback en
cohomologia; éste induce naturalmente una aplicacion lineal entre los espacios
cocientes de la cohomologia de dos variedades. Lo que inspira la siguiente
definicién.

Definicién 7.19. Dada una funcién F' : M — N suave entre variedades,
su pullback F™* induce la aplicacion pullback en cohomologia F# : H*(N) —
H*(M) dada por:

F([w]) = [F*(w)]
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Capitulo 8

Invarianza Homotdépica

Una de las propiedades mas ttiles de la cohomologia de De Rham es su
invarianza homotopica. Ella nos permitira limitar el estudio de la cohomologia
de De Rham a un grupo reducido de variedades cerradas.

Definicién 8.1. Dos funciones entre variedades f,g : M — N son ho-
motopicas si existe una funciéon continua F' : M x R — N, tal que:

F(z,0)=f(z) y Flx,1)=g(x)
Si la funcién F' es suave diremos que f y g son C'*°-homotdpicas.

Definicién 8.2. Una funcién f: M — N es una equivalencia homotopica
si tiene inversa homotopica, es decir, una funciéon g : N — M tal que

fogwlyytalque go f 1y

Definicion 8.3. Diremos que M es homotopicamente equivalente a N si
existe una equivalencia homotopica entre M y N.

A continuacién enunciaremos, sin demostrar, un resultado conocido como
el teorema de aproximacion de Whitney. Este teorema depende fuertemente
de otro teorema muy conocido en la topologia algebraica llamado el teorema
de incrustamiento de Whitney. Una demostracion detallada de este resultado
puede ser encontrada en [Lee, 2012].

Teorema 8.4 (Teorema de aproximacién de Whitney). Si F': M —
N es una funcion continua entre variedades suaves, entonces F' es homotopica

a una funcion suave F': M — N.
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Corolario 8.5. Sean F' y G dos funciones suaves y homotopicas, entonces
ellas son C*°-homotdpicas.

Teorema 8.6 (Axioma de homotopia). Dos funciones suaves homotdpicas
F,G : M — N inducen la misma funcion en homotopia (es decir, un

pullback) F#* = G# : H*(N) — H*(M).

Demostracion. Para dos funciones C'*°-homotodpicas cualesquiera f y g defi-
niremos la homotopia de cocadenas entre f* y g* como la coleccion de mapas
h:QP(N) — QP~Y(M) desde el espacio de todas las p-formas en N hasta el
espacio de todas las (p — 1)-formas en M que, para cada p, satisface:

d(hw) 4+ h(dw) = F*w — G*w (8.1)
La existencia de este operador estd demostrada en el lema (11.4) de [Lee,

2012).

Sean ig(x) = (z,0) y i1(x) = (x,1) dos funciones que van desde M hasta
M % [0,1]. Claramente i, es homotépica a 4; (la homotopia es la identidad de
M x [0,1]).

Sean F, G : M — N dos funciones homotépicas y suaves. Por el corolario
(8.5) existe una homotopia suave H : M x [0,1] — N desde F' hasta G. Esto
quiere decir que H oig = F y que Hoi; =G. Sea h' =ho H* : Q(N) —
OP~L(M), entonces:

OP(N) 5 Qr(M % [0,1]) —2 Qr=1(M)

Para cualquier w € QP(N) tenemos que:

I (dw) + d(h'w) = h(H*dw) + d(hH*w) (definicién de 1)
= hd(H*w) + dh(H"*w) (conmutatividad del pullback y d
=i H'w—iiHw (ecuacion (8.1) para if, i}

)
)
=(Hoi)'w— (Hoig)'w  (pullback de la composicién)
=G'w—F'w (definicién de H)

Entonces, si w es cerrada, esta igualdad toma la siguiente forma en homo-
topias:
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[ (dw) + d(hw)] = [G*w — F*w]
Como el pullback induce un mapa entre homotopias, tenemos:

1 (dw) + d(Ww)] = G#[w] — F#[w]

es decir:

G#lw] — F#[w] = [V (dw) + d(h w)]
d(h'w) (dw = 0)
0

(d(h'w es exacta)

Por lo tanto F# = G#.
]

Teorema 8.7 (Invarianza homotépica). Sea F': M — N una equivalen-
cia homotopica entre M y N con inversa homotopica G : N — M. Entonces

HY(M) = H*(N) para todo k.

Demostracion. Por el teorema de aproximacion de Whitney existen funciones
suaves F'y GG homotépicas a F' y GG respectivamente. Sean Hp y Hg las
homotopias entre F' = F' y G = G respectivamente. Entonces H = Hr o Hg

es una homotopia entre F'o G = F o (G. Pero como F o G = 1 tenemos que
FoG«= ]lN'

Asi que usando el axioma de homotopia tenemos que (F o G)* = (1y)*,

*

es decir, (F)* o (G)* = lgrp). Usando un procedimiento andlogo (G)* o

(F)*1 g (ar). De donde (F)* es biyectiva y por lo tanto un isomorfismo entre
HE(M) y HF(N). 0

Este resultado es sumamente importante, porque entre una plétora de
consecuencias establece que la cohomologia de De Rham es un invariante
topolégico, hecho que no es evidente, pues no hay motivo para esperar
que diferentes estructuras diferenciales sobre una misma variedad den como
resultado la misma cohomologia de De Rham.
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Capitulo 9

La cohomologia de las
superficies cerradas

Hasta ahora hemos desarrollado dos herramientas de suma importancia:
el teorema de clasificacién de superficies cerradas y el teorema de invarian-
za homotopica de la cohomologia de De Rham. Asi, en lugar de tener que
utilizar la sucesion de Mayer-Vietoris para calcular la cohomologia de cada
superfice cerrada, uniendo estos dos resultados podemos limitar el cdlculo de
la cohomologia de De Rham de cualquier superficie cerrada a una de las estas
tres superficies: la esfera, la suma conexa de g toros y la suma conexa de g
planos proyectivos.

En este capitulo daremos un célculo explicito de dichas superficies, y asi un
calculo explicito de cualquier superficie cerrada.

Dada una variedad M de dimensiéon n y con ¢ componentes conexas, por
las proposiciones (7.8) y (7.9) sabemos que:

1. H°(M) = R

2. H%(M) = 0 para todo k > n.

Definicién 9.1. Diremos que una superficie es orientable si admite una
representacion poligonal sin lados torcidos. En caso contrario, diremos que la
superficie es no orientable.

Esta definicién coincide con la definicidén vista en Geometria Diferencial.
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A continuacién enunciaremos, sin demostrar, un resultado muy conocido
en la topologia algebraica, que es en realidad consecuencia directa del teorema
de Stokes. Una demostracién puede ser encontrada en [Andrews, 2009).

Proposicién 9.2. Sea M es una superficie compacta, conexa y de dimension
n. Entonces H"(M) = R si M es orientable y H"(M) = 0 si M es no
orientable.

Proposicién 9.3. Dada una sucesion exacta de espacios vectoriales de di-
mension finita:

0 s A0 D o ogqr B s An I

Tenemos que Y p_o(—1)*dim(A*) = 0.

Demostracion. Fijemos d_; = 0. Como cada dj, es lineal, por el teorema de
rango-nulidad, tenemos que:

dim(A*) = dim(Im(dy)) + dim(Ker(dy)) = rk(dy,) + nul(dy)

Pero como la sucesién es exacta entonces nul(dy) = rk(dg_1), y ast:

D (—DFdim(A*) = A* — A' 4 A7 — AP+ 4 (—1)"A"

i =rk(d_1) + rk(dy) — rk(do) — rk(dy) + ...
— rh(d_1) + (~1)"rk(d)

9.1. Cohomologia de la circunferencia

Para calcular la cohomologfa de la circunferencia S utilizaremos la sucesién
de Mayer-Vietoris cubriendo a la circunferencia con dos arcos de circunferencia
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CAPITULO 9. LA COHOMOLOGIA DE LAS SUPERFICIES CERRADAS

abiertos U y V' que se intersectan. Entonces, por el teorema de Mayer-Vietoris
la siguiente sucesion es exacta:

[—> H*(S'Y) —— H*(U)® H*(V) —— H*(UNV) — -~

[_> HYS'Y)Y —— HYU)® HY(V) —— HYUNYV) J

5
0 —— H'SY) —— H(U)® H'(V) —— H*(UNYV) J

Como los arcos abiertos son difeomorfos a intervalos abiertos, y éstos a
su vez son difeomorfos a R, tenemos que H°(U) = H°(V) = R por tener una
tinica componente conexa, H(U) = H*(V) = 0 porque toda 1-forma en R es
exacta y H*(U) = H*(V) = 0 para k > 1.

Por otro lado, la interseccion U NV es difeomorfa a dos intervalos abiertos
disjuntos de donde HO(UNV)=R? =R & R.

Ademsds, como S! tiene una sola componente conexa sabemos que H(S!) =
R.

Reemplazando los espacios conocidos en la sucesion de Mayer-Vietoris
obtenemos:

0 > R »y R&ER — ReR —— HY(S') —— 0

Finalmente, utilizando la proposicién (9.3) tenemos que H'(S!) = R.

Es decir:
- R :2=0,1
7 1\ )
H<S)_{O > 1
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9.2. Cohomologia de la esfera

9

Comenzamos por dar un cubrimiento de la esfera por dos “semi-esferas’
abiertas U y V que se solapan. De esta manera U y V' son difeomorfas a discos
abiertos (donde toda forma cerrada es exacta por el lemma de Poincaré) y
U NV es homotépica a S!.

Como la esfera tiene una tinica componente conexa, tenemos que H°(S?) =

R!. Adema4s, como la esfera es conexa, compacta y de dimensién 2, tenemos
que H*(S?) =R

De aqui, usando el teorema de Mayer-Viertoris:

0 >R —>R&R —R — H(S*)) =0 —>R —R —0

Finalmente utilizando la proposicién (9.3) tenemos que H'(S?) = 0.

R

: en caso contrario.

Es decir:

9.3. Cohomologia del toro

El toro puede ser escrito como la unién de dos abiertos U y V', donde
cada uno es difeomorfo a S* x R (que a su vez es homotépico a St) y cuya
interseccion U NV es difeomorfa a dos copias de S' x R. De esta manera
sabemos que:

» H(T?) = (U) H'(V)=R
« H(UNV) =
= H(U) = H'(V) =R
« H{(UNV) =R?
H(

U)=HXV)=HUNV)=0
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= H2(T?) =R

Asi, reemplazando en la sucesion de Mayer-Vietoris tenemos:

0 >R—>R&R > ROR — HY(T?) > ROR - R®&R — R — 0

Finalmente, utilizando la proposicién (9.3) tenemos que H'(T') = RGR =
R2.

Es decir:
' R ::=0,2
H(T*)=¢q R? :i=1
0 :en caso contrario.

]

9.4. Cohomologia de la superficie orientable
de género g

Llamaremos a la suma conexa de g toros la superficie orientable de género
g, denotada como M,.

A continuacién enunciaremos, sin demostrar, una manera de calcular de
cohomologia de un toro punzado!. Una demostracién puede ser encontrada
en [Andrews, 2009] y en [Tu, 2011].

Proposicién 9.4. Sea M una variedad compacta, orientada y de dimension
n>1. Seap € M, entonces H*(M — {p}) =0

De la proposicién anterior podemos deducir H'(M,—{p}). Sea M, la unién
de dos conjuntos U y V/, donde U es homotdpico a M, —{p} y V es homotdpico
a un disco abierto que contiene a p. Entonces, U NV serd homotépico a S?.
Usando el teorema de Mayer-Vietoris obtenemos:

0 —R—>R®&R —R — H' (M, — H(M,—{p}) > R —R — 0

'Es decir, el toro menos un punto.
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De aqui, utilizando la proposicién (9.3) tenemos que H'(M,) = H'(M, —
{p})-
Finalmente, ponemos escribir la superficie M, como la unién de los conjun-

tos Ay B, donde A es difeomorfo a T — {p}, B es difeomorfo a M, 1 —{p} vy
AN B es homotépico a S'. Una vez mas, usando el teorema de Mayer-Vietoris:

0 —R—R*—R— H(M,) —» H(My;_1)®R* - R — R — 0

Lo que implica que H'(M,) = H'(M,_; & R?). Entonces hemos definido
recursivamente H'(M,). En conclusion:

A R 1=0,2
HZ(Mg): R% :j=1
0 : en caso contrario.

9.5. Cohomologia del plano proyectivo

Como es presentado en [Seifert and Threlfall, 1897] y en muchos otros
textos de geometria, el plano proyectivo menos un punto es homotépicamente
equivalente a la banda de Mdbius, y por lo tanto tiene un retracto de defor-
macién? a la circunferencia. Entonces, podemos escribir P? como la unién de
dos intervalos U y V', donde U es homotépico a P? — p, V es un disco que
contiene a py U NV es homotépico a S

Como P? tiene una tinica componente conexa y es no orientable tenemos

que H°(P?) =R y H?*(P?) = 0. Asi, reemplazando en la sucesiéon de Mayer-
Vietoris:

0 —R—>R—>R— HP) -R&0—>R—0—0

Finalmente, utilizando la proposicién (9.3) tenemos que H'(P?) = 0.

2Es decir, es homotépicamente equivalente.
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Es decir:
R :2=0
7 2\
H'(P") = { 0 :en caso contrario.

]

9.6. Cohomologia de la superficie no orienta-
ble de género g

Llamaremos a la suma conexa de ¢ planos proycetivos la superficie no
orientable de género g, denotada como Nj.

Como N, tiene una tnica componente conexa entonces H(N,) = 0, y
como N, es no orientable entonces H?(N,) = 0. Falta calcular H'(N,).

Podemos escribir N, como la union de dos abiertos U y V', donde U es
homotépico a N, —{p}, V es homotépico a un disco que contiene a py UNV
es homotépico a St. Usando el teorema de Mayer-Vietoris:

0—>R— R —R— HY(N,) — H(N,— {p}) = R — 0L HAN, - {p}) L 0
Por la exactitud de la sucesién tenemos que I'm(f) = Ker(g) = H*(N, —
{p}). Ademaés, por el teorema de rango-nulidad 0 = Im(f) @ Ker(f). Pero
Ker(f) =0, por lo tanto Im(f) = H*(N, — {p}) = 0. Utilizando la proposi-
cién (9.3) tenemos que H*(N, — {p}) = H'(N,) ® R.
Por otro lado, podemos escribir N, como la unién de dos abiertos U y V/,

donde U es homotépico a Ny_; — {p}, V es homotépico a P* — {p} y UNV
es homotépico a S, Reemplazando en la sucesién de Mayer-Vietoris:

0 >R >R 5 R— H(N,) — H(N, 1 — {pH)eR >R —0 -5 0-% 0

Pero como H'(N, — {p}) = H*(N,) ® R tenemos que:

g

0—>R— R R— H(N,) — H(N,)®R> R —0-50-%0

95



CAPITULO 9. LA COHOMOLOGIA DE LAS SUPERFICIES CERRADAS

Utilizando la proposicién (9.3) tenemos que H'(N,) = H'(N,;) ® R
Entonces hemos definido recursivamente H'(N,). En conclusién:

R 2 =0
H'(N,) =4 Ryl :i=1
0 : en caso contrario.
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Apéndice A
La sucesion de Mayer-Vietoris

La sucesién de Mayer-Vietoris es, junto con la invarianza homotoépica, la
herramienta mas poderosa a nuestra disposicién para el calculo de la cohomo-
logia de De Rham de muchos espacios, ya que nos permite expresarlos como
uniones de subvariedades con cohomologias mas simples.

Con este propésito introduciremos algunos conceptos algebraicos y asu-
miremos que el lector estd familiarizado con los conceptos de particiones
de la unidad y de soporte de una funcién. Ideas mas detalladas pueden ser
encontradas en [Lee, 2011], [Tu, 2011] y en muchos otros libros de topologia
algebraica.

A.1. Complejo de cocadenas

En esta seccion daremos algunas definiciones bésicas del algebra homoldgi-
ca y ademas enunciaremos, sin dar una demostracion, el lema del zigzag. Una
demostracién detallada de dicho lema se puede encontrar en [Tu, 2011].

Para simplificar, en esta secciéon omitiremos muchos de los subindices que
usariamos normalmente para diferenciar las funciones. Esto es comin en la
literatura del algebra homologica.

Definicién A.1. Sea R un anillo conmutativo y sea A* una sucesiéon de
R-médulos y funciones lineales:

N T Sy . SNV o
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Una sucesiéon de esta forma se llama complejo de cocadenas si la compo-
sicion de dos aplicaciones sucesivas de d es la funcion 0, es decir dod = 0 :

Ak — ARFL

Definicién A.2. Un complejo es una sucesion eracta si la imagen de cada d
es igual al kernel de la siguiente. Es decir:

Imld: AP~ — AP] = Ker[d : AP — APT]

Definicién A.3. Si A* es un complejo, entonces la imagen de cada d esta con-
tenida en el kernel de la siguiente. Definimos el p-ésimo grupo de cohomologia
de A* como el médulo cociente:

Ker|d: AP — APt1]
Im[d : Ap—1 — Ap]

HP(A") =

Definicién A.4. Sean A* y B* dos complejos de cocadenas. Una transfor-
macion de cocadenas F : A* — B* es una coleccién de transformaciones
lineales F': AP — BP, tales que el siguiente diagrama conmuta en cada p:

d
y AP y APTL .

N

d
> BP » BPL ——— .

Observacién A.5. El hecho de que F'od = do F garantiza que F' induce un
mapa lineal en las cohomologias F# : HP(A*) — HP(B*) en cada p, como
ocurre en el caso de la cohomologia de De Rham.

Definicién A.6. Sean A*, B* y C* tres complejos de cocadenas. Una sucesion
exacta corta de complejos consiste en:

0 s A oy pr G, o s 0

de manera tal que cada sucesién

0 soAp .y pr G, v s 0

es exacta. Esto implica que F' es inyectiva, G es sobreyectiva y ImF =
KerG.
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Lema A.7 (Lema del Zigzag). Dada una sucesion exacta corta de com-
plejos, para cada p existe un mapa lineal § : HP(C*) — HPTY(A*) llamado
homomorfismo conectante, tal que la siguiente sucesion es exacta:

C 0 gAY L HP(BY) S HP(CF) —2 HPPL(AY) L ..

A.2. El teorema de Mayer-Vietoris
El contexto en el que queremos usar el lema del zigzag es el siguiente: Sea

M una variedad suave y sean U y V abiertos de M, tales que UUV = M.
Tenemos el siguiente diagrama de inclusiones:

U
unv M
V

que induce un diagrama en los espacios de las formas diferenciales:

X
HP(UNV)
l*

e

En este diagrama, cada uno de los mapas es simplemente una restriccién,
e.g.: k'w =wl|y.

HP(U)
HP(M)
&
HP(V)
Consideraremos la sucesion:

0 —— (M) S ory s or(V) 5 rUnV) —— 0 (AD)
donde
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kKelw = (Fw,l'w) (A.2
(" =) w,n) = t'w—7j"n (A.3)

Teorema A.8 (Teorema de Mayer-Vietoris). Sea M una variedad suave
y sean U y V abiertos de M cuya union es M. Por cada p existe un mapa
lineal § : HP(U NV) — HPTY(M) tal que la siguiente sucesion es exacta:

[_> [-[p+1(M) - s

é
ﬁ HP(M) 225 goU)y @ HP(V) 2 HY(UNV) J (A.4)

. )
N (daks

Esta sucesion es conocida como la sucesion de Mayer-Vietoris.

Demostracion. Basta demostrar que la sucesion (A.1) es exacta para cada p,
ya que el resto de la demostracion es consecuencia directa del lema del zigzag.

Primero debemos demostrar la exactitud en QP(M), es decir, demostrar
que k*@[* es inyectiva. Sea x € QP(M) tal que (k*®1*)z = (x|, z|v) = (0,0).
Esto significa que las restricciones sobre U y V de x son ambas 0. Como
UUV = M esto quiere decir que = es 0 en todo M, y por lo tanto k* & [* es
inyectiva.

Para demostrar la exactitud en QP(U) & QP(V) veamos que:

(=g ) o (K& l")(x) = (i" — ) (zlv, zlv) = zlvav — 2|vny =0

y por lo tanto Im(k* & 1*) C Ker(i* — j*). Por otro lado supongamos
que (u,v) € QP(U) @ QP(V) tal que (i* — j*)(u,v) = 0. Esto significa que
u|uny = v|uav, ¥ por lo tanto existe una p-forma global 2 en M definida por:

_Ju enU
Vv eV
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Claramente (u,v) = (k* & [*)x, por lo tanto Ker(i* — j*) C Im(k* & 1*).

Para demostrar la exactitud en Q?(UNV') debemos demostrar que i*— j* es
sobreyectiva. Sea x € (’(UNV), necesitamos demostrar que existe u € QP(U),
v € V tales que:

T = (Z* - ]'*)(U,U) =i'u—j'v = U|Umv - U|Umv (A-5)

Sea {¢,1} la particién de la unidad subordinada al cubrimiento abierto
U U V. Definamos u € Q?(U) como:

| Yx enUNV
YTl 0 en U~ sopy

En el conjunto (UNV')\ sopy, donde las definiciones se solapan, ambas dan
0, asi que esto define a u como una p-forma suave. Analogamente definimos
v e QP(V) como:

v —¢pr enUNV
10 en V \ sopp

Entonces tenemos:

uluny — vluav = YT — (¢r) = (Y + d)r =2

Por lo tanto (i* — j*) es sobreyectiva.
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