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Sus conocimientos, sus sabias orientaciones, su esfuerzo en cada viaje y sobre todo

su infinita paciencia han sido fundamentales para mi formación.

Al ver un trabajo de este tipo se suele pensar que los únicos responsables
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Índice general

Pág. v

Resumen VI

Introducción VII

1. Preliminares 1

1.1. Operadores lineales y acotados entre espacios de Banach . . . . . . . 1

1.1.1. Operadores semi-Fredholm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.1.2. Operadores estrictamente singulares, estrictamente cosingula-

res e inesenciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2. La clase de perturbación para operadores semi-Fredholm . . . . . . . 7

1.3. Bases en espacios de Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2. El problema de la clase de perturbación sobre espacios Lp 15

2.1. Espacios Lp para 1 ≤ p ≤ ∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.2. La propiedad de Orlicz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.3. La clase de perturbación para operadores semi-Fredholm sobre espa-

cios Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3. El problema de la clase de perturbación sobre espacios fuertemente

subproyectivos y fuertemente superproyectivos 34

3.1. Espacios fuertemente subproyectivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.2. Espacios fuertemente superproyectivos . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

iv



3.3. La clase de perturbación para operadores semi-Fredholm sobre espa-

cios fuertemente subproyectivos y fuertemente superproyectivos . . . 50

Conclusiones 62

Bibliograf́ıa 65

v



RESUMEN

Se obtienen condiciones sobre pares de espacios de Banach X e Y para que

las componentes de la clase de perturbación para operadores semi-Fredholm superior

de X en Y , coincida con la clase de operadores estrictamente singulares de X en Y .

También se obtienen condiciones para que las componentes de la clase de pertur-

bación para operadores semi-Fredholm inferior de X en Y , coincida con la clase de

operadores estrictamente cosingulares de X en Y . Se muestran ejemplos concretos

de espacios de Banach que satisfacen las condiciones antes mencionadas.
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INTRODUCCIÓN

El problema de la clase de perturbación en Teoŕıa de Fredholm se refiere a la

estabilidad de los operadores semi-Fredholm bajo perturbaciones aditivas. Este pro-

blema ha sido estudiado durante varios años y por varios autores, se podŕıa decir que

tuvo su origen en los resultados clásicos dados por Kato en 1958, y por Vladimirskii

en 1967. Estos resultados establecen, respectivamente, que si T y K son operadores

acotados entre espacios de Banach X e Y , entonces T + K es semi-Fredholm su-

perior siempre que T sea semi-Fredholm superior y K sea estrictamente singular

([33, Teorema 5.2]), y que T + K es semi-Fredholm inferior siempre que T sea semi-

Fredholm inferior y K sea estrictamente cosingular ([56, Corolario 1]). De modo que,

el problema de la clase de perturbación consiste en determinar si es cierto o no que

los operadores estrictamente singulares y los operadores estrictamente cosingulares

son los únicos operadores que satisfacen estas propiedades, respectivamente. Este

problema fue planteado en 1960 por Gohberg, Markus y Feldman [20] para opera-

dores semi-Fredholm superior. Luego fue propuesto por Caradus en 1974, [10], y por

Pietsch en 1980, [48].

Con el fin de formular expĺıcitamente el problema, proporcionaremos algunas

notaciones y definiciones. Sean X y Y espacios de Banach, se denota por L(X, Y )

el espacio de todos los operadores lineales y continuos de X en Y , en el caso que

X = Y se denotará simplemente por L(X). Un operador T ∈ L(X,Y ) se llama

semi-Fredholm superior si su rango es cerrado y su núcleo tiene dimensión finita; el

operador T se dice semi-Fredholm inferior si su rango tiene codimensión finita, de

aqúı que éste es un conjunto cerrado; finalmente, un operador T se denomina Fred-
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holm si es semi-Fredholm superior y semi-Fredholm inferior. Se denota por Φ+(X, Y ),

Φ−(X, Y ) y Φ(X, Y ) la clase de operadores semi-Fredholm superior, semi-Fredholm

inferior y Fredholm de X en Y , respectivamente. En el caso que X = Y simplemente

se escribe Φ+(X), Φ−(X) y Φ(X).

Sea A(X,Y ) una clase de operadores continuos entre espacios de Banach. La

Clase de perturbación de A(X,Y ), se denota por PA(X,Y ), y se define en [35] como:

PA(X,Y ) := {K ∈ L(X, Y ) : K + A ∈ A(X, Y ), para cada A ∈ A(X,Y )},

donde X y Y son espacios de Banach tales que A(X,Y ) es no vaćıo.

Un operador T ∈ L(X,Y ) se denomina estrictamente singular si ninguna

restricción TJM de T a un subespacio cerrado de dimensión infinita M de X es un

isomorfismo. El operador T se dice estrictamente cosingular si no existe subespacio

cerrado de codimensión infinita N de Y tal que QNT es sobreyectiva, donde JM es la

aplicación inclusión de M en X y QN es la aplicación cociente sobre X/N . Se denota

por SS(X, Y ) y SC(X,Y ) las clases de los operadores estrictamente singulares y

estrictamente cosingulares respectivamente.

La clase de perturbación para operadores Fredholm Φ está totalmente deter-

minada, de hecho coincide con la clase de operadores inesenciales (véase [35]). Sin

embargo, la clase de perturbación para operadores semi-Fredholm Φ+ y Φ− es, en

general, desconocida, por los resultados antes mencionados de Kato y Vladimirskii

se tiene que SS(X, Y ) ⊂ PΦ+(X,Y ) y SC(X,Y ) ⊂ PΦ−(X, Y ).

Durante años se estudió el problema de la clase de perturbación, obtenien-

do solución positiva para pares de espacios concretos. Es decir se encontró que las

igualdades
PΦ+(X,Y ) = SS(X, Y ), (1)

PΦ+(X,Y ) = SS(X, Y ), (2)

son ciertas para ciertos pares de espacios de Banach. En 1969 Milmam [41], de-

mostró que (1) es cierto si X = Y = Lp(µ), 2 < p < ∞, y (2) es cierta cuando
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X = Y = Lp(µ), 1 < p < 2, luego en 1977 Weis, [57], logró extender este resultado

para 1 ≤ p ≤ ∞.

En 1971, Lebow y Schechter [35], mostraron que si Y es subproyectivo entonces

la igualdad (1) se cumple y si X es superproyectivo entonces la igualdad (2) es cierta

(Véase Definición 1.2.3 de la Tesis, para la definición y propiedades de espacios

subproyectivos y superproyectivos). Por otra parte, en el 2002, Aiena y González

[4], establecen que si X es hereditariamente indescomponible entonces (1) es cierta

y si Y es cociente indescomponible entonces la igualdad (2) es cierta. En el 2003

Aiena, González y Martinón, [5], obtienen que (1) se cumple si X es separable y

Y contiene una copia complementada de C[0, 1] y (2) se cumple si X contiene una

copia complementada de `1 y Y es separable.

De manera que, como se ha mencionado antes, el problema de las clases de

perturbaciones durante más de 40 años permaneció sin resolverse en su totalidad,

no fue hasta el 2003 que González, [26], logró resolver el problema negativamente,

utilizando producto de espacios de Banach exóticos de tipo hereditariamente indes-

componible (H.I.) y de tipo cociente indescomponible (Q.I.).

Aún cuando este problema tiene solución negativa, es interesante encontrar

pares de espacios X, Y tales que las igualdades PΦ+(X, Y ) = SS(X, Y ) y

PΦ−(X, Y ) = SC(X, Y ) sean ciertas, ya que esto proporcionaŕıa una caracterización

intŕınseca de los operadores en PΦ+ y PΦ−, puesto que la propiedad que caracteriza

a los operadores K ∈ SS(X, Y ) depende de la acción de K sobre subespacios cerrados

de X, mientras que la propiedad que caracteriza a los operadores K ∈ PΦ+(X, Y )

depende de las propiedades de la suma de K con todos los operadores en Φ+(X, Y ).

En este trabajo se determinan pares de espacios X e Y para los cuales el

problema de la clase de perturbación tiene solución positiva. Espećıficamente, en

el 2010, González y Salas Brown [24] determinan que PΦ+(X, Y ) = SS(X, Y )

cuando X = Lp(0; 1) con 1 < p < 2 y Y satisface la propiedad de Orlicz, y
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cuando X = L1(0; 1) y Y es secuencialmente débil completo. También obtienen que

PΦ−(X, Y ) = SC(X,Y ) cuando Y = Lp(0; 1) con 2 < p < ∞ y X∗ satisface la

propiedad de Orlicz.

Luego en el 2011, González, Mart́ınez-Abejón y Salas-Brown [23], determi-

nan que PΦ+(X, Y ) = SS(X,Y ) cuando X es fuertemente subproyectivo. Y que

PΦ−(X, Y ) = SC(X, Y ) cuando Y es fuertemente superproyectivo. Estos resultados

nos proporcionan una gran cantidad de ejemplos donde el problema de la clase de

perturbación tiene solución positiva; de hecho, las clases de espacios fuertemente sub-

proyectivo y fuertemente superproyectivo contienen una gran cantidad de espacios

clásicos conocidos. Son fuertemente subproyectivos los espacio de las sucesiones `p

con 1 ≤ p < ∞ y c0, el espacio de James J , el espacio de Lorentz de sucesiones

`p,q con 1 ≤ p, q < ∞, el espacio de Baernstein Bp para 1 < p < ∞, el espacio de

Tsirelson T , el espacio Lp(0, 1) para 2 ≤ p < ∞, el espacio de Lorentz X = Lp,q(0, 1)

par 2 ≤ p < ∞ y 1 ≤ q < ∞, entre otros.

Son fuertemente superproyectivos los espacio de las sucesiones p-sumables, `p

con 1 < p < ∞, c0, el espacio J∗, el dual del espacio de James , el espacio de Lorentz

de sucesiones `p,q con 1 < p, q < ∞, el dual del espacio espacio de Baernstein B∗
p para

1 < p < ∞, el dual del espacio de Tsirelson T , el espacio Lp(0, 1) para 1 < p ≤ 2, el

espacio de Lorentz X = Lp,q(0, 1) par 1 < p ≤ 2 y 1 < q < ∞, entre otros.

Estos resultados han sido distribuidos en este trabajo de la siguiente manera,

en el Caṕıtulo 1 se introducen nociones preliminares, básicas para la comprensión de

los caṕıtulos posteriores, relacionadas con bases de Schauder y sucesiones básicas.

También se exponen propiedades de ciertas clases de operadores. Finalmente se ex-

pone de forma detallada el problema de la clase de perturbación para operadores

semi-Fredholm, su evolución histórica y los resultados obtenidos antes de los traba-

jos [24] y [23].

En el Caṕıtulo 2, se proporcionan los detalles de los resultados obtenidos por
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González y Salas-Brown en el 2010 [24], se enuncian algunas propiedades geométricas

de los espacios Lp, principalmente las relacionadas con los subespacios complemen-

tados de estos. Se introduce la propiedad de Orlicz y se ilustran espacios de Banach

que satisfacen esta propiedad a través de ejemplos concretos. Finalmente se dan

condiciones para que el problema de la clase de perturbación tenga solución positiva

cuando se consideran estos espacios.

En el Caṕıtulo 3, se proporcionan los detalles de los resultados obtenidos por

González, Mart́ınez-Abejón y Salas-Brown en el 2011 [23], se introducen dos nuevas

clases de espacios, los espacios fuertemente subproyectivos y los espacios fuertemente

superproyectivos, se estudian algunas propiedades de estos espacios y se muestran

ejemplos concretos de espacios de Banach que pertenecen a estas clases. Finalmente

se resuelve el problema de la clase de perturbación para estos espacios.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

El objeto de este primer caṕıtulo es presentar varios resultados de carácter

general que se emplearán a la largo de este trabajo. Algunos de ellos forman parte

de la teoŕıa básica de espacios de Banach y teoŕıa de operadores, por lo que en la

mayoŕıa de los casos nos limitamos a dar referencias precisas de los mismos.

1.1. Operadores lineales y acotados entre espacios

de Banach

En esta sección se recopilan algunas propiedades de ciertas clases de operadores

lineales acotados, como lo son los operadores semi-Fredholm superior, semi-Fredholm

inferior, Fredholm, estrictamente singular, estrictamente cosingular e inesenciales.

Sean X y Y espacios de Banach, como ya se ha mencionado en la introducción,

se denota por L(X, Y ) el espacio de todos los operadores lineales y acotados de X

en Y . Asociados aun operador T ∈ L(X,Y ) se consideran los siguientes subespacios

lineales:

N(T ) = {x ∈ X : T (x) = 0} ⊂ X

que es el núcleo de T , y



2

R(T ) = {y ∈ Y : y = T (x) para algún x ∈ X} ⊂ Y

que es el rango de T . Es conocido (ver [40, Teorema 1.7.14]) que si T ∈ L(X, Y )

y R(T ) es cerrado en Y entonces X/N(T ) es isomorfo a R(T ). Para un subespacio

cerrado M de X, X/M denota el espacio cociente el cual se define por:

X/M = {x + M : x ∈ X}

donde x + M = {x + m : m ∈ M}. La dimensión del espacio cociente X/M se

denomina codimensión de M y se denota por codim(M)

El espacio dual de X, se denota por X∗, y está formado por todos los

funcionales lineales y acotados definidos sobre X. Si T ∈ L(X, Y ) se denota por

T ∗ ∈ L(Y ∗, X∗) el operador adjunto de T , el cual se define como (T ∗f)(x) = f(Tx)

para cada x ∈ X y cada f ∈ Y ∗.

Sea M un subconjunto de un espacio de Banach, el anulador de M , el cual se

denota por M⊥, es un subespacio cerrado de X∗ y se define como:

M⊥ = {f ∈ X∗ : f(x) = 0 para cada x ∈ M}.

El preanulador de un subconjunto W de X∗, el cual se denota por ⊥W , es un

subespacio cerrado de X y se define como:

⊥W = {x ∈ X : f(x) = 0 para cada f ∈ W}.

Un operador P ∈ L(X, X) es una proyección si P 2 = P . Un subespacio M de

X se denomina complementado si existe una proyección P ∈ L(X, X) tal que R(P ) =

M . Todo subespacio de X de dimensión finita es complementado, de igual manera,

todo subespacio cerrado de X de codimensión finita es complementado. Subespacios

complementados son siempre cerrados. Si M es un subespacio complementado de X,

entonces existe un subespacio cerrado N de X tal que X es suma directa de M y N ,

esto se denota por X = M ⊕N y significa que M ∩N = {0} y X = M + N , además

se cumple que X/M es isomorfo a N .
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Los siguientes resultados son bien conocidos, se puede consultar [34] y [40]

para una exposición más detallada:

1. Si M es un subespacio cerrado de X, entonces X∗/M⊥ es isomorfo a M∗, y

M⊥ es isomorfo a (X/M)∗.

2. Si M es un subespacio cerrado de X entonces ⊥(M⊥) = M .

3. Sea M un subespacio de X∗, M es cerrado en la topoloǵıa débil∗ si y sólo si

(⊥M)⊥ = M .

4. Si M es un subespacio reflexivo de X∗ entonces (⊥M)⊥ = M .

5. Si M y N son subespacios cerrados de X tales que X = M ⊕ N entonces

X∗ = M⊥ ⊕N⊥.

6. Si M y N son subespacios cerrados de X entonces (M + N)⊥ = M⊥ ∩N⊥.

7. Si M y N son subespacios cerrados de X entonces (M + N) es cerrado en X

śı y sólo si M⊥ + N⊥ es cerrado en X∗.

Si M es un subespacio cerrado de X entonces se denota por JM la función

inclusión de M en X y si T ∈ L(X,Y ) entonces T |M denota la composición T ◦ JM ,

si N es un subespacio cerrado de Y entonces se denota por QN la aplicación cociente

de Y en Y/N . Se denota por IX al operador identidad sobre X. Se dice que un

operador T ∈ L(X, Y ) es un isomorfismo si es inyectivo y tiene rango cerrado, esto

es equivalente a decir que existe una constante C > 0 tal que ‖Tx‖ ≥ C‖x‖ para

todo x ∈ X.

Lema 1.1.1. [3, Lema 2.2] Sea T ∈ L(X,Y ),

1. Si M es un subespacio cerrado de X tal que T ◦ JM es un isomorfismo, T (M)

es complementado en Y con complemento cerrado N entonces M es comple-

mentado en X y T−1(N) es el complemento cerrado de M
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2. Si N es un subespacio cerrado de Y tal que QN ◦T es sobreyectiva, T−1(N) es

complementado en X con complemento cerrado M entonces N es complemen-

tado en Y y T (M) es el complemento cerrado de N

1.1.1. Operadores semi-Fredholm

En esta sección se introducen los operadores semi-Fredholm superior, semi-

Fredholm inferior y de Fredholm, y se dan algunas propiedades básicas de estos.

La clase de todos los operadores semi-Fredholm superior en L(X,Y ), se de-

nota por Φ+(X,Y ) y se define como:

Φ+(X,Y ) = {T ∈ L(X,Y ) : dim(T ) < ∞ y R(T ) es cerrado}.

La clase de todos los operadores semi-Fredholm inferior en L(X, Y ), se denota por

Φ−(X, Y ) y se define como:

Φ−(X, Y ) = {T ∈ L(X, Y ) : dim(Y/R(T )) < ∞}.

La clase de todos los operadores de Fredholm en L(X, Y ), se denota por Φ(X, Y ) y

se define como, Φ(X, Y ) = Φ+(X,Y ) ∩ Φ−(X, Y ).

Los operadores semi-Fredholm superior y semi-Fredholm inferior son duales

uno del otro (ver [10]), esto es T ∈ Φ+(X, Y ) si y sólo si T ∗ ∈ Φ−(Y ∗, X∗), y

T ∈ Φ−(X,Y ) si y sólo si T ∗ ∈ Φ+(Y ∗, X∗). Otras propiedades que satisfacen estos

tipo de operadores son:

1. Si T ∈ Φ+(X, Y ) y S ∈ Φ+(Y, Z) entonces ST ∈ Φ+(X, Z).

2. Si T ∈ Φ−(X, Y ) y S ∈ Φ−(Y, Z) entonces ST ∈ Φ−(X, Z).

3. Sean T ∈ L(X,Y ) y S ∈ L(Y, Z), si ST ∈ Φ+(X, Z) entonces T ∈ Φ+(X, Y ).

4. Sean T ∈ L(X,Y ) y S ∈ L(Y, Z), si ST ∈ Φ−(X, Z) entonces S ∈ Φ−(Y, Z).

5. Si T ∈ Φ+(X, Y ) y K ∈ L(X, Y ) es un operador de rango finito o compacto

entonces T + K ∈ Φ+(X, Y ).
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6. Si T ∈ Φ−(X, Y ) y K ∈ L(X, Y ) es un operador de rango finito o compacto

entonces T + K ∈ Φ−(X, Y ).

7. Sea T ∈ Φ+(X,Y ), entonces existe ε > 0 tal que si S ∈ L(X, Y ) y ‖S‖ < ε

entonces T + S ∈ Φ+(X, Y ), análogamente si T ∈ Φ−(X, Y ), entonces existe

ε > 0 tal que si S ∈ L(X, Y ) y ‖S‖ < ε entonces T + S ∈ Φ−(X, Y ).

De esta última propiedad se deduce que Φ+(X, Y ) y Φ−(X,Y ) son subcon-

juntos abiertos de L(X, Y ). En [10] se puede encontrar una exposición detallada

sobre este tema, aśı como también las demostraciones de las propiedades antes men-

cionadas.

Un ejemplo importante de operadores semi-Fredholm superior son los opera-

dores acotados inferiormente, un operador T ∈ L(X, Y ) es acotado inferiormente si

es inyectivo y tiene rango cerrado. Un ejemplo importante de operador semi-Fredholm

inferior son los operadores sobreyectivos.

1.1.2. Operadores estrictamente singulares, estrictamente co-

singulares e inesenciales

Un operador T ∈ L(X, Y ) se llama estrictamente singular si ninguna res-

tricción, T |M , de T a un subespacio cerrado de dimensión infinita M de X es un

isomorfismo; y se dice estrictamente cosingular si no existe subespacio cerrado de

codimensión infinita N de Y tal que QNT es sobreyectiva. Se denota por SS(X, Y )

y SC(X, Y ) las clases de los operadores estrictamente singulares y estrictamente

cosingulares respectivamente. Estas operadores también se llaman operadores de

Kato y operadores de Pelczynski, respectivamente. Para un estudio detallado de

las propiedades básicas de estas dos clases puede ver [48].

Estas clases de operadores están relacionados por dualidad de la siguiente ma-

nera, si el adjunto de un operador T ∈ L(X; Y ) es estrictamente singular entonces

el operador T es estrictamente cosingular, esto es si T ∗ ∈ SS(Y ∗, X∗) entonces

T ∈ SC(X, Y ), análogamente si T ∗ ∈ SC(Y ∗, X∗) entonces T ∈ SS(X,Y ), una
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demostración de este resultado puede ser encontrada en [1, Teorema 7.53], y en

[2] se puede encontrar un ejemplo que muestra que los rećıprocos de las relaciones

anteriores en general no son ciertos.

En [48] se muestra que SS(X,Y ) y SC(X, Y ) son subespacios cerrados de

L(X, Y ), más aún si T ∈ L(X,Y ), S ∈ SS(Y, Z) y U ∈ L(Z, W ) entonces

UST ∈ SS(X,W ). De manera similar si T ∈ L(X, Y ), S ∈ SC(Y, Z) y U ∈ L(Z,W )

entonces UST ∈ SC(X, W ).

Los operadores compactos constituyen un ejemplo de operadores que son es-

trictamente singular y estrictamente cosingular tal y como lo exhibe el siguiente

teorema.

Teorema 1.1.2. Todo operador compacto es estrictamente singular y estrictamente

cosingular

Los detalles de la demostración del teorema anterior se pueden encontrar en

[1, Teorema 7.36]. En [2] se puede encontrar un ejemplo que muestra que el rećıproco

del teorema anterior en general no es cierto.

Otro ejemplo importante de operadores que son estrictamente singular lo

constituyen los operadores débil compactos cuyo dominio satisfaga la propiedad de

Dunford-Pettis, se recuerda que un espacio de Banach X satisface la propiedad de

Dunford-Pettis si todo operador débil compacto T : X −→ Y es completamente con-

tinuo, es decir, siempre que (xn) converja débilmente en X entonces (Txn) converge

en norma en Y . Los espacios L∞(0, 1), L1(0, 1) y el espacio de las funciones conti-

nuas sobre el conjunto compacto K, C(K), son ejemplos de espacios que tienen la

propiedad de Dunford-Pettis (ver [36, Teorema II. 4.30] y [6, Teorema 5.4.5]).

Proposición 1.1.3. Sea X un espacio de Banach que satisface la propiedad de

Dunford-Pettis, entonces todo operador débil compacto T : X −→ Y es estrictamente

singular.

Demostración. Sea M un subespacio cerrado de X tal que la restricción T |M es

un isomorfismo y sea (xn) una sucesión acotada en M . Como T es débil compacto
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existe una subsucesión (xnk
) tal que T (xnk

) converge débilmente. Dado que T |M es

un isomorfismo entonces (xnk
) converge débilmente. Esto dice que M es reflexivo.

Como X satisface la propiedad de Dunford-Pettis, el operador T es comple-

tamente continuo. Entonces la sucesión (Txnk
) converge en norma, por lo que T es

compacto. De aqúı que M tiene dimensión finita y por tanto T es estrictamente

singular.

La siguiente proposición presenta una propiedad para operadores lineales

definidos sobre L∞, y es consecuencia de [6, Teorema 5.5.5].

Teorema 1.1.4. Si T ∈ L(L∞, Y ) entonces T es débil compacto o existe un subes-

pacio cerrado M , de dimensión infinita, de L∞ tal que M es isomorfo a `∞ y T |M
es un isomorfismo.

Un operador T ∈ L(X, Y ) se denomina inesencial si IX−ST ∈ Φ(X, X) para

todo S ∈ L(X,Y ). Se denota por In(X, Y ) la clase de los operadores inesenciales de

X en Y .

Sea T ∈ L(X, Y ) en [48] se muestra que las clases de los operadores estric-

tamente singulares y estrictamente cosingulares están contenidas en la clase de los

operadores inesenciales. También es conocido que In(X) es un ideal de operadores

[48].

1.2. La clase de perturbación para operadores semi-

Fredholm

Sea A una clase de operadores continuos entre espacios de Banach. La Clase

de perturbación PA de A se define en [35] por sus componentes, es decir,

PA(X,Y ) := {K ∈ L(X, Y ) : K + A ∈ A(X, Y ), para cada A ∈ A(X,Y )},

donde X y Y son espacios de Banach tales que A(X, Y ) es no vaćıo. En el caso que

X = Y escribiremos A(X) en vez de A(X, X).
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Teorema 1.2.1. [35, Lema 2.1] Dados dos espacios de Banach X, Y para los cuales

PA(X, Y ) 6= ∅, se cumple que:

1. PA(X,Y ) es un subespacio cerrado de L(X,Y )

2. Si T ∈ PA(X, Y ), entonces TS y UT están en PA(X, Y ) para todo S ∈ L(X)

y todo U ∈ L(Y )

Lema 1.2.2. [4, Lemma 3.3] Sea A una de las clases Φ+, Φ− o Φ. Suponga que

A(X, Y ) 6= ∅ y sea K ∈ PA(X, Y ). Entonces:

1. Si A es un isomorfismo de W sobre X y B es un isomorfismo de Y sobre Z,

entonces BKA ∈ PA(W,Z).

2. Si A ∈ L(X) y B ∈ L(Y ), entonces BKA ∈ PA(X, Y ).

Se conoce que si X, Y son espacios de Banach tales Φ(X,Y ) es no vaćıo

entonces la clase PΦ(X, Y ) coincide con In(X, Y ) [35], sin embargo, la clase de

perturbación de Φ+ y de Φ− en general se desconoce.

Para cada par de espacios de Banach X, Y para los cuales la correspondiente

clase de perturbación esté definida, se cumple que

1. SS(X, Y ) ⊂ PΦ+(X,Y ) ([33, Teorema 5.2]),

2. SC(X,Y ) ⊂ PΦ−(X, Y ) ([56, Corolario 1]),

3. PΦ+(X,Y ) ∪ PΦ−(X,Y ) ⊂ In(X,Y ) ([10, Teorema 5.6.9]).

A continuación se presentan pares de espacios X, Y para los cuales las igual-

dades PΦ+(X, Y ) = SS(X,Y ) y PΦ−(X,Y ) = SC(X,Y ) son ciertas. Para esto se

necesitan las siguientes definiciones.

Definición 1.2.3. Un espacio de Banach X se dice que es subproyectivo si todo

subespacio cerrado M de X de dimensión infinita, contiene un subespacio N de

dimensión infinita, complementado en X.
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Se dice que X es superproyectivo si todo subespacio cerrado M de X de

codimensión infinita está contenido en un subespacio N de codimensión infinita,

complementado en X.

Los espacios subproyectivos y superproyectivos se preservan bajo isomorfis-

mos, y obedecen una relación de dualidad siempre y cuando el espacio en cuestión

sea reflexivo, espećıficamente si X es reflexivo entonces X es subproyectivo śı y sólo

si X∗ es superproyectivo, análogamente si X es reflexivo entonces X es superproyec-

tivo śı y sólo si X∗ es subproyectivo. Para más detalles acerca de las propiedades de

los espacios subproyectivos y superproyectivos se puede consultar [59].

Ejemplo 1.2.4. A continuación se muestran algunos espacios subproyectivos y su-

perproyectivos (ver [59])

1. Todo espacio de Hilbert es subproyectivo y superproyectivo.

2. El espacio de sucesiones `p para 1 < p < ∞ es subproyectivo y superproyectivo.

3. El espacio de las sucesiones convergentes a 0, c0 es subproyectivo.

4. El espacio de funciones Lp(0, 1) para 2 ≤ p < ∞ es subproyectivo y el espacio

de funciones Lp(0, 1) para 1 < p ≤ 2 es superproyectivo.

Definición 1.2.5. Un espacio de Banach X se dice que es indescomponible si no

se puede expresar como la suma directa de dos subespacios cerrados de dimensión

infinita.

Se dice que X es hereditariamente indescomponible si todo subespacio cerrado

de X es indescomponible. Se dice que X es hereditariamente cociente indescomponible

si todo cociente de X es indescomponible.

Los espacios de Banach de dimensión finita son ejemplos triviales de espacios

indescomponibles. El siguiente resultado, proporcionado por Weis en 1981 [58], ca-

racteriza los espacios hereditariamente indescomponible y hereditariamente cociente
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indescomponible, y proporciona una solución positiva al problema de la clase de

perturbación.

Teorema 1.2.6. Sea Y un espacio de Banach,

1. L(Y, Z) = SS(Y, Z) ∪ Φ+(Y, Z) para todo espacio de Banach Z śı y sólo si Y

es hereditariamente indescomponible.

2. L(X,Y ) = SC(X, Y ) ∪ Φ+(X, Y ) para todo espacio de Banach X śı y sólo si

Y es hereditariamente cociente indescomponible.

La existencia de espacios de Banach de dimensión infinita indescomponible

era un problema abierto en el momento en que Weis [58], probó su resultado. No fue

hasta 1993 que Gowers y Maurey [27] construyen ejemplos de espacios que satisfacen

esta condición.

Ahora bien, se conoce que la igualdad entre estas clases de operadores,

PΦ+(X, Y ) = SS(X,Y ), ocurre en los siguientes casos:

1. Y subproyectivo ([35], [4]);

2. X = Y = Lp(µ), 1 ≤ p ≤ ∞ ([57]), (El caso 2 < p < ∞ fue probado en [41]);

3. X hereditariamente indescomponible ([4, Teorema 3.14]);

4. X es separable y Y contiene una copia complementada de C[0, 1] ([5]).

También la relación PΦ−(X,Y ) = SC(X, Y ) se cumple en los siguientes casos:

1. X superproyectivo ([35], [4]);

2. X = Y = Lp(µ), 1 ≤ p ≤ ∞ ([57]); (El caso 1 < p < 2 sigue del resultado dado

en [41] por dualidad);

3. Y cociente indescomponible ([4, Teorema 3.14]);

4. X contiene una copia complementada de `1 y Y es separable ([5]).
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Cabe destacar que utilizando producto de espacios de Banach exóticos (se les

denomina espacios exóticos porque sus propiedades contrastan enormemente con las

de los espacios clásicos conocidos hasta entonces), del tipo hereditariamente indes-

componible (H.I) y cociente indescomponible (Q.I), González en el 2003 [26], logra

mostrar que las inclusiones SS(X,Y ) ⊂ PΦ+(X, Y ) y SC(X,Y ) ⊂ PΦ−(X, Y ), son

estrictas para este tipo de espacios, tal y como se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 1.2.7. [26, Teorema 4] Sea X un espacio de Banach reflexivo y he-

reditariamente indescomponible, sea Y un subespacio cerrado de X tal que

dim(Y ) = dim(X/Y ) = ∞. Si Z = X × Y entonces

PΦ+(Z) 6= SS(Z)

y

PΦ−(Z∗) 6= SC(Z∗)

Aún cuando la solución general del problema de la clase de perturbación para

operadores semi-Fredholm es negativa, es interesante y se considera de importancia

hallar pares de espacios X, Y que cumplan las relaciones PΦ+(X, Y ) = SS(X, Y )

y PΦ−(X,Y ) = SC(X, Y ), pues esto proporcionaŕıa caracterizaciones intŕınsecas en

estos casos.

1.3. Bases en espacios de Banach

En esta sección se introduce el concepto de base de Schauder de un espacio

de Banach y la noción correspondiente de sucesión básica. Para más detalles de este

tema se recomienda ver [6] y [37]

Definición 1.3.1. Sea X un espacio de Banach, una sucesión (xn) de elementos de

X se denomina base de X si para cada x ∈ X existe una única sucesión de escalares

(an) tal que x =
∑∞

n=1 anxn.
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Ejemplo 1.3.2. La sucesión de vectores unitarios (en), es una base para los espacios

c0 y lp para 1 ≤ p < ∞.

Definición 1.3.3. Sea X un espacio de Banach, una sucesión (xn) de elementos de

X, suponga que existe una sucesión (x∗n) en el espacio dual X∗ tal que

1. x∗k(xj) = 1 si j = k y x∗k(xj) = 0 si j 6= k,

2. para cada x ∈ X, x =
∑∞

n=1 x∗n(x)xn.

Entonces la sucesión (xn) es llamada base de Schauder para X y los funcionales (x∗n)

son llamados funcionales biortogonales asociados a (xn).

Teorema 1.3.4. [6, Teorema 1.1.3] Sea X un espacio de Banach (separable), una

sucesión (xn) en X es base de Schauder para X si y sólo si (xn) es una base para X.

Observe que si (xn) es base, entonces para cada k ∈ N, fijo, se tiene que

x∗k(
∞∑

n=1

anxn) := ak,

y la expresión

Pk(
∞∑

n=1

anxn) :=
k∑

n=1

anxn

define un operador acotado Pk : X → X tal que ĺımk→∞ Pk(x) = x para cada x ∈ X,

que se denomina proyección natural asociada a la base (xk).

Definición 1.3.5. Sea (xn) una base para el espacio de Banach X y considere la

sucesión (Pk) de las proyecciones naturales asociadas a la base, entonces la constante

K > 0 tal que K = supn ‖Pn‖ se denomina constante básica de la sucesión (xn). En

el caso que K = 1 se dice que la base (xn) es monótona.

Definición 1.3.6. Una sucesión (xn) en un espacio de Banach X se dice sucesión

básica si (xn) es base de [xn], es decir, si es base del espacio cerrado generado por

(xn).
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Teorema 1.3.7. [6, Proposición 1.1.9] Una sucesión (xn), no nula, en un espacio

de Banach X es básica si y sólo si existe una constante positiva K tal que

‖
m∑

j=1

ajxj‖ ≤ K‖
n∑

j=1

ajxj‖

para toda sucesión de escalares (an) y para cualquier par de enteros m, n tales que

m ≤ n.

Definición 1.3.8. Dos bases, o sucesiones básicas, (xn) y (yn) en los espacios de

Banach X, Y , respectivamente, se denominan equivalentes, lo cual se denota por

(xn) ∼ (yn), si siempre que se tome una sucesión de escalares (an), se tiene que la

serie
∑∞

n=1 anxn converge si y sólo si la serie
∑∞

n=1 anyn converge.

Teorema 1.3.9. [6, Teorema 1.3.2] Dos bases, o sucesiones básica, (xn) y (yn) son

equivalentes si y sólo si existe un isomorfismo T : [xn] → [yn] tal que T (xn) = yn

para cada n ∈ N.

Corolario 1.3.10. [6, Corolario 1.3.4] Sean (xn) y (yn) dos bases para los espacios de

Banach X, Y , respectivamente, entonces (xn) ∼ (yn) si y sólo si existe una constante

C > 0 tal que para toda sucesión de escalares (an), distinta de cero para una cantidad

finita de términos, se tiene que

C−1‖
∞∑

n=1

aiyi‖ ≤ ‖
∞∑

n=1

aixi‖ ≤ C‖
∞∑

n=1

aiyi‖.

Definición 1.3.11. Una sucesión básica (xn) en un espacio X se dice complementada

si el espacio cerrado generado por (xn), el cual denotaremos por [xn], es complemen-

tado como subespacio de X

Teorema 1.3.12. [6, Teorema 1.3.9] (Principio de las pequeñas perturbaciones) Sea

(xn) una sucesión básica en un espacio de Banach X con constante básica K. Si (yn)

es una sucesión en X tal que

2K
∞∑

n=1

‖xn − yn‖
‖xn‖ = θ < 1.

Entonces
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1. (yn) es una sucesión básica con constante a lo más K(1 + θ)(1− θ)−1.

2. (yn) es base si (xn) lo es, en tal caso la constante básica de (yn) es a lo más

K(1 + θ)(1− θ)−1.

3. [yn] es complementado si [xn] lo es.

Teorema 1.3.13. [6, Proposición 1.5.4] (Principio de selección Bessaga-PeÃlczyński )

Si (xn) es una sucesión débil nula en un espacio de Banach X tal que ı́nfn ‖xn‖ > 0

entonces (xn) tiene una subsucesión básica.

Teorema 1.3.14. [6, Teorema 1.5.6] Sea S un subconjunto acotado de un espacio

de Banach X tal que 0 /∈ S
‖.‖

, entonces las siguientes son equivalentes

(i) S no contiene sucesión básica

(ii) S
w

es débil compacta y no contiene al 0

Teorema 1.3.15. [6, Corolario 1.6.4] Un espacio de Banach X es reflexivo si y sólo

si toda sucesión acotada tiene una subsucesión que converge débilmente

Teorema 1.3.16. [6, Teorema 10.2.1] (Teorema sobre `1 de Rosenthal) Sea (xn) una

sucesión acotada en el espacio de Banach X. Entonces (xn) tiene una subsucesión

débil de Cauchy, o (xn) tiene una subsucesión equivalente a la base unitaria de `1.

Definición 1.3.17. Una base (xn) de un espacio de Banach X se llama incondicional

si para cada x ∈ X la serie
∑∞

n=1 x∗n(x)xn converge incondicionalmente.



Caṕıtulo 2

El problema de la clase de

perturbación sobre espacios Lp

Este caṕıtulo tiene por finalidad mostrar los detalles de los resultados obtenidos

por González y Salas-Brown [24], en el 2010, dichos resultados proporcionan una res-

puesta positiva al problema de la clase de perturbación, espećıficamente se muestra

que PΦ+(X, Y ) = SS(X, Y ) cuando X = Lp, 1 < p < 2 y Y satisface cierta condi-

ción denominada propiedad de Orlicz, también se muestra que la igualdad es cierta

para p = 1 y Y secuencialmente débil completo, y cuando 2 < p < ∞ y Y es

arbitrario.

Como consecuencia, y de manera dual, se obtiene que PΦ−(X, Y ) = SC(X, Y )

cuando Y = Lq, 2 < q < ∞ y el dual de el espacio X, X∗, satisface la propiedad de

Orlicz. Además se obtiene que PΦ−(X,Y ) = SC(X,Y ) cuando 1 ≤ q < 2 y X es

arbitrario.

Estos resultados generalizan los trabajos de Milmam (1969) [41] y Weis (1977)

[57]. Milman demostró que PΦ+(X, Y ) = SS(X, Y ) si X = Y = Lp(µ) y 2 < p < ∞,

también mostró que PΦ−(X, Y ) = SC(X, Y ) si X = Y = Lp(µ) y 1 < p < 2, luego

Weis logró extender estos resultados para 1 ≤ p ≤ ∞.

En la primera sección de este caṕıtulo se resumen algunas propiedades de
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los espacios de Banach Lp, necesarias para el desarrollo de los resultados antes men-

cionados, en la segunda sección se introduce la propiedad de Orlicz y se proporcionan

ejemplos de espacios de Banach que satisfacen esta propiedad, finalmente en la ter-

cera sección se exponen de manera detallada los resultados obtenidos en [24].

2.1. Espacios Lp para 1 ≤ p ≤ ∞
El objetivo de esta sección es recopilar algunas propiedades geométricas de los

espacios Lp, las definiciones y resultados sobre los espacios Lp que se presentan han

sido tomados de los textos [6] y [12].

Si 1 ≤ p < ∞, el espacio Lp(0, 1) consiste (salvo en igualdad en casi todas

partes) de las funciones medibles f definidas sobre (0, 1) tales que

‖f‖p =

(∫ 1

0

|f(t)|pdµ(t)

)1/p

< ∞

donde µ denota la medida de Lebesgue sobre (0, 1).

El espacio L∞(0, 1) consiste (salvo en igualdad en casi todas partes) de las

funciones medibles f definidas sobre (0, 1) tales que

‖f‖∞ = ı́nf{λ > 0 : |f(t)| ≤ λ a.e}

Para 1 ≤ p ≤ ∞, el espacio Lp(0, 1) se denota, por comodidad, por Lp, su norma por

‖·‖p y la medida de Lebesgue sobre (0, 1) por µ. Se observa que, para 1 ≤ p < q ≤ ∞
y para una función medible f sobre (0, 1), se cumple que ‖f‖p ≤ ‖f‖q; de aqúı que

el espacio Lq está contenido en Lp.

El espacio Lp para 1 ≤ p < ∞ tiene una base monótona (ver [6, Proposición

6.1.3]), la cual se denomina el sistema de Haar. El sistema de Haar se define como

la sucesión de funciones (hn), sobre [0, 1] tales que h1 = 1 y para n = 2k + s (donde

k = 0, 1, 2, ..., y s = 1, 2, ..., 2k),

hn(t) =





1, si t ∈ [2s−2
2k+1 , 2s−1

2k+1 ),

−1, si t ∈ [2s−1
2k+1 , 2s

2k+1 ),

0, en otro caso.
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Más aún, el sistema de Haar es una base incondicional en Lp para 1 < p < ∞,

este resultado fue establecido en 1932 por Paley [44], los detalles de la demostración

también se pueden encontrar en [6, Teorema 6.1.6]

Para p = 1, el espacio Lp no tiene base incondicional (ver [37, Proposición

1.d.1]), sin embargo, todo subespacio cerrado de dimensión infinita de L1 contiene

una sucesión básica incondicional, tal y como lo exhibe el siguiente resultado.

Proposición 2.1.1. Para 1 ≤ p < ∞, todo subespacio cerrado infinito dimensional

de Lp contiene una sucesión básica incondicional.

Demostración. Para 1 < p < ∞, la base de Haar (hn) es una base incondicional de

Lp, luego todo subespacio cerrado de dimensión infinita contiene un subespacio Z el

cual tiene una base equivalente a un bloque de (hn) (ver [37, Proposición 1.a.11]).

Para el espacio L1, dado un subespacio cerrado M de dimensión infinita de L1,

se tiene que M contiene un subespacio isomorfo a `1 o es isomorfo a un subespacio

de Lq con 1 < q ≤ 2 [51, Teorema 8]. Dado que la base unitaria de `1 es incondicional

el resultado también es cierto para p = 1.

El siguiente resultado trata sobre subespacios cerrados de Lp. La demostración

del mismo, en el caso que M sea isomorfo a `2 se puede encontrar en [46, Teorema

3.1], y en el caso que M sea isomorfo a `p, se puede ver [6, Teorema 7.2.6 y Teorema

6.4.8].

Teorema 2.1.2. Sea 1 < p < ∞ y M un subespacio cerrado de Lp isomorfo a `p o

isomorfo a `2, entonces M contiene un subespacio isomorfo a M y complementado

en Lp.

El siguiente resultado fue mostrado en 1962 por Kadets y Pelczyński [32],

también se puede encontrar una demostración en [6, Teorema 6.4.8].

Teorema 2.1.3. Sea M un subespacio cerrado infinito dimensional de Lp, para

2 ≤ p < ∞. Entonces M contiene un subespacio isomorfo a `p y complementado en

Lp o M es isomorfo a `2 y complementado en Lp.
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En el caso que M sea un subespacio no reflexivo de L1 se tiene una versión

del teorema anterior.

Teorema 2.1.4. [6, Proposición 5.6.2] Sea M un subespacio cerrado infinito di-

mensional no reflexivo de L1, entonces M contiene un subespacio isomorfo a `1 y

complementado en L1.

Los detalles de la demostración del siguiente teorema se pueden encontrar en

[6, Teorema 7.2.6].

Teorema 2.1.5. Suponga que M es un subespacio cerrado de Lp (1 ≤ p < 2). En-

tonces M no contiene subespacios isomorfos a `p si y sólo si la bola cerrada unitaria

de M es p-equi-integrable, es decir, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que para todo conjunto

medible E ⊂ (0, 1) con µ(E) < δ se cumple que

sup
f∈BM

∫

E

|f |pdµ < ε.

A continuación se presentan una serie de propiedades relacionadas con los

espacios de sucesiones `p.

Proposición 2.1.6. Todo subespacio cerrado Y de dimensión infinita de `p con

1 ≤ p < ∞ contiene un subespacio cerrado Z tal que Z es isomorfo a `p y comple-

mentado en `p.

La demostración de la proposición anterior se puede encontrar en [6, Proposi-

ción 2.2.1].

Proposición 2.1.7. [6, Proposición 2.5.2] Si un espacio de Banach X contiene un

subespacio M isomorfo a `∞ entonces M es complementado en X.

Proposición 2.1.8. Todo subespacio complementado M isomorfo a `p (1 ≤ p < ∞)

de un espacio de Banach X contiene un subespacio M1 isomorfo a M , complementado

en X y con complemento isomorfo a X.
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Demostración. Sea M un subespacio cerrado y complementado de X tal que M es

isomorfo a `p, entonces X se puede expresar como:

X = M ⊕N

con N un subespacio cerrado de X. Dado que M es isomorfo a `p, y `p es isomorfo

a `p ⊕ `p, se pueden tomar dos subespacios M1 y M2 de M isomorfos a M y tales

que M = M1 ⊕ M2. Se observa que M2 ⊕ N es isomorfo a X, lo que concluye la

demostración.

Un espacio de Banach X se denomina primario si siempre que M y N sean

subespacios cerrados de X y X = M⊕N , entonces se cumple que M o N es isomorfo

a X. En [8, Teorema 7] se muestra que el espacio Lp es primario para 1 ≤ p ≤ ∞, lo

cual se enuncia formalmente en el siguiente teorema.

Teorema 2.1.9. El espacio Lp para 1 ≤ p ≤ ∞, es primario.

Del hecho que Lp sea un espacio primario, se obtiene que Lp es isomorfo a

sus subespacios cerrados de codimensión finita. En efecto, si M es un subespacio

cerrado de Lp de codimensión finita entonces existe un subespacio cerrado N de Lp

de dimensión finita tal que Lp = M ⊕N , por ser Lp primario se cumple que M o N

es isomorfo a Lp, pero N no puede ser isomorfo a Lp por ser de dimensión finita, de

manera que M debe ser isomorfo a Lp.

Ahora se enuncian un grupo de proposiciones que serán de gran utilidad para

establecer y desarrolar los resultados de la Sección 3.

Proposición 2.1.10. Sean M y L dos subespacios cerrados de dimensión infinita

de Lp, L isomorfo a Lp, tales que M + L es cerrado y M ∩ L es de dimensión

finita entonces L contiene un subespacio cerrado L′, de codimensión finita tal que

M ∩ L′ = {0}, M + L′ es cerrado y L′ es isomorfo a Lp.

Demostración. Dado que M ∩ L es de dimensión finita entonces M ∩ L es comple-

mentado en Lp, esto es, existe un subespacio cerrado W de Lp de dimensión infinita
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tal que Lp = (M ∩ L) ⊕ W . Si se toma L′ = L ∩ W entonces L′ es un subespacio

cerrado de Lp y M∩L′ = {0}. Se observa que L′ tiene codimensión finita en L puesto

que L = (M ∩ L) ⊕ L′, y dado que L es isomorfo a Lp, se tiene que L es primario

y por lo tanto isomorfo a L′. Finalmente M + L′ es cerrado puesto que M + L es

cerrado

Proposición 2.1.11. Sea K ∈ L(Lp, Y ) y H un subespacio cerrado de dimensión

infinita de Lp tal que K|H es semi-Fredholm superior, entonces existe un subespacio

cerrado H ′ de H, de codimensión finita tal K|H′ es un isomorfismo.

Demostración. Dado que K|H es semi-Fredholm superior, entonces N(K|H) tiene

dimensión finita y R(K|H) es cerrado, de manera que existe un subespacio H ′ de

H, cerrado de dimensión infinita tal que H = N(K|H) ⊕ H ′. Entonces H ′ tiene

codimensión finita y K|H′ es un isomorfismo.

Proposición 2.1.12. Sea f ∈ Lp tal que ‖f‖p ≤ 1 entonces dado M > 0 se tiene

que

µ ({t ∈ (0, 1) : |f(t)| > M}) < 1/Mp.

Demostración. Sea f ∈ Lp tal que ‖f‖p ≤ 1 entonces

1 ≥
∫ 1

0

|f(t)|pdµ(t)

=

∫

{t∈(0,1) : |f(t)|>M}
|f(t)|pdµ(t) +

∫

{t∈(0,1) : |f(t)|≤M}
|f(t)|pdµ(t)

≥
∫

{t∈(0,1) : |f(t)|>M}
|f(t)|pdµ(t)

>

∫

{t∈(0,1) : |f(t)|>M}
Mpdµ(t) = Mpµ ({t ∈ (0, 1) : |f(t)| > M})

De aqúı que

µ ({t ∈ (0, 1) : |f(t)| > M}) < 1/Mp

que era lo que se queŕıa demostrar.
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2.2. La propiedad de Orlicz

En esta sección se introduce la propiedad de Orlicz y se ilustran espacios de

Banach que satisfacen esta propiedad a través de ejemplos concretos, esta propiedad

será de gran ayuda para enunciar y demostrar el resultado principal de este caṕıtulo,

el cual se establece en la próxima sección.

En primer lugar, se recuerda que una sucesión (xn) en un espacio de Banach

X se denomina semi-normalizada si es acotada y satisface ı́nfn∈N ‖xn‖ > 0, y se dice

que (xn) es débil nula si (xn) converge débilmente a 0.

Definición 2.2.1. Se dice que un espacio X satisface la propiedad de Orlicz si cada

sucesión semi-normalizada y débil nula (xn) en X tiene una subsucesión (xnk
) que

satisface una 2-estimación inferior, es decir, si existe una constante C > 0 tal que,

para cada sucesión de escalares (ak),

∥∥
∞∑

k=1

akxnk

∥∥ ≥ C
( ∞∑

k=1

|ak|2
)1/2

.

En 1930, Orlicz [43], establece que el espacio Lp satisface la propiedad de Orlicz

para 1 ≤ p ≤ 2. Una demostración de este resultado también puede ser consultada

en [8, Formula (1.10)], formalmente:

Teorema 2.2.2. El espacio Lp satisface la propiedad de Orlicz para 1 ≤ p ≤ 2.

En 1991, Räbiger [50] también proporciona una demostración del Teorema

2.2.2, mostrando la existencia de una clase de ret́ıculos de Banach que satisfacen la

propiedad de Orlicz.

Antes de enunciar dicho resultado recordemos que un espacio de Banach es

de cotipo q, para algún q ≥ 2, si existe una constante 0 < M < ∞ tal que para toda

colección finita (xj)
n
j=1 de elementos de X se tiene que

∫ 1

0

‖
n∑

j=1

rj(t)xj‖ ≥ M−1(
n∑

j=1

‖xj‖q)1/q
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donde (rn) es la sucesión formada por las funciones de Radamacher las cuales se

definen por rn(t) = sgn(sen(2nπt)). Para más detalles acerca de las funciones de

Radamacher se puede consultar [6] y [12].

Proposición 2.2.3. [50, Corolario en la pág 83] Cada ret́ıculo de Banach de cotipo

2 satisface la propiedad de Orlicz.

Teorema 2.2.4. Un espacio de Banach que satisface la propiedad de Orlicz no con-

tiene subespacios isomorfos a c0.

Demostración. Sea X un espacio de Banach que satisface la propiedad de Orlicz y

tal que que existe un subespacio M de X que es isomorfo a c0, sea T : c0 → M un

isomorfismo sobreyectivo, entonces existe L > 0 tal que ‖Tx‖ ≥ L‖x‖∞ para todo

x ∈ c0. Para n ∈ N, sea en la sucesión que es igual a cero en todas sus componentes,

excepto en la n-ésima posición donde vale 1. Se observa que cada en ∈ c0 y que la

sucesión (en) converge débilmente a 0. Para cada n ∈ N, se toma xn = Ten, entonces

(xn) converge débilmente a 0, además

‖xn‖ = ‖Ten‖ ≥ L‖en‖∞ = L

y

‖xn‖ = ‖Ten‖ ≤ ‖T‖‖en‖∞ = ‖T‖

lo que significa que (xn) es una sucesión semi-normalizada y débil nula en X. Como

X satisface la condición de Orlicz, existe una subsucesión (xnk
) y una constante

C > 0 tal que para la sucesión de escalares (ak) con ak = 1/
√

k se tiene que

‖
∞∑

k=1

akxnk
‖ ≥ C

( ∞∑

k=1

|ak|2
)1/2

= C

( ∞∑

k=1

1

k

)1/2

= ∞

Si se toma x =
∑∞

k=1 akenk
entonces x ∈ c0 y por tal motivo

‖Tx‖ ≤ ‖T‖‖x‖∞ < ∞;
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pero

‖Tx‖ = ‖T
( ∞∑

k=1

akenk

)
‖ = ‖

∞∑

k=1

akT (enk
)‖ = ‖

∞∑

k=1

akxnk
‖ = ∞

lo cual conduce a una contradicción.

En [7, Teorema 4.60] se muestra que si un ret́ıculo de Banach X no contiene

subespacios isomorfos a c0 entonces X es secuencialmente débil completo.

Luego todo ret́ıculo de Banach que satisface la propiedad de Orlicz es secuen-

cialmente débil completo.

Un espacio de Banach Y es secuencialmente débil completo si toda sucesión

débil de Cauchy en Y converge débilmente. El espacio de las funciones integrables,

L1 es un ejemplo de un espacio secuencialmente débil completo tal y como se exhibe

en el siguiente resultado.

Teorema 2.2.5. [6, Teorema 5.2.10] El espacio L1 es secuencialmente débil completo.

2.3. La clase de perturbación para operadores semi-

Fredholm sobre espacios Lp

En esta sección se establece, de manera positiva, una solución al problema de

la clase de perturbación. Se expone de manera detallada los resultados obtenidos por

González y Salas-Brown en [24].

En primer lugar, se observa que para 1 ≤ p ≤ ∞, el conjunto Φ+(Lp, Y ) es

no vaćıo si y sólo si el espacio Y contiene un subespacio isomorfo a Lp. En efecto,

si T ∈ Φ+(Lp, Y ) entonces N(T ) tiene dimensión finita y R(T ) es cerrado, de

modo que existe un subespacio cerrado M de Lp, de dimensión infinita tal que

Lp = N(T ) ⊕M , dado que el espacio de Banach Lp es isomorfo a sus subespacios

cerrados de codimensión finita, se sigue que Lp y M son isomorfos y por tanto T (M)

es un subespacio de Y isomorfo a Lp. Rećıprocamente, si N es un subespacio de Y
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isomorfo a Lp considere el isomorfismo sobreyectivo S : Lp → N y el operador T

obtenido al extender el rango de S a todo el espacio Y , entonces T ∈ Φ+(Lp, Y ).

El siguiente resultado establece condiciones sobre un espacio de Banach Y

para que PΦ+(Lp, Y ) = SS(Lp, Y ) para 1 < p < 2.

Teorema 2.3.1. Sean 1 < p < 2, Y un espacio de Banach que contiene un subes-

pacio isomorfo a Lp y que satisface la propiedad de Orlicz. Entonces

PΦ+(Lp, Y ) = SS(Lp, Y ).

Demostración. Sea K ∈ L(Lp, Y ) tal que K /∈ SS(X,Y ), entonces existe un sub-

espacio cerrado H de dimensión infinita de Lp tal que la restricción K|H es un

isomorfismo. Se mostrará que K /∈ PΦ+(Lp, Y ).

Primeramente, se considera el caso en que H contiene un subespacio isomorfo

a `p. Por el Teorema 2.1.2, pasando a subespacio si es necesario, se puede asumir que

H es un subespacio complementado isomorfo a `p. Sea M el subespacio cerrado de

Lp tal que Lp = H ⊕M . Dado que Lp es primario (Teorema 2.1.9), se sigue que M

es isomorfo a Lp.

Por hipótesis, Y contiene un subespacio L el cual es isomorfo a Lp. Se consi-

deran los siguientes posibles casos:

(1) K(H) + L es cerrado y K(H) ∩ L tiene dimensión finita,

(2) K(H) ∩ L tiene dimensión infinita,

(3) K(H) + L es no cerrado y K(H) ∩ L tiene dimensión finita.

(1) En virtud de la Proposición 2.1.10, se puede sustituir L por un subespacio

de codimensión finita, y se puede asumir que K(H)∩L = {0}. Sea U ∈ L(M, L) un

isomorfismo sobreyectivo. Se considera el operador

T : Lp = H ⊕M −→ K(H)⊕ L ⊂ Y
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definido por T (x, y) := −K(x) + U(y), entonces T es un isomorfismo, por lo que

T ∈ Φ+(Lp, Y ). Se observa que N(T + K) tiene dimensión infinita pues contiene al

subespacio H. Por lo tanto, T + K /∈ Φ+(Lp, Y ), de aqúı que K /∈ PΦ+(Lp, Y ).

(2) Dado que K(H) es isomorfo a `p, y K(H) ∩ L es un subespacio cerrado

de dimensión infinita de K(H) entonces por la Proposición 2.1.6, K(H)∩L contiene

un subespacio N1 isomorfo a `p.

Como N1 es un subespacio de L y L es isomorfo a Lp, se tiene por el Teorema

2.1.2, que N1 contiene un subespacio N2 isomorfo a `p y complementado en L. De

modo que L se puede expresar como: L = N2⊕W , donde W es un subespacio cerrado

de dimensión infinita de L.

Como Lp es primario, el complemento de N2 en L es isomorfo a Lp, es decir,

W es isomorfo a Lp. Aśı, reemplazando L por este complemento y reemplazando H

por (K|H)−1(N2), el cual es un subespacio complementado en Lp y es isomorfo a

`p, se puede asumir que la suma K(H) + L es directa y cerrada; y por lo tanto se

obtienen las condiciones del caso (1).

(3) En este caso, se definirá un operador compacto K1 ∈ L(Lp, Y ) tal que

(K + K1)(H) ∩ L tenga dimensión infinita.

De ser posible esto, entonces (K + K1)|H seŕıa un operador semi-Fredholm

superior, puesto que al ser K|H un isomorfismo K|H ∈ Φ+(H, Y ) y la clase de

operadores semi-Fredholm es estable bajo la suma de operadores compactos.

En virtud de la Proposición 2.1.11, pasando a un subespacio de codimensión

finita, se puede asumir que (K+K1)|H es un isomorfismo. Luego, usando el argumento

del caso (2) se obtendŕıa un operador T ∈ Φ+(Lp, Y ) tal que T +K+K1 /∈ Φ+(Lp, Y ).

Entonces T + K /∈ Φ+(Lp, Y ), de aqúı que K /∈ PΦ+(Lp, Y ).

Ahora bien, se procede a definir tal operador compacto. Como en el caso (1), se

puede asumir que K(H)∩L = {0}. Del hecho que K(H)+L es no cerrado, se sigue que

existe una sucesión normalizada (yn) en K(H) tal que dist(yn, L) < 2−n. Se observa
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que (yn) no tiene subsucesiones convergentes, pues en caso contrario, de existir una

subsucesión convergente a un punto y se tendŕıa que ‖y‖ = 1 y y ∈ K(H)∩L, lo cual

no es posible. Análogamente, el ĺımite de cada subsucesión que converja débilmente

debe ser 0. Dado que `p es reflexivo, se puede concluir que (yn) converge débilmente

a 0. Luego, por la Proposición 1.3.13, pasando a subespacio, se puede suponer que

(yn) es una sucesión básica.

Sea (hn) una sucesión en H tal que K(hn) = yn para cada n ∈ N. Dado que

K es un isomorfismo sobre H, (hn) es una sucesión básica, por lo tanto existe una

sucesión acotada (h∗n) en el espacio dual Lp
∗ tal que 〈h∗i , hj〉 = δij para cada i, j ∈ N.

Se selecciona ahora, una sucesión (zn) en L tal que‖yn− zn‖ < 2−n para cada

n ∈ N. Como
∑∞

i=1 ‖h∗i ‖‖zi − yi‖ < ∞, la expresión

K1(f) =
∞∑
i=1

〈h∗i , f〉(zi − yi),

define un operador compacto K1 ∈ L(Lp, Y ) tal que (K + K1)(hn) = zn para cada

n ∈ N. De aqúı que (K + K1)(H)∩L tenga dimensión infinita, tal y como se queŕıa

probar.

Ahora se considera el caso que H no contenga subespacios isomorfos a `p. Por

el Teorema 2.1.5, la bola unitaria, en Lp, BH es p-equi-integrable. Por lo tanto, para

cada ε > 0 existe δε > 0 tal que

µ(A) < δε =⇒ ‖fχA‖p < ε, para todo f ∈ BH . (2.1)

Se denota por Mε := δ
−1/p
ε ; de aqúı que 1/Mp

ε = δε.

Por Proposición 2.1.12, se tiene que

µ
({t ∈ (0, 1) : |f(t)| > Mε}

)
< 1/Mp

ε = δε. (2.2)

para toda f ∈ BH

Se fija 0 < ε < 1/2. Por Proposición 2.1.1, se puede tomar una sucesión básica

incondicional, normalizada (fn) en H. Dado que K|H es un isomorfismo, existe una

constante C > 0 tal que ‖Kf‖ ≥ C‖f‖p para cada f ∈ H.
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Se define gn ∈ Lp por

gn(t) =





fn(t), si |fn(t)| ≤ Mε,

0, otro caso.

De las expresiones (2.1) y (2.2) se tiene que para cada n ∈ N

‖gn − fn‖p
p =

∫ 1

0

|gn − fn|pdµ(t)

=

∫

{t∈(0,1) : |f(t)|>Mε}
|fn|pdµ(t) < εp

Por lo que ‖gn‖p ≥ ‖gn‖p− ε = 1− ε. Dado que Lp es reflexivo, y (gn− fn) es

una sucesión acotada en Lp, pasando a subsucesión, se puede asumir que (gn − fn)

converge débilmente a g ∈ Lp con ‖g‖p ≤ ε.

La sucesión (fn) converge débilmente a 0, pues es una sucesión básica en un

espacio reflexivo. Entonces (gn) converge débilmente a g, de aqúı que |g(t)| ≤ Mε

a.e.

La sucesión (hn) definida por hn(t) := gn(t)− g(t), para cada n ∈ N satisface:

‖hn‖p = ‖gn − g‖p ≤ ‖gn‖p + ‖g‖p ≤ 1 + ε < 3
2
.

‖hn‖p ≥ ‖gn‖p − ‖g‖p ≥ 1− 2ε.

‖hn‖∞ = ‖gn − g‖∞ ≥ ‖gn‖∞ + ‖g‖∞ ≤ 2Mε.

(hn) converge débilmente a cero en Lp.

Además, (Khn) converge débilmente a cero en Y , luego seleccionando ε lo suficien-

temente pequeño, se puede asumir que (Khn) es semi normalizada. En efecto,

‖Khn‖ ≥ ‖Kfn‖ − ‖K(fn − gn)‖ − ‖Kg‖ > C − 2ε‖K‖.

Dado que ‖hn‖∞ ≤ 2Mε para cada n, la sucesión (hn) es semi-normalizada y

débil nula en L2, luego por el Teorema 1.3.13, (hn) contiene una subsucesión básica.

Pasando a subsucesión, se puede asumir que (hn) es equivalente a la base unitaria
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de `2 en L2 y que (Khn) satisface una 2-estimación inferior en Y , como este espacio

satisface la propiedad de Orlicz, existen constantes 0 < C1 < C2 < ∞ tales que, para

cada sucesión de escalares (an),

C1

( ∞∑
n=1

|an|2
)1/2 ≤

∥∥
∞∑

n=1

anKhn

∥∥ ≤ ‖K‖ ·
∥∥

∞∑
n=1

anhn

∥∥
p

≤ ‖K‖ ·
∥∥

∞∑
n=1

anhn

∥∥
2
≤ C2‖K‖ ·

( ∞∑
n=1

|an|2
)1/2

.

Sea J : L2 −→ Lp el operador inclusión, entonces se ha probado que KJ es un iso-

morfismo sobre un subespacio de L2 isomorfo a `2. De aqúı que K es un isomorfismo

sobre un subespacio M de Lp isomorfo a `2. Por el Teorema 2.1.2, se puede asumir

que M es complementado en Lp.

Siguiendo un argumento similar al seguido en el caso que K es un isomorfismo

sobre un subespacio complementado isomorfo a `p se concluye la prueba.

Se analiza ahora, que condiciones se deben imponer sobre el espacio Y de

manera que se pueda extender el Teorema 2.3.1 a los valores de p no considerados

alĺı.

El siguiente resultado es una versión del Teorema 2.3.1 para p = 1, la condición

impuesta al espacio Y es que sea secuencialmente débil completo. Observe que todo

ret́ıculo de Banach que satisface la propiedad de Orlicz es secuencialmente débil

completo

Teorema 2.3.2. Sea Y un espacio de Banach secuencialmente débil completo que

contiene un subespacio isomorfo a L1. Entonces PΦ+(L1, Y ) = SS(L1, Y ).

Demostración. Sea K ∈ L(L1, Y ) tal que K /∈ SS(X, Y ), entonces por la Proposición

1.1.3, K no es débil compacto. Dado que Y es secuencialmente débil completo, existe

una sucesión acotada (xn) en L1 tal que (Kxn) no tiene subsucesiones débilmente

Cauchy. Por el Teorema 1.3.16, se puede asumir que tanto (xn) como (Kxn) son

equivalentes a la base de `1. Si se denota por H el subespacio cerrado generado por

(xn), se tiene que H es isomorfo a `1 y K|H es un isomorfismo.
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El resto de la prueba es similar al caso cuando H contiene un subespacio

isomorfo a `p en la prueba del Teorema 2.3.1.

A continuación se presentan los detalles. Por el Teorema 2.1.4, pasando a un

subespacio más pequeño, de ser necesario, se puede asumir que H es complementado

en L1. Sea L el subespacio de Y isomorfo a L1, se consideran las tres siguiente

posibilidades relativas a los subespacios K(H) y L:

(1) K(H) + L es cerrado y K(H) ∩ L es de dimensión finita,

(2) K(H) ∩ L es de dimensión infinita,

(3) K(H) + L no es cerrado y K(H) ∩ L es de dimensión finita.

En el caso (1), usando un argumento similar al argumento usado en la prueba

del Teorema 2.3.1, se supone que K(H) ∩ L = {0} y se construye un operador

T : L1 = H ⊕M −→ K(H)⊕ L ⊂ Y tal que T ∈ Φ+(L1, Y ) y T + K /∈ Φ+(L1, Y ),

de modo que K /∈ PΦ+(L1, Y )

El caso (2), sigue como la demostración del Teorema 2.3.1, pero aqúı se aplica

el Teorema 2.1.4 en lugar del Teorema 2.1.2. En efecto, dado que K(H) es isomorfo

a `1, y K(H) ∩ L es un subespacio cerrado de dimensión infinita de K(H) entonces

por Proposición 2.1.6, K(H) ∩ L contiene un subespacio N1 isomorfo a `1.

Como N1 es un subespacio de L y L es isomorfo a L1, se tiene por Teorema

2.1.4, que N1 contiene un subespacio N2 isomorfo a `1 y complementado en L. Se

puede decir que L = N2 ⊕ W , donde W es un subespacio cerrado de dimensión

infinita de L.

Como L1 es primario, el complemento de N2 en L es isomorfo a L1, es decir,

W es isomorfo a L1. Aśı, reemplazando L por este complemento y reemplazando H

por (K|H)−1(N2), el cual es un subespacio complementado en L1 y es isomorfo a

`1, se puede asumir que la suma K(H) + L es directa y cerrada; y por lo tanto se

obtienen las condiciones del caso (1).
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En el caso (3), al igual que en el Teorema 2.3.1 caso (3), se obtiene una suce-

sión normalizada (yn) en K(H) tal que dist(yn, L) < 2−n. Por el Teorema sobre `1 de

Rosenthal (Teorema 1.3.16), (yn) tiene una subsucesión débil de cauchy o una sub-

sucesión equivalente a la base de `1. Dado que L1 es secuencialmente débil completo,

entonces (yn) tiene una subsucesión débil nula o una subsucesión equivalente a la

base de `1. En cualquiera de los dos casos se puede asumir que (yn) es una sucesión

básica, y concluir como se hizo en la prueba del Teorema 2.3.1.

A continuación se proporciona un ejemplo concreto que es consecuencia directa

de los Teoremas 2.3.1 y 2.3.2.

En primer lugar se conoce que para 1 ≤ p, q ≤ 2, Φ+(Lp, Lq) es no vaćıo śı y

sólo si q ≤ p (ver [8, Teorema 26]), además, Lq tiene la propiedad de Orlicz.

Corolario 2.3.3. Sea 1 ≤ q ≤ p < 2, entonces PΦ+(Lp, Lq) = SS(Lp, Lq).

Se observa que cuando 1 ≤ p = q < 2 en el corolario anterior, se obtiene

el resultado dado por Weis en 1977 [57]. De modo que los Teoremas 2.3.1 y 2.3.2

extienden en cierto sentido el resultado de Weis.

A continuación se presentan algunas diferencias entre los casos q < p y q = p

en los resultados previos.

Sea 1 ≤ q < p < 2, entonces SS(Lp, Lq) 6= In(Lp, Lq).

En efecto, dado que Lq contiene subespacios isomorfos a `p (ver [6, Proposición

6.4.3]), si se expresa Lp = M ⊕ N con M isomorfo `p, entonces existe un operador

K ∈ L(Lp, Lq) el cual es un isomorfismo sobre M y vale 0 en N , de aqúı que

K /∈ SS(Lp, Lq). Sin embargo, K ∈ In(Lp, Lq) ya que Lq no contiene subespacios

complementados isomorfos a `p [25, Corolario 2].

Para 1 ≤ p < 2, SS(Lp) = In(Lp), ver [57], y dado que cada subespacio

cerrado de L2 es complementado se tiene que, SS(Lp, L2) 6= In(Lp, L2) y SS(L2) =

In(L2).
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A continuación se considera el caso p ≥ 2, en este caso, sólo basta que

Φ+(Lp, Y ) sea no vaćıo, o equivalentemente que Y contenga un subespacio isomorfo

a Lp.

Teorema 2.3.4. Sea 2 ≤ p < ∞ y Y un espacio de Banach que contiene un subes-

pacio isomorfo a Lp, entonces PΦ+(Lp, Y ) = SS(Lp, Y ).

Demostración. Sea K ∈ L(Lp, Y ) tal que K /∈ SS(X,Y ), entonces existe un sub-

espacio cerrado H de Lp, de dimensión infinita, tal que la restricción K|H es un

isomorfismo.

Por el Teorema 2.1.3, se puede asumir que H es isomorfo a `p o isomorfo a

`2 y complementado en Lp. Por otro lado, Y contiene un subespacio L isomorfo a

Lp. Luego, se consideran las tres siguiente posibilidades relativas a los subespacios

K(H) y L,

(1) K(H) + L es cerrado y K(H) ∩ L es de dimensión finita,

(2) K(H) ∩ L es de dimensión infinita,

(3) K(H) + L no es cerrado y K(H) ∩ L es de dimensión finita.

y se repiten los argumentos dados en la primera parte de la prueba del Teorema

2.3.1, para obtener que K /∈ PΦ+(Lp, Y ).

Teorema 2.3.5. Sea Y un espacio de Banach que contiene un subespacio isomorfo

a L∞, entonces PΦ+(L∞, Y ) = SS(L∞, Y ).

Demostración. Sea K ∈ L(L∞, Y ) tal que K /∈ SS(L∞, Y ), dado que L∞ tiene la

propiedad de Dunford Pettis se tiene por la Proposición 1.1.3 que K no es débil

compacto. Luego por el Teorema 1.1.4 existe un subespacio cerrado H, de dimensión

infinita, de L∞ tal que H es isomorfo a `∞ y K|H es un isomorfismo.

Por el Teorema 2.1.7 se puede suponer que H es complementado en L∞ y

K(H) es complementado en Y .
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Aśı se puede asumir que L∞ = H ⊕M y Y = K(H)⊕ Y0, con M isomorfo a

L∞ y Y0 isomorfo a Y . De manera que Y0 contiene un subespacio isomorfo a L∞.

Sea S ∈ L(M, Y0) un isomorfismo, se define el operador

T : L∞ = H ⊕M → Y = K(H)⊕ Y0

como T (h,m) = K(h) + S(m), entonces T es un isomorfismo, por lo que T ∈
Φ+(L∞, Y ), pero T + K /∈ Φ+(L∞, Y ) puesto que H ⊂ N(T + K).

Como consecuencia de los Teoremas 2.3.1 y 2.3.4, se derivan algunos resultados

sobre PΦ−.

Proposición 2.3.6. Sea X un espacio de Banach que contiene un cociente isomorfo

a Lq. Si se satisface:

(a) 2 < q < ∞ y X∗ satisface la propiedad de Orlicz, o

(b) 1 ≤ q ≤ 2.

Entonces PΦ−(X, Lq) = SC(X, Lq).

Demostración. Sea K ∈ L(X,Lq) tal que K /∈ SC(X, Lq). En primer lugar se con-

sidera 1 < q < ∞, y sea p tal que p := q/(q − 1), entonces K∗ ∈ L(Lp, X
∗) y

K∗ /∈ SS(Lp, X
∗). Luego, por los Teoremas 2.3.1 y 2.3.4, existe un operador T ∈

Φ+(Lp, X
∗) tal que T + K∗ /∈ Φ+(Lp, X

∗).

Dado que Lq es reflexivo, existe un operador S ∈ L(X, Lq) tal que S∗ = T [21,

Teorema II.2.16 ]. De modo que S ∈ Φ−(X,Lq) y S + K /∈ Φ−(X,Lq); de aqúı que

K /∈ PΦ−(X, Lq).

El caso q = 1, es consecuencia de un resultado de PeÃlczyński [45, Teorema

1]: si K ∈ L(X, L1) no es un operador estrictamente cosingular entonces existe un

subespacio complementado M de X isomorfo a `1 tal que K|M es un isomorfismo y

K(M) es complementado en L1. De manera que X se puede expresar como

X = M ⊕X0
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y

L1 = K(M)⊕ L,

con X0 isomorfo a X y L isomorfo a L1. De esta manera se obtiene un operador

T ∈ Φ−(X, L1) tal que T + K /∈ Φ−(X, L1).

Se sigue por dualidad [8, Teorema 26] que Φ−(Lp, Lq) es no vaćıo si y sólo

si 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞. Por lo que el siguiente resultado es una consecuencia de la

Proposición 2.3.6.

Corolario 2.3.7. Sea 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞, entonces PΦ−(Lp, Lq) = SC(Lp, Lq).



Caṕıtulo 3

El problema de la clase de

perturbación sobre espacios

fuertemente subproyectivos y

fuertemente superproyectivos

En este caṕıtulo se definen y estudian las clases de espacios de Banach fuerte-

mente subproyectivos y fuertemente superproyectivos introducidos por González,

Mart́ınez-Abejón y Salas-Brown en [23], y se resuelve, de manera positiva, el proble-

ma de la clase de perturbación para operadores semi-Fredholm sobre estos espacios.

Con el fin de establecer y entender los resultados obtenidos en [23], se ha distribuido

este caṕıtulo en tres secciones. En la primera y segunda sección de este caṕıtulo,

se introduce el concepto de espacio fuertemente subproyectivo y fuertemente super-

proyectivos respectivamente, se estudian algunas propiedades de estos espacios y se

presentan ejemplos de espacios de Banach clásicos que satisfacen esta propiedad. En

la tercera sección se resuelve el problema de la clase de perturbación para operadores

semi-Fredholm utilizando espacios fuertemente subproyectivos y fuertemente super-

proyectivos. Finalmente, se proporcionan ejemplos concretos de espacios de Banach
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para los cuales las igualdades PΦ+(X,Y ) = SS(X, Y ) y PΦ−(X, Y ) = SC(X, Y )

son ciertas.

Como se ha mencionado previamente, un espacio de Banach X se dice sub-

proyectivo si todo subespacio cerrado M de X de dimensión infinita, contiene un

subespacio N de dimensión infinita, complementado en X. Se dice que X es super-

proyectivo si todo subespacio cerrado M de X de codimensión infinita está contenido

en un subespacio N de codimensión infinita, complementado en X.

En [35] y [4] se muestra, respectivamente, que PΦ+(X, Y ) = SS(X, Y ) si Y

es subproyectivo y Φ+(X, Y ) 6= ∅, y que PΦ−(X, Y ) = SC(X,Y ) si X es super-

proyectivo y Φ−(X, Y ) 6= ∅. Dado que muchos espacios subproyectivos conocidos

satisfacen la condición que el complemento del subespacio N es isomorfo al espa-

cio X en cuestión, se ha introducido una nueva definición más fuerte que la antes

mencionada. Algo parecido sucede para los espacios superproyectivos

3.1. Espacios fuertemente subproyectivos

En esta sección se introduce el concepto de espacio fuertemente subproyectivo

dado por González, Mart́ınez-Abejón y Salas-Brown en [23], se estudian algunas

propiedades de estos espacios, se dan condiciones necesarias y suficientes para que la

clase Φ+(X, Y ) sea no vaćıa cuando X es fuertemente subproyectivo y se presentan

ejemplos de espacios de Banach clásicos que satisfacen esta propiedad.

Definición 3.1.1. Se dice que un espacio X es fuertemente subproyectivo si para

todo subespacio cerrado M de X de dimensión infinita existe un subespacio N de X

de dimensión infinita, complementado, contenido en M y tal que su complemento es

isomorfo a X.

En primer lugar, se muestra que la propiedad de ser fuertemente subproyectivo

se conserva a través de isomorfismos.

Teorema 3.1.2. Un espacio isomorfo a un espacio fuertemente subproyectivo es
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fuertemente subproyectivo.

Demostración. Sean X un espacio fuertemente subproyectivo, Y un espacio isomorfo

a X y T : X → Y un isomorfismo sobreyectivo. Sea M un subespacio cerrado de

dimensión infinita de Y entonces T−1(M) es un subespacio cerrado de dimensión

infinita de X, por lo que existe un subespacio cerrado N , de dimensión infinita,

contenido en T−1(M), complementado y con complemento isomorfo a X, de manera

que X se puede expresar como: X = N ⊕ H con H ' X, entonces T (N) es un

subespacio cerrado de Y , de dimensión infinita, contenido en M , complementado y

con complemento isomorfo a Y .

A continuación se presenta un resultado que permitirá caracterizar cuando la

clase Φ+(X, Y ) es no vaćıa si el espacio X es fuertemente subproyectivo.

Teorema 3.1.3. Sea X un espacio de Banach fuertemente subproyectivo, entonces

todo subespacio cerrado de codimensión finita de X, contiene un subespacio isomorfo

a X.

Demostración. Sean X un espacio de Banach fuertemente subproyectivo y Z un

subespacio de X de codimensión finita, se puede suponer que dim X/Z = n, entonces

existe un subespacio M de X tal que X = Z ⊕M , se observa que dim M = n, por

tanto Z tiene dimensión infinita.

Luego, por hipótesis, existe un subespacio cerrado H de Z, de dimensión

infinita, complementado en X y con complemento isomorfo a X, de manera que X

se puede expresar como: X = H⊕X0 con X0 isomorfo a X, es de notar que X0 tiene

codimensión infinita. Además Z = H ⊕ (Z ∩X0) por lo que X = H ⊕ (Z ∩X0)⊕M .

Sea W un subespacio de H tal que dim W = n, entonces H = W ⊕ Y , donde

Y es un subespacio cerrado de H, si se denota por Z0 a Y ⊕ (Z ∩X0)⊕M , entonces

X = W⊕Z0. Se observa que Z0 y Z son isomorfos y que (Z∩X0)⊕M es un subespacio

de Z0 isomorfo a X0 y por tanto a X, de donde se concluye el resultado.

Como consecuencia inmediata del teorema anterior se tiene el siguiente resul-

tado.
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Corolario 3.1.4. Sea X un espacio de Banach fuertemente subproyectivo, entonces

Φ+(X, Y ) 6= ∅ si y sólo si Y contiene un subespacio isomorfo a X

Demostración. Sea X un espacio fuertemente subproyectivo y T ∈ Φ+(X, Y ), en-

tonces R(T ) es cerrado y existe un subespacio M de codimensión finita de X tal que

X = N(T )⊕M , por el Teorema 3.1.3, M contiene un subespacio M0 isomorfo a X.

Aśı T (M0) es un subespacio de Y isomorfo a X.

Rećıprocamente, si Y0 es un subespacio de Y isomorfo a X se considera el

isomorfismo sobreyectivo S : X → Y0 y el operador T obtenido al extender el rango

de S a todo el espacio Y , entonces T ∈ Φ+(X,Y ).

A continuación, se presenta un lema que servirá para mostrar que muchos de

los ejemplos de espacios subproyectivos conocidos, son fuertemente subproyectivos.

Lema 3.1.5. Sea X un espacio subproyectivo, si el subespacio N de la definición de

espacios subproyectivos, es isomorfo a N ×N entonces X es fuertemente subproyec-

tivo.

Demostración. Sea X un espacio subproyectivo y M un subespacio cerrado de X,

de dimensión infinita, entonces existe un subespacio cerrado N de X, de dimensión

infinita, tal que N ⊂ M y N es complementado en X, de manera que X se puede

expresar como: X = N ⊕H, con H subespacio cerrado de X. Por hipótesis, se puede

suponer que existen dos subespacios cerrados N1 y N2 de N , isomorfos a N tales

que N = N1 ⊕ N2. De modo que N1 es un subespacio de M , N2 ⊕ H es isomorfo

a X y X = N1 ⊕ (N2 ⊕ H), lo cual demuestra que X es un espacio fuertemente

subproyectivo.

El espacio de las sucesiones p-sumables, `p para 1 ≤ p < ∞ es isomorfo a

`p × `p, el espacio de las sucesiones convergentes a 0, c0, es isomorfo a c0 × c0. De

manera que si el subespacio N de la definición de espacio subproyectivo, es isomorfo

a `p o a c0, entonces en virtud del Lema 3.1.5, se obtiene que el espacio en cuestión

es fuertemente subproyectivo.
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Se finaliza esta sección con una lista de ejemplos de espacios de Banach fuerte-

mente subproyectivos.

Ejemplo 3.1.6. Los espacios lp para 1 ≤ p < ∞ y c0 son fuertemente subproyectivos.

En efecto, sea M un subespacio cerrado de lp (resp. c0) de dimensión infinita, entonces

por la Proposición 2.1.6, M contiene un subespacio cerrado N , tal que N es isomorfo

a lp y complementado en lp (resp. c0).

Ejemplo 3.1.7. Los espacios Lp para 2 ≤ p < ∞ son fuertemente subproyectivos.

En efecto, por Teorema 2.1.3, se tiene que todo subespacio de dimensión infinita de

Lp es siempre isomorfo a `2 y complementado, o contiene un subespacio isomorfo a

`p y complementado en Lp. Luego aplicando el Lema 3.1.5 se concluye el resultado

deseado.

Ejemplo 3.1.8. Sea 1 ≤ p < ∞ y sea w = (wn) una sucesión decreciente de números

positivos tales que w1 = 1, ĺımn→∞ wn = 0 y
∑∞

n=1 wn = ∞. El espacio de sucesiones

de Lorentz, el cual se denota por d(w, p), es el espacio de Banach de todos los escalares

x = (a1, a2, ...) para el cual

‖x‖ = sup
π

( ∞∑
n=1

|aπ(n)|pwn

)1/p

< ∞

donde π vaŕıa sobre todas las permutaciones de enteros positivos.

Si (a∗n) es un reordenamiento decreciente de la sucesión (|an|) entonces la

norma anterior también puede ser expresada de la forma

‖x‖ = sup
π

( ∞∑
n=1

(a∗n)pwn

)1/p

< ∞

para x = (a1, a2, ...) ∈ d(w, p). Si wn = np/q − (n − 1)p/q, con 1 ≤ q < ∞, entonces

el espacio d(w, p) se denota por `q,p. En [37], se muestra que d(w, p) es reflexivo si

1 < p < ∞ y `q,p es reflexivo para 1 < p, q < ∞.

En [37, Proposición 4.e.3], se muestra que todo subespacio cerrado de dimen-

sión infinita de d(w, p) contiene un subespacio isomorfo a `p y complementado en
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d(w, p). Del hecho que `p × `p es isomorfo a `p y del Lema 3.1.5 se obtiene que el

espacio d(w, p) es fuertemente subproyectivo.

Ejemplo 3.1.9. Sea 1 ≤ p < ∞ y W una función positiva, continua y decreciente

sobre (0,∞) tal que

ĺımt→0 W (t) = ∞,

∫ 1

0
W (t)dt = 1 y

∫∞
0

W (t)dt = ∞.

el espacio de funciones de Lorentz el cual se denota por LW,p(I), donde I = (0, a)

con 0 < a ≤ ∞, es el conjunto de todas las funciones medibles sobre I tal que

‖f‖ =

(
q

p

∫ ∞

0

f ∗(t)pW (t)dt

) 1
p

< ∞

donde f ∗(t) = ı́nf{y ≥ 0 : µ({x ∈ I : |f(x)| > y}) ≤ t}.
Para 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ q < ∞, el espacio Lp,q(I), es el conjunto de todas las

funciones medibles sobre I tal que

‖f‖p,q =

(
q

p

∫ ∞

0

f ∗(t)qt
q
p
−1dµ(t)

) 1
q

< ∞ (3.1)

donde I = (0, a) con 0 < a ≤ ∞, provisto de la medida de Lebesgue, la cual se

denota por µ. Si 1 ≤ q < p el espacio Lp,q(I) coincide con el espacio de funciones de

Lorentz LW,q(I), cuando W (t) = q
p
t

q
p
−1, 0 < t < ∞.

Se conoce (ver [15]), identificando por supuesto, funciones iguales en casi todas

partes, que para 1 ≤ q < p, el espacio Lp,q(I) es de Banach con la norma ‖ · ‖p,q;

sin embargo, para 1 < p < q < ∞, la relación ‖ · ‖p,q es una cuasi-norma, la cual es

equivalente a la norma

‖f‖(p,q) =

(
q

p

∫ ∞

0

f ∗∗(t)qt
q
p
−1dt

) 1
q

(3.2)
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donde f ∗∗(t) =
(

1
t

∫ t

0
f ∗(s)ds

)
. El espacio Lp,q(I) es un espacio de Banach con la

norma (3.2),ver [28]. Debido a que las expresiones (3.1) y (3.2) son equivalentes, se

trabajará con la expresión (3.1).

Se sabe que ‖f‖p
p =

∫∞
0

[f ∗(t)]pdt (ver [28]), de donde se obtiene que los espa-

cios Lp,p(I) y Lp(I) coinciden.

Para 1 < p, q < ∞, los espacios Lp,q(I) y LW,p(0, 1) son reflexivos (ver [28,

Proposición (2.7)] y [19]).

Un subespacio X de Lp,q(0, 1) se denomina fuertemente embebido si la norma

de L1(0, 1) y la norma de Lp,q(0, 1) son equivalentes sobre X. A continuación se

presentan algunas propiedades sobre los subespacios de Lp,q(I)

1. Si 2 < p < ∞, 1 ≤ q < ∞ y X es un subespacio de Lp,q(0,∞) entonces X es

isomorfo a `2 y complementado, o X contiene una copia complementada de `q,

[11, Teorema 2.5].

2. Si 1 < p < ∞, 1 ≤ q < ∞ y X es un subespacio de Lp,q(0, 1), entonces X

está fuertemente embebido en Lp(0, 1) o contiene una copia complementada de

`q, [11, Corolario 2.9].

3. Sea 1 < p < ∞, 1 ≤ q < ∞, todo subespacio cerrado de Lp,q(0, 1) está fuerte-

mente embebido en Lp,q(0, 1) o contiene una copia complementada de `q.

4. Sean 1 < r < p y 1 ≤ s, q ≤ ∞, si I = (0, 1) entonces Lp,q(0, 1) ⊂ Lr,s(0, 1).

El espacio Lp,q(0,∞) es fuertemente subproyectivo para 2 < p < ∞ y 1 ≤ q < ∞.

En efecto, sea M un subespacio cerrado de dimensión infinita de Lp,q(0,∞),

entonces por [11, Teorema 2.5] M es isomorfo a `2 y complementado o contiene un

subespacio isomorfo a `q y complementado. Luego, por Lema 3.1.5 se obtiene que

Lp,q(0,∞) es fuertemente subproyectivo para 2 < p < ∞ y 1 ≤ q < ∞.

Con un argumento similar al anterior se muestra que el espacio LW,p(0, 1) es

fuertemente subproyectivo para 2 < p < ∞ (ver [19, Observación 5.7])
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El espacio Lp,q(0, 1) es fuertemente subproyectivo para 2 ≤ p < ∞ y 1 ≤ q < ∞.

En efecto, si p > 2 entonces por ser Lp,q(0, 1) un subespacio cerrado de

Lp,q(0,∞), lo afirmado sigue por el comentario dado al final de esta sección.

Si p = 2 y M un subespacio cerrado de dimensión infinita de Lp,q(0, 1), en-

tonces por [11, Corolario 2.9], M es isomorfo a un subespacio fuertemente embebido

de L2(0, 1) o contiene una copia complementada de `q.

Si M es isomorfo a un subespacio fuertemente embebido de L2(0, 1), entonces

M es isomorfo a `2 (De aqúı que M esta fuertemente embebido en L2,q(0, 1)). Aśı,

según el valor de q se tienen los dos siguientes casos:

Si q = 2 entonces L2,q(0, 1) = L2(0, 1) por lo que M es complementado en

L2,q(0, 1).

Si q 6= 2 entonces para 1 < r < 2 se tiene que L2,q(0, 1) ⊂ Lr(0, 1), por lo

que M es un subespacio de Lr(0, 1) isomorfo a `2, luego por Teorema 2.1.2,

pasando a subespacio, se puede suponer que M es complementado en Lr(0, 1).

De aqúı que M es complementado en L2,q(0, 1).

De modo que si M es un subespacio cerrado de dimensión infinita de Lp,q(0, 1)

para 2 < p < ∞ y 1 ≤ q < ∞, entonces M es isomorfo a `2 y complementado o

contiene un subespacio isomorfo a `q y complementado. Luego por Lema 3.1.5 se

obtiene el resultado deseado.

Ejemplo 3.1.10. Dada una sucesión de escalares a = (ak)k se define

‖a‖J = sup





(
n∑

i=1

(aki
− aki−1

)2

)1/2




donde el supremo es tomado sobre todas las sucesiones de enteros (ki)
n
i=0 tales que

1 ≤ k0 < k1 < ... < kn.

El espacio de James, el cual se denota por J , se define como

J =
{

a : ‖a‖J < ∞ y ĺım
k→∞

ak = 0
}
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El espacio de James fue construido en 1950 por R. C. James [30], y constituye un

ejemplo clásico de un espacio de Banach con base pero sin base incondicional, el cual

es no reflexivo, pero es isométricamente isomorfo a su dual, esto es J ' J∗∗ pero

dim J∗∗/J = 1.

En [17, Corolario 2.d.4] se muestra que todo subespacio cerrado de dimensión

infinita de J contiene un subespacio isomorfo a `2 y complementado en J . Luego, en

virtud del Lema 3.1.5 se concluye que el espacio J es fuertemente subproyectivo.

Ejemplo 3.1.11. Sea c00, el subespacio de c0 formada por las sucesiones cuyos

términos son no nulos para una cantidad finita de puntos, para 1 < p < ∞ considere

la norma

‖x‖Bp = sup{
(

n∑

k=1

‖Ek(x)‖p
`1

)1/p

: (Ek)
n
k=1 ∈ A}

donde A es el conjunto de sucesiones de bloque (Ek)
n
k=1 de intervalos Ek ⊂ N tales

que n ≤ mı́n E1 y donde Ek(x) denota la proyección natural de x sobre el intervalo

Ek. El espacio de Baernstein Bp es la completación de c00 con la norma ‖ · ‖Bp .

Este espacio reflexivo fue construido en 1972 por Baernstein [9], y en [13,

Teorema 0.15] se muestra que todo subespacio cerrado de dimensión infinita de Bp

contiene un subespacio cerrado isomorfo a `p y complementado. Por lo que el espacio

Bp es fuertemente subproyectivo.

Ejemplo 3.1.12. En 1974, Tsirelson [54] proporciona el primer ejemplo de un es-

pacio de Banach que no contiene copias de `p para 1 ≤ p < ∞, o c0. En 1974 Figiel

y Johnson [18] construyen el dual del espacio encontrado por Tsirelson. Este dual es

el espacio que hoy en d́ıa se conoce como el espacio de Tsirelson, el cual se denota

por T . Este espacio T es un espacio de Banach reflexivo con base incondicional, que

no contiene copias de `p para 1 ≤ p < ∞, o c0. En [6, Teorema 10.3.2] se puede

encontrar los detalles de la construcción de este espacio.

Sea (tn) la base unitaria del espacio T , por [13, Proposición II.7] todo subes-

pacio cerrado de T contiene un subespacio N complementado en T e isomorfo a un

subespacio cerrado generado por una subsucesión de la base (tn). Por otra parte, de
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[13, Proposición I.12] se tiene que N es isomorfo a N ×N . Luego, por el Lema 3.1.5

se concluye que el espacio T es fuertemente subproyectivo.

Ejemplo 3.1.13. Un espacio compacto K es llamado disperso si todo conjunto

no vaćıo de K tiene un punto aislado. Si Γ es un conjunto dotado con la topoloǵıa

discreta entonces la compactificación por un punto de Γ es un ejemplo de un conjunto

disperso.

El espacio de las funciones continuas C(K), con K disperso y compacto es fuerte-

mente subproyectivo. En efecto, todo subespacio cerrado de dimensión infinita de

C(K) contiene un subespacio isomorfo a c0 y complementado en C(K) (ver [39, Teo-

rema 11]). De modo que, por el hecho que c0 es isomorfo a c0 × c0 y en virtud del

Lema 3.1.5 se concluye que el espacio C(K) es fuertemente subproyectivo.

El siguiente resultado muestra que la condición de ser subproyectivo también

se hereda a subespacios cerrados.

Teorema 3.1.14. Un subespacio cerrado de dimensión infinita de un espacio sub-

proyectivo es subproyectivo.

Demostración. Sean X un espacio subproyectivo, Y un subespacio cerrado de dimen-

sión infinita de X y M un subespacio cerrado de dimensión infinita de Y , entonces

por ser X subproyectivo, M contiene un subespacio cerrado N , de dimensión infinita,

complementado en X, de manera que X se puede expresar como: X = N⊕W , donde

W es un subespacio cerrado de X. Entonces Y = N ⊕ (W ∩ Y ), de modo que N es

complementado en Y .

En virtud del teorema anterior se obtiene que un subespacio cerrado de los

espacios dados en los Ejemplos 3.1.6 al 3.1.13 es fuertemente subproyectivo.

3.2. Espacios fuertemente superproyectivos

En esta sección se introduce el concepto de espacio fuertemente superproyec-

tivo, se estudian algunas propiedades de estos espacios, se obtienen condiciones nece-
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sarias y suficientes para que la clase Φ−(X, Y ) sea no vaćıa cuando Y es fuertemente

superproyectivo, se presenta una relación de dualidad para espacios reflexivos entre

los espacios fuertemente subproyectivos y fuertemente superproyectivos, se presentan

ejemplos de espacios de Banach clásicos que satisfacen esta propiedad, y se propor-

cionan herramientas que serán de gran utilidad a la hora de desarrollar los resultados

de la siguiente sección.

Definición 3.2.1. Se dice que un espacio X es fuertemente superproyectivo si para

todo subespacio cerrado M de X de codimensión infinita existe un subespacio N de

X de codimensión infinita, complementado, que contiene a M e isomorfo a X.

En primer lugar, se muestra que la propiedad de ser fuertemente superproyec-

tivo se conserva a través de isomorfismos.

Teorema 3.2.2. Un espacio isomorfo a un espacio fuertemente superproyectivo es

fuertemente superproyectivo.

Demostración. Sean X un espacio fuertemente superproyectivo, Y un espacio iso-

morfo a X, T : X → Y un isomorfismo sobreyectivo y M un subespacio cerrado

de codimensión infinita de Y , entonces T−1(M) es un subespacio cerrado de codi-

mensión infinita de X, como X es fuertemente superproyectivo entonces existe un

subespacio cerrado N , de codimensión infinita, que contiene a T−1(M), complemen-

tado e isomorfo a X, de manera que X se puede expresar como: X = N ⊕ H con

N ' X, entonces T (N) es un subespacio cerrado de Y , de codimensión infinita, que

contiene a M , complementado e isomorfo a Y . Lo cual muestra que Y es fuertemente

superproyectivo.

En similitud con el Teorema 3.1.3, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.2.3. Sea Y un espacio de Banach fuertemente superproyectivo, entonces

todo cociente de Y , por un subespacio de dimensión finita tiene un cociente isomorfo

a Y .
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Demostración. Sea Z un subespacio de dimensión finita de Y , entonces Y = Z⊕W ,

con W un subespacio cerrado de dimensión infinita. Como Z tiene codimensión

infinita y Y es fuertemente superproyectivo, existe un subespacio H de Y , cerrado

de codimensión infinita, que contiene a Z, es complementado en Y y es isomorfo a

Y . Entonces se puede escribir Y = H ⊕ Y0, con H isomorfo a Y , se observa que Y0

es un subespacio cerrado de Y de codimensión infinita tal que Y/Y0 ' Y .

Sea F un subespacio de Y0 tal que dim F = dim Z, entonces Y/F
Y0/F

' Y/Y0 ' Y ,

de modo que Y/F
Y0/F

es un cociente de Y/F isomorfo a Y . Dado que Y/F y Y/Z son

isomorfos se obtiene el resultado deseado.

Como consecuencia inmediata del teorema anterior se obtiene el siguiente

resultado.

Corolario 3.2.4. Sea Y un espacio de Banach fuertemente superproyectivo, entonces

Φ−(X, Y ) 6= ∅ si y sólo si X tiene un cociente isomorfo a Y

Demostración. Sea Y un espacio de Banach fuertemente superproyectivo tal que

Φ−(X, Y ) 6= ∅, sea T ∈ Φ−(X,Y ), entonces R(T ) tiene codimensión finita, de manera

que existe un subespacio W de Y , de dimensión finita tal que Y = W ⊕ R(T ). De

aqúı que
Y

W
' R(T ) ' X

N(T )

luego, por Teorema 3.2.3, Y/W tiene un cociente isomorfo a Y , digamos Y/W
W0/W

con

Y/W
W0/W

' Y/W0 ' Y . De donde se obtiene el resultado requerido.

Rećıprocamente, sea M un subespacio cerrado de X tal que X/M es isomorfo a

Y , se considera un isomorfismo sobreyectivo T : X/M → Y y la aplicación cociente

QM : X → X/M , entonces T ◦ QM : X → Y es un isomorfismo y por lo tanto

T ◦QM ∈ Φ−(X,Y ).

A continuación, se presenta un lema que servirá para mostrar que muchos de

los ejemplos de espacios superproyectivos conocidos, son fuertemente superproyec-

tivos.
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Lema 3.2.5. Sea X un espacio superproyectivo, si el complemento de el subespacio

N de la definición espacio superproyectivo es isomorfo a N × N entonces X es

fuertemente superproyectivo.

Demostración. Sea M un subespacio cerrado de codimensión infinita de X. En-

tonces existe un subespacio de codimensión infinita N de X, que contiene a M y

complementado en X. Luego, se puede escribir X = N ⊕H, por hipótesis, se puede

suponer que existen dos subespacios cerrados H1 y H2 de H, isomorfos a H tales que

H = H1 ⊕ H2. De modo que N ⊕ H1 contiene a M y X = (N ⊕ H1) ⊕ H2, por lo

que N ⊕H1 es isomorfo a X, lo cual demuestra que X es un subespacio fuertemente

superproyectivo.

Algunos ejemplos de espacios fuertemente superproyectivos pueden ser obte-

nidos por dualidad. El siguiente teorema muestra la relación existente entre espacios

fuertemente subproyectivos y fuertemente superproyectivos para espacios de Banach

reflexivos.

Teorema 3.2.6. Sea X un espacio de Banach reflexivo, entonces X es fuertemente

subproyectivo si y sólo si su dual X∗ es fuertemente superproyectivo.

Demostración. Sea X un espacio reflexivo tal que X es fuertemente subproyectivo,

sea M un subespacio cerrado, de codimensión infinita de X∗, de modo que M⊥ es un

subespacio cerrado de dimensión infinita de X, luego existe un subespacio cerrado,

de dimensión infinita N de X, tal que N ⊂ M⊥, N es complementado en X y el

complemento de N es isomorfo a X, de aqúı que X/N es isomorfo a X. Aśı N⊥ es

un subespacio de X∗, complementado, de codimensión infinita, isomorfo a X∗ que

contiene a M . De aqúı que X∗ es fuertemente superproyectivo.

Rećıprocamente, sea X un espacio reflexivo tal que X∗ es fuertemente su-

perproyectivo, y sea M un subespacio cerrado, de dimensión infinita de X, como

M∗ es isomorfo a X∗/M⊥, entonces M⊥ es un subespacio de codimensión infinita

de X∗, luego, por hipótesis, existe un subespacio cerrado N de X∗, de codimensión
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infinita, que contiene a M⊥, complementado e isomorfo a X∗. De manera que N⊥ es

un subespacio cerrado de X∗∗ = X de dimensión infinita, está contenido en M , es

complementado en X y con complemento isomorfo a X.

A continuación se presentan ejemplos de espacios de Banach fuertemente su-

perproyectivos.

Ejemplo 3.2.7. Los siguientes espacios son fuertemente superproyectivos

1. lp para 1 < p < ∞.

2. Lp para 1 < p ≤ 2.

3. d(w, p) para 1 < p < ∞.

4. Lp,q(0, 1) para 1 < p ≤ 2 y 1 < q < ∞.

5. LW,p(0, 1) y Lp,q(0,∞) para 1 < p < 2 y 1 < q < ∞.

6. El espacio de Tsirelson T .

7. El espacio de Baernstein Bp para 1 < p < ∞.

En efecto, dado que los espacios antes mencionados son reflexivos, entonces en virtud

del Teorema 3.2.6 y de los Ejemplos 3.1.6, 3.1.7, 3.1.8, 3.1.9, 3.1.12 y 3.1.11 se obtiene

el resultado deseado.

Ejemplo 3.2.8. El dual del espacio de James, J∗, es fuertemente superproyectivo.

En efecto, sea M un subespacio cerrado de J∗ de codimensión infinita, entonces

M⊥ es un subespacio cerrado de J∗∗ de dimensión infinita. Por el Ejemplo 3.1.10,

J es fuertemente subproyectivo y dado que J∗∗ ' J , entonces J∗∗ es fuertemente

subproyectivo, luego existe un subespacio cerrado N de J∗∗ de dimensión infinita,

contenido en M⊥, complementado y con complemento isomorfo a J∗∗, de manera

que J∗∗ se puede expresar como: J∗∗ = N ⊕W , con W ' J∗∗.
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Se observa que, N⊥ contiene a M , tiene codimensión infinita y

J∗ ' J∗∗∗ = N⊥ ⊕W⊥,

como J∗∗ ' J entonces N⊥ ' J∗. De donde se concluye que J∗, es fuertemente

superproyectivo.

Ejemplo 3.2.9. El espacio de las funciones continuas C(K), con K disperso y com-

pacto es fuertemente superproyectivo. En efecto, sea M un subespacio cerrado de

codimensión infinita de C(K), por [42, Teorema 4.2], C(K)/M tiene un cociente

isomorfo a c0 o a `2, esto es, existe un subespacio cerrado A de C(K), tal que M ⊂ A

y C(K)/A ' c0 o C(K)/A ' `2.

Como K es disperso entonces C(K)∗ ≡ `1(K), por lo que C(K)∗ no tiene

copias de `2, por lo tanto C(K)/A no puede ser isomorfo a `2 pues en caso contrario

A⊥ seŕıa un subespacio de C(K)∗ isomorfo a `2. De modo que C(K)/A ' c0.

Se considera la aplicación cociente QA : C(K) → C(K)/A, como C(K) tiene

la propiedad de Pelczynski entonces existe un subespacio F de C(K), isomorfo a c0 y

tal que QA ◦ JF es un isomorfismo. Dado que C(K)/A ' c0, por [6, Corolario 2.5.9],

se tiene que que QA(F ) es complementado en C(K)/A, de manera que C(K)/A =

QA(F ) ⊕ N para algún subespacio cerrado N de C(K)/A. Por lo tanto C(K) =

F ⊕Q−1
A (N), y M está contenido en un subespacio complementado de codimensión

infinita, se obtiene que C(K) es superproyectivo. Finalmente, dado que F es isomorfo

a c0 se concluye, en virtud del Lema 3.2.5, que C(K) es fuertemente superproyectivo.

Una propiedad importante que poseen los espacios subproyectivos es que se

hereda a cocientes, tal y como se exhibe en el siguiente resultado.

Teorema 3.2.10. Un cociente de un espacio superproyectivo es superproyectivo.

Demostración. Sean X un espacio superproyectivo, M un subespacio cerrado de X.

Se mostrará que X/M es fuertemente superproyectivo. Para esto sea A un subespacio

cerrado de X/M de codimensión infinita, A se puede expresar como A = N/M donde
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N es un subespacio cerrado de X que contiene a M , se considera la aplicación cociente

QM : X → X/M , entonces N = Q−1
M (A), por lo que N tiene codimensión infinita.

Como X es fuertemente superproyectivo, existe un subespacio cerrado B de X, de

codimensión infinita, que contiene a N , complementado e isomorfo a X. De modo

que QM(B) es un subespacio cerrado de codimensión infinita de X/M , que contiene

a A y complementado en X/M .

El teorema anterior sirve para mostrar que un cociente de los espacios dados

en los Ejemplos 3.2.7 al 3.2.10 es fuertemente subproyectivo.

Los lemas y proposiciones que continuación se presentan servirán de herra-

mientas en las demostraciones de los teoremas de la próxima sección.

Lema 3.2.11. Sea K ∈ L(X, Y ), Y0 subespacio cerrado de Y tal que QY0K es

sobreyectiva. Si E es un subespacio cerrado de X tal que E ⊃ K−1(Y0) entonces

existe un subespacio cerrado F de Y tal que F ⊃ Y0 y E = K−1(F ). Además si E

tiene codimensión infinita entonces F tiene codimensión infinita.

Demostración. Se supone que QY0K es una función sobreyectiva. Se considera el

isomorfismo

U :
X

N(QY0K)
−→ R(QY0K)

inducido por QY0K, el cual está dado expĺıcitamente por: U (x + K−1(Y0)) = QY0Kx,

se considera también la aplicaciones cociente:

P : X → X
/ (

K−1(Y0))
)
.

Sea E un subespacio cerrado de X tal que E ⊃ K−1(Y0), se define F = Q−1
Y0

(U(PE)),

entonces

F es cerrado en Y ,
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F ⊃ Y0 y

E = K−1(F ).

Además, si E tiene codimensión infinita en X, entonces Q−1
Y0

(U(PE)) tiene codi-

mensión infinita en Y de donde se concluye que F tiene codimensión infinita.

Proposición 3.2.12. Sean X un espacio de Banach, M y L dos subespacios cerrados

de dimensión infinita de X, L isomorfo a X y fuertemente subproyectivo, tales que

M +L es cerrado y M ∩L es de dimensión finita entonces L contiene un subespacio

cerrado L′, de codimensión finita tal que M ∩ L′ = {0}, M + L′ es cerrado y L′ es

isomorfo a L.

Demostración. Dado que M ∩ L es de dimensión finita entonces M ∩ L es comple-

mentado en L, esto es existe un subespacio cerrado W de L de dimensión infinita tal

que L = (M ∩L)⊕W . Luego por el Teorema 3.1.3, W contiene un subespacio L′ de

codimensión finita e isomorfo a L. Además M ∩ L′ = {0} y M + L′ es cerrado tal y

como se requeŕıa.

Lema 3.2.13. [22, Lema 3.1.19] Sea (gn) una sucesión acotada en el espacio dual

Y ∗, tal que ı́nfn ‖gn‖ > 0 y 0 es un punto de la clausura w∗ de {gn : n ∈ N}, entonces

(gn) tiene una subsucesión (gnk
) para la cuál existe una sucesión acotada (yk) en Y

tal que gni
(yj) = δij para todo i, j ∈ N

3.3. La clase de perturbación para operadores semi-

Fredholm sobre espacios fuertemente subproyec-

tivos y fuertemente superproyectivos

En esta sección se resuelve el problema de la clase de perturbación para ope-

radores semi-Fredholm utilizando espacios fuertemente subproyectivos y fuertemente

superproyectivos. También se proporcionan ejemplos concretos de espacios de Banach



51

para los cuales las igualdades PΦ+(X,Y ) = SS(X, Y ) y PΦ−(X, Y ) = SC(X, Y )

son ciertas.

Teorema 3.3.1. Sean X, Y espacios de Banach tales que X es fuertemente sub-

proyectivo y Φ+(X, Y ) 6= ∅ entonces PΦ+(X, Y ) = SS(X,Y ).

Demostración. Sea K ∈ L(X, Y ) tal que K /∈ SS(X, Y ) entonces existe un subespa-

cio cerrado H de X de dimensión infinita, tal que la restricción K|H es un isomor-

fismo. Se mostrará que K /∈ PΦ+(X,Y ).

Como X es fuertemente subproyectivo, pasando a subespacio, se puede supo-

ner que H es complementado en X, entonces X se puede expresar como:

X = H ⊕M

con M isomorfo a X. Como Φ+(X, Y ) 6= ∅ entonces por el Corolario 3.1.4, existe un

subespacio L de Y isomorfo a X; aśı que uno de los siguientes casos puede ocurrir:

(1) K(H) + L es cerrado y K(H) ∩ L tiene dimensión finita,

(2) K(H) ∩ L tiene dimensión infinita,

(3) K(H) + L es no cerrado y K(H) ∩ L tiene dimensión finita.

(1) Como L es fuertemente subproyectivo, pues es isomorfo a X, entonces

por la Proposición 3.2.12, se puede reemplazar L por un subespacio de codimensión

finita, de manera que K(H) ∩ L = {0}.
Sea U ∈ L(M,L) un isomorfismo sobreyectivo, se considera el operador

T : X = H ⊕M −→ K(H)⊕ L ⊂ Y

dado por T (x, y) := −K(x) + U(y).

Se observa que T es un isomorfismo, por lo que T ∈ Φ+(X,Y ). Además,

H ⊂ N(T +K) por lo que N(T +K) tiene dimensión infinita. Por lo tanto, T +K /∈
Φ+(X, Y ), y de aqúı que K /∈ PΦ+(X,Y ).
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(2) Como L es fuertemente subproyectivo y K(H) ∩ L es un subespacio ce-

rrado de dimensión infinita de L, entonces existe un subespacio L1 de L, cerrado de

dimensión infinita, complementado, contenido en K(H) ∩ L y cuyo complemento es

isomorfo a L, de manera que L se puede expresar como:

L = L1 ⊕ L3

con L3 isomorfo a L.

Dado que L1 es un subespacio cerrado de dimensión infinita de K(H) ∩ L y

como K|H es un isomorfismo, entonces H2 = (K|H)−1(L1) es un subespacio cerrado

de X de dimensión infinita. Por ser X fuertemente subproyectivo, existe un subes-

pacio cerrado H3 de H2, cerrado de dimensión infinita, complementado en X y con

complemento isomorfo a X, entonces se tiene que:

X = H3 ⊕X2

con X2 isomorfo a X.

Aśı reemplazando L por el complemento de L1, es decir, reemplazando L por

L3 y H por N3, el cual es un subespacio de H complementado, se puede asumir que

K(N3) + L3 es cerrado y K(N3) ∩ L3 = {0} y por tanto se está bajo las condiciones

del caso (1).

(3) En este caso se definirá un operador compacto K1 ∈ L(X,Y ) tal que

(K + K1)(H) ∩ L tenga dimensión infinita.

Se observa que, de ser posible esto, (K+K1)|H ∈ PΦ+(X,Y ), aśı que, pasando

a un subespacio de codimensión finita, se puede suponer que (K + K1)|H es un

isomorfismo. Por lo tanto, el argumento del caso (2) garantiza la existencia de un

operador T ∈ Φ+(X,Y ) tal que T +K +K1 /∈ Φ+(X, Y ), como K1 es compacto debe

ocurrir que T + K /∈ Φ+(X,Y ) y por lo tanto K /∈ PΦ+(X, Y ).

Como en el caso (1), se puede asumir que K(H) ∩ L = {0}. Del hecho que

K(H) + L no sea cerrado, se deduce que existe una sucesión normalizada (yn) en

K(H) tal que dist(yn, L) < 2−n.
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Se observa que (yn) no tiene subsucesiones débilmente convergentes, pues en

caso contrario, si y ∈ K(H) es el limite de alguna subsucesión, se tendŕıa que ‖y‖ = 1

y se puede escoger una sucesión (un) en L tal que ‖un − yn‖ →n→∞ 0, de aqúı que

(un) converge débilmente a y, por lo que y ∈ L. Luego, y ∈ K(H)∩L = {0}, lo cual

no es posible pues ‖y‖ = 1. Por tanto (yn) tampoco tiene subsucesiones convergentes.

Se denota por S = {yn : n ∈ N}, del hecho que (yn) no tenga subsucesiones

convergentes, se deduce que 0 /∈ S
‖·‖

y del hecho que (yn) no tenga subsucesiones

débilmente convergentes, se deduce que 0 /∈ S
w

y que S
w

no débil compacta. Luego,

en virtud del Teorema 1.3.14, S = {yn : n ∈ N} tiene una sucesión básica. Pasando

a subsucesión, se puede asumir (yn) es una sucesión básica.

Sea (hn) una sucesión en H tal que K(hn) = yn para cada n ∈ N. Dado que

K es un isomorfismo sobre H, (hn) es una sucesión básica y semi-normalizada.

Por lo tanto, existe una sucesión acotada (h∗n) en el espacio dual X∗ tal que

〈h∗i , hj〉 = δij para cada i, j ∈ N.

Como dist(yn, L) < 2−n, se puede seleccionar (zn) en L tal que ‖yn−zn‖ < 2−n

para cada n ∈ N. La expresión

K1(f) =
∞∑
i=1

〈h∗i , f〉(zi − yi),

define un operador compacto K1 ∈ L(X, Y ). Además, para cada n ∈ N, se tiene

que (K + K1)(hn) = zn, por lo que [zn] ⊂ L ∩ (K + K1)(H). Observe que (zn) no

tiene subsucesiones convergentes por lo que [zn] tiene dimensión infinita. De aqúı que

(K + K1)(H) ∩ L tenga dimensión infinita, tal y como se deseaba.

Cabe destacar que el Teorema 3.3.1 no es consecuencia del resultado da-

do en [35], el cual establece que si Y es subproyectivo y Φ+(X,Y ) 6= ∅ entonces

PΦ+(X, Y ) = SS(X,Y ). En efecto, en primer lugar se debe observar que la condi-

ción dada en el resultado antes mencionado es sobre el espacio codominio Y ; mientras

que en el Teorema 3.3.1 la condición se impone sobre el espacio dominio X.

Más aún, dado que los ejemplos conocidos de espacios subproyectivo son tam-

bién fuertemente subproyectivo, el hecho que Φ+(X, Y ) 6= ∅ y Y sea subproyectivo
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implica que X es subproyectivo. Por lo tanto, en muchos casos el resultado dado en

[35] es consecuencia del Teorema 3.3.1, aqúı establecido.

El siguiente resultado aunque es una versión dual del Teorema 3.3.1 tiene un

interés independiente ya que la demostración del mismo no sigue por dualidad; de

hecho, la demostración del siguiente resultado es técnicamente más complicado que

la demostración del Teorema 3.3.1, debido a que se consideran cocientes en lugar de

subespacios.

Teorema 3.3.2. Sean X, Y espacios de Banach tales que Y es fuertemente super-

proyectivo y Φ−(X, Y ) 6= ∅ entonces PΦ−(X, Y ) = SC(X, Y ).

Demostración. Sea K ∈ L(X, Y ) tal que K /∈ SC(X,Y ), entonces existe un subes-

pacio cerrado Y0 de Y de codimensión infinita tal que la QY0K es sobreyectiva, es

decir Y = R(K) + Y0. Se mostrará que K /∈ PΦ−(X, Y ).

Por ser Y fuertemente superproyectivo, pasando a subespacio, se puede supo-

ner que Y0 es complementado e isomorfo a Y , de manera que Y se puede expresar

como Y = Y0 ⊕N .

Sea P : Y → Y la proyección de Y sobre N , entonces N(P ) = Y0 y R(P ) = N ,

de modo que

R(PK) = P (R(K) + Y0) = N

y

N(PK) = K−1(Y0).

Como Φ−(X, Y ) 6= ∅ entonces, por el Corolario 3.2.4, existe un subespacio M de X

tal que X/M es isomorfo a Y .

De manera que, X/M es isomorfo a Y0, se considera la función S1 ∈ L(X, Y0)

definida por S1(x) = (S ◦ QM)(x), donde QM es la aplicación cociente de X sobre

X/M y S es un isomorfismo entre X/M y Y0, entonces S1 es una función sobreyectiva

tal que N(S1) = M y R(S1) = Y0.

Como antes, y de manera dual, uno de los siguientes tres casos puede ocurrir:
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(1) K−1(Y0) + M es cerrado y K−1(Y0) + M tiene codimensión finita,

(2) K−1(Y0) + M tiene codimensión infinita,

(3) K−1(Y0) + M es no cerrado y K−1(Y0) + M tiene codimensión finita.

(1) Como K−1(Y0)+M tiene codimensión finita entonces existe un subespacio

cerrado W de X de dimensión finita tal que X = (K−1(Y0) + M)⊕W .

Se denota por M1 = M + W , entonces M1/M tiene dimensión finita y

K−1(Y0) + M1 = X. Como X/M es fuertemente superproyectivo entonces, por el

Teorema 3.2.3, existe un subespacio cerrado M2 que contiene a M1 tal que X/M2 es

isomorfo a Y . De aqúı que, se puede asumir que K−1(Y0) + M = X

Se considera el operador T : X −→ Y definido por

T (x) := S1(x)− PK(x).

Se cumple que R(T ) = Y , en efecto, sea y ∈ Y entonces y = y0 + y1 con y0 ∈ Y0 y

y1 ∈ N . Se mostrará que

y0 = S1(x0) para algún x0 ∈ K−1(Y0) (3.3)

y

y1 = PK(x1) para algún x1 ∈ M (3.4)

Para mostrar (3.3), dado que R(S1) = Y0, se toma x ∈ X tal que S1(x) = y0,

como K−1(Y0) + M = X, entonces x se puede expresar como x = x0 + x′0 con

x0 ∈ K−1(Y0) y x′0 ∈ M . Aśı x′0 ∈ N(S1), de aqúı se obtiene que y0 = S1(x) = S1(x0).

Para mostrar (3.4), dado que N = R(PK), entonces existe x ∈ X tal que

y1 = PK(x), como K−1(Y0)+M = X entonces x se puede expresar como x = x1+x′1

con x′1 ∈ K−1(Y0) y x1 ∈ M . Dado que K(x′1) ∈ Y0 = N(P ) entonces se tiene que

y1 = PK(x) = PK(X1).

Finalmente para x0 y x1 obtenidos de las expresiones (3.3) y (3.4), se observa
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que x = x0 − x1 ∈ X y aśı

T (x0 − x1) = (S1 − PK)(x0 − x1)

= S1(x0 − x1)− PK(x0 − x1)

= S1(x0) + PK(x1)

= y0 + y1 = y

Se obtiene aśı que el operador T es sobreyectivo y por lo tanto T ∈ Φ−(X, Y ).

Sin embargo, R(T + K) = R(S1 + (IX − P )K) ⊂ Y0, por lo que R(T + K) tiene

codimensión infinita. De manera que, T + K /∈ Φ−(X,Y ) y en consecuencia

K /∈ PΦ−(X, Y ).

(2) Ahora se considera el caso que K−1(Y0) + M tiene codimensión infinita,

entonces dado que
X

K−1(Y0) + M
=

X/M

(K−1(Y0) + M)/M

se tiene que
(
K−1(Y0) + M

)
/M tiene codimensión infinita en X/M . Como X/M es

fuertemente superproyectivo, por ser isomorfo a Y , existe un subespacio de codimen-

sión infinita X1/M de X/M , complementado, que contiene a
(
K−1(Y0) + M

)
/M y

que es isomorfo a X/M . De manera que X/M se puede expresar como:

X

M
=

X1

M
⊕ N

M
,

con N ⊃ M y X1/M isomorfo a X/M . De aqúı se obtiene que:

K−1(Y0) + M ⊂ X1,

X1 tiene codimensión infinita en X,

X1/M es isomorfo a Y ,

X/N es isomorfo a Y .
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Luego, por la Proposición 3.2.11, existe Y1 subespacio cerrado de Y de codi-

mensión infinita tal que Y1 ⊃ Y0, X1 = K−1(Y1), de modo que K−1(Y1) + N = X.

Como Y1 tiene codimensión infinita en Y , existe un subespacio Y2 de Y de

codimensión infinita que contiene a Y1, complementado e isomorfo a Y

Aśı QY2K es sobreyectiva, Y2 es complementado e isomorfo a Y , K−1(Y2)+N =

X, con X/N isomorfo a Y y por tanto, se está bajo las condiciones del caso (1)

(3) Si K−1(Y0) + M es no cerrado y K−1(Y0) + M tiene codimensión finita

entonces K−1(Y0)
⊥ + M⊥ es no cerrado y K−1(Y0)

⊥ ∩ M⊥ tiene dimensión finita,

reemplazando M⊥ por un subespacio de codimensión finita, se puede asumir que

K−1(Y0)
⊥ ∩M⊥ = {0}.

Se definirá un operador compacto K1 ∈ L(X, Y ) tal que

(K + K1)−1(Y0) + M

tenga codimensión infinita.

Del hecho que K−1(Y0)
⊥ + M⊥ no sea cerrado, se deduce que existe una

sucesión normalizada (fn) en K−1(Y0)
⊥ tal que dist(fn,M

⊥) < 2−n. Se observa que

(fn) no tiene subsucesiones convergentes, pues en caso contrario si f es el limite de

alguna subsucesión, se tendŕıa que ‖f‖ = 1 y f ∈ K−1(Y0)
⊥ ∩ M⊥, lo cuál no es

posible.

Si se toma f ∈ {fn : n ∈ N}w∗
, entonces f ∈ K−1(Y0)⊥ w∗ ∩ M⊥ w∗ como

K−1(Y0)
⊥ y M⊥ son débil∗ cerrados entonces f ∈ K−1(Y0)

⊥ ∩ M⊥ y por tanto

f = 0 ∈ {fn : n ∈ N}w∗
. Sea (gn) una sucesión en Y ⊥

0 tal que K∗(gn) = fn para cada

n ∈ N, esto es posible pues K−1(Y0)
⊥ = K∗(Y ⊥

0 ).

Como K∗|Y ⊥0 es un isomorfismo entonces 0 ∈ {gn : n ∈ N}w∗
. Luego, por la

Proposición 3.2.13, pasando a subsucesión existe una sucesión acotada (yn) en Y tal

que gi(yj) = δij para cada i, j ∈ N.

Ahora se selecciona (hn) en M⊥ tal que ‖fn − hn‖ < 2−n para cada n ∈ N.
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Entonces K1 ∈ L(X,Y ) definido por

K1(x) =
∞∑
i=1

(hi − fi)(x)yi,

es un operador compacto, y el adjunto de dicho operador está dado por

K∗
1(g) =

∞∑
i=1

g(yi)(hi − fi).

Se observa que (K∗+K∗
1)(gm) = hn para cada m ∈ N, de aqúı que (K +K1)

∗(Y ⊥
0 )∩

M⊥ tenga dimensión infinita.

Pero (K + K1)
−1(Y0)

⊥ = (K + K1)
∗(Y ⊥

0 ), por lo que (K + K1)−1(Y0) + M

tiene codimensión infinita tal y como se deseaba.

Ahora bien, se tiene que existe K1 ∈ L(X, Y ) compacto, tal que el subespacio

(K + K1)−1(Y0) + M tiene codimensión infinita.

Se observa que QY0(K + K1) ∈ Φ−(X, Y ), pues QY0K ∈ Φ−(X,Y/Y0) por ser

QY0K sobreyectiva y por ser QY0K1 compacto. Por lo que pasando a un subespacio

de codimensión infinita, se puede suponer que QY0(K + K1) es sobreyectiva.

Aśı QY0(K + K1) es sobreyectiva, Y0 es un subespacio complementado, de

codimensión infinita en Y y (K + K1)−1(Y0) + M tiene codimensión infinita, por lo

que se tienen las condiciones del caso (2), aśı existe un operador T ∈ Φ−(X, Y ) tal

que T + K + K1 /∈ Φ−(X, Y ), por tanto T + K /∈ Φ−(X, Y ) de donde se concluye

que K /∈ PΦ−(X, Y ).

Es necesario comentar que el Teorema 3.3.2 no es consecuencia del resultado

dado en [35] que establece: si X superproyectivo Φ−(X, Y ) 6= ∅ entonces PΦ(X, Y ) =

SC(X, Y ). En efecto, la condición dada en el resultado antes mencionado es sobre el

espacio dominio X; mientras que en el Teorema 3.3.2 la condición se impone sobre

el espacio codominio Y .
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Más aún, dado que los ejemplos conocidos de espacios superproyectivo son

también fuertemente superproyectivo, el hecho que Φ−(X,Y ) 6= ∅ y X sea super-

proyectivo implica que Y es superproyectivo. Por lo tanto, en muchos casos el resul-

tado dado en [35] es consecuencia del Teorema 3.3.2 que se ha establecido.

Se finaliza esta sección con una lista de soluciones positivas al problema de la

clase de perturbación.

Como consecuencia directa del Teorema 3.3.1 y de los Ejemplos 3.1.6, 3.1.7,

3.1.8, 3.1.9, 3.1.10, 3.1.12, 3.1.13 y 3.1.11 se tiene el siguiente resultado.

Corolario 3.3.3. Sean X, Y espacios de Banach, si Y contiene un subespacio iso-

morfo a X y el espacio X es

1. X = `p para 1 ≤ p < ∞.

2. X = c0, el espacio de las sucesiones convergentes a 0.

3. X = Lp con 2 ≤ p < ∞.

4. X = d(w, p) con 1 ≤ p < ∞ y w = (wn) una sucesión decreciente de números

positivos tales que w1 = 1, ĺımn→∞ wn = 0 y
∑∞

n=1 wn = ∞.

5. X = `p,q, el espacio de sucesiones de Lorentz con 1 ≤ p, q < ∞.

6. X = LW,q(0,∞) o X = Lp,q(0,∞), el espacio de funciones de Lorentz para

2 < p < ∞.

7. X = Lp,q(0, 1), el espacio de funciones de Lorentz para 2 ≤ p < ∞ y 1 ≤ q <

∞.

8. X = J , el espacio de James.

9. X = Bp, el espacio de Baernstein para 1 < p < ∞.

10. X = T , el espacio de Tsirelson.
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11. X = C(K) el espacio de las funciones continuas sobre un conjunto compacto

y disperso K.

12. X es un subespacio cerrado de los espacios anteriores.

Entonces PΦ+(X, Y ) = SS(X,Y ).

También, como consecuencia directa del Teorema 3.3.2 y de los Ejemplos 3.2.7,

3.2.9 y 3.2.8 se tiene el siguiente resultado.

Corolario 3.3.4. Sean X, Y espacios de Banach, si X tiene un cociente isomorfo

a Y y el espacio Y es

1. Y = `p para 1 < p < ∞.

2. Y = c0, el espacio de las sucesiones convergentes a 0.

3. Y = Lp para 1 < p ≤ 2.

4. Y = d(w, p)∗ el dual del espacio d(w, p), para 1 < p < ∞ y w = (wn) una

sucesión decreciente de números positivos tales que w1 = 1, ĺımn→∞ wn = 0 y
∑∞

n=1 wn = ∞.

5. Y = `∗p,q, el dual del espacio `p,q para 1 < p, q < ∞.

6. Y = LW,q(0,∞)∗ o Y = Lp,q(0,∞)∗, para 2 < p < ∞.

7. Y = Lp,q(0, 1), el espacio de funciones de Lorentz para 2 ≤ p < ∞ y 1 < q < ∞.

8. Y = J∗, el dual del espacio de James.

9. Y = B∗
p, el dual del espacio de Baernstein para 1 < p < ∞.

10. Y = T ∗, el dual de el espacio de Tsirelson.

11. Y = C(K) el espacio de las funciones continuas sobre un conjunto compacto y

disperso K.
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12. Y es un cociente de los espacios anteriores.

Entonces PΦ−(X, Y ) = SC(X, Y ).



CONCLUSIONES

En este trabajo se encontraron soluciones positivas al problema de la clase

de perturbación para operadores semi-Fredholm, espećıficamente se demostró que si

Φ+(X, Y ) 6= ∅ entonces PΦ+(X,Y ) = SS(X,Y ) cuando X = Lp, 1 < p < 2 y Y

satisface la propiedad de Orlicz, también se demostró que la igualdad es cierta para

p = 1 y Y secuencialmente débil completo. Como consecuencia, y de manera dual,

se obtiene que PΦ−(X, Y ) = SC(X,Y ) cuando Y = Lq, 2 < q < ∞ y el dual de el

espacio X, X∗, satisface la propiedad de Orlicz.

También se mostró que el problema de la clase de perturbación para opera-

dores semi-Fredholm tiene solución positiva sobre una clase de espacios que hemos

denominado fuertemente subproyectivos y fuertemente superproyectivos, espećıfica-

mente PΦ+(X, Y ) = SS(X, Y ) si X es fuertemente subproyectivo y Φ+(X,Y ) 6= ∅,
y PΦ−(X,Y ) = SC(X, Y ) si Y es fuertemente superproyectivo y Φ−(X,Y ) 6= ∅.

Como consecuencia de los resultados antes mencionados, se obtiene una buena

cantidad de espacios de Banach concretos que satisfacen el problema de la clase de

perturbación, tal y como se presenta a continuación.

Sean X, Y espacios de Banach, tales que Φ+(X,Y ) 6= ∅. Entonces PΦ+(X,Y ) =

SS(X, Y ) cuando:

1. X = L1 y Y es secuencialmente débil completo.

2. X = Lp y Y = Lq para 1 ≤ q ≤ p < 2.

3. X = `p para 1 ≤ p < ∞.

4. X = Lp con 2 ≤ p ≤ ∞.
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5. X = c0, el espacio de las sucesiones convergentes a 0.

6. X = d(w, p) con 1 ≤ p < ∞ y w = (wn) una sucesión decreciente de números

positivos tales que w1 = 1, ĺımn→∞ wn = 0 y
∑∞

n=1 wn = ∞.

7. X = `p,q, el espacio de sucesiones de Lorentz con 1 ≤ p, q < ∞.

8. X = LW,q(0,∞) o X = Lp,q(0,∞), el espacio de funciones de Lorentz para

2 < p < ∞.

9. X = Lp,q(0, 1), el espacio de funciones de Lorentz para 2 ≤ p < ∞ y 1 ≤ q < ∞.

10. X = J , el espacio de James.

11. X = Bp, el espacio de Baernstein para 1 < p < ∞.

12. X = T , el espacio de Tsirelson.

13. X = C(K) el espacio de las funciones continuas sobre un conjunto compacto

y disperso K.

14. X es subespacio cerrado de los espacios dados anteriormente desde 3. al 13.

Sean X, Y espacios de Banach, tales que Φ−(X,Y ) 6= ∅. Entonces PΦ−(X,Y ) =

SC(X, Y ) cuando:

1. Y = Lq y X = Lp para 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞.

2. Y = `p para 1 < p < ∞.

3. Y = c0, el espacio de las sucesiones convergentes a 0.

4. Y = Lp para 1 ≤ p ≤ 2.

5. Y = d(w, p)∗ el dual del espacio d(w, p), para 1 < p < ∞ y w = (wn) una

sucesión decreciente de números positivos tales que w1 = 1, ĺımn→∞ wn = 0 y
∑∞

n=1 wn = ∞.
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6. Y = `∗p,q, el dual del espacio `p,q para 1 < p, q < ∞.

7. Y = LW,q(0,∞)∗ o Y = Lp,q(0,∞)∗, para 2 < p < ∞.

8. Y = Lp,q(0, 1), el espacio de funciones de Lorentz para 2 ≤ p < ∞ y 1 < q < ∞.

9. Y = J∗, el dual del espacio de James.

10. Y = B∗
p , el dual del espacio de Baernstein para 1 < p < ∞.

11. Y = T ∗, el dual de el espacio de Tsirelson.

12. Y = C(K) el espacio de las funciones continuas sobre un conjunto compacto y

disperso K.

13. Y es un cociente de los espacios dados anteriormente desde 2. al 12.
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[25] M. González, On essentially incomparable Banach spaces, Math. Z. 215 (1994),

621–629.
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[50] F. Räbiger, Lower 2-estimates for sequences in Banach lattices, Proc. Amer.

Math. Soc. 111 (1991), 81–83.

[51] H.P. Rosenthal, On subspaces of Lp, Ann. Math. 97 (1973), 344–373.

[52] E. Tarafdar, Improjective operators and ideals in a category of Banach spaces,

J. Austral. Math. Soc. 14 (1972), 274–292.

[53] A.E. Taylor and D.C. Lay, Introduction to functional analysis, Wiley, New York,

1980.

[54] B. S. Tsirelson, It is impossible to imbed `p of c0 into an arbitrary Banach

space,Funkcional. Anal. Prilozen. 8 (1974), 57–60.

[55] H.-O. Tylli, Lifting non-topological divisors of zero modulo the compact opera-

tors, J. Funct. Anal. 125 (1994), 389–415.



70

[56] J.I. Vladimirskii, Strictly cosingular operators, Soviet Math. Doklady 8 (1967),

739–740.

[57] L. Weis, On perturbation of Fredholm operators in Lp(µ)-spaces, Proc. Amer.

Math. Soc. 67 (1977), 287–292.

[58] L. Weis, Perturbation classes of semi-Fredholm operators, Math. Z. 178 (1981),

429–442.

[59] R.J. Whitley, Strictly singular operators and their conjugates, Trans. Amer.

Math. Soc. 113 (1964), 252–261.


