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RESUMEN

Se obtienen condiciones sobre pares de espacios de Banach X e Y para que
las componentes de la clase de perturbacién para operadores semi-Fredholm superior
de X en Y, coincida con la clase de operadores estrictamente singulares de X en Y.
También se obtienen condiciones para que las componentes de la clase de pertur-
bacién para operadores semi-Fredholm inferior de X en Y, coincida con la clase de
operadores estrictamente cosingulares de X en Y. Se muestran ejemplos concretos

de espacios de Banach que satisfacen las condiciones antes mencionadas.
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INTRODUCCION

El problema de la clase de perturbacién en Teoria de Fredholm se refiere a la
estabilidad de los operadores semi-Fredholm bajo perturbaciones aditivas. Este pro-
blema ha sido estudiado durante varios anos y por varios autores, se podria decir que
tuvo su origen en los resultados clésicos dados por Kato en 1958, y por Vladimirskii
en 1967. Estos resultados establecen, respectivamente, que si 7'y K son operadores
acotados entre espacios de Banach X e Y, entonces T'+ K es semi-Fredholm su-
perior siempre que T sea semi-Fredholm superior y K sea estrictamente singular
([33, Teorema 5.2]), y que T+ K es semi-Fredholm inferior siempre que T sea semi-
Fredholm inferior y K sea estrictamente cosingular ([56, Corolario 1]). De modo que,
el problema de la clase de perturbacion consiste en determinar si es cierto o no que
los operadores estrictamente singulares y los operadores estrictamente cosingulares
son los tinicos operadores que satisfacen estas propiedades, respectivamente. Este
problema fue planteado en 1960 por Gohberg, Markus y Feldman [20] para opera-
dores semi-Fredholm superior. Luego fue propuesto por Caradus en 1974, [10], y por

Pietsch en 1980, [48].

Con el fin de formular explicitamente el problema, proporcionaremos algunas
notaciones y definiciones. Sean X y Y espacios de Banach, se denota por £(X,Y)
el espacio de todos los operadores lineales y continuos de X en Y, en el caso que
X =Y se denotard simplemente por £(X). Un operador 7' € L(X,Y) se llama
semi-Fredholm superior si su rango es cerrado y su nucleo tiene dimensién finita; el
operador T se dice semi-Fredholm inferior si su rango tiene codimension finita, de

aqui que éste es un conjunto cerrado; finalmente, un operador 7' se denomina Fred-
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holm si es semi-Fredholm superior y semi-Fredholm inferior. Se denota por ¢, (X,Y),
O_(X,Y)y ®(X,Y) la clase de operadores semi-Fredholm superior, semi-Fredholm
inferior y Fredholm de X en Y, respectivamente. En el caso que X =Y simplemente

se escribe &, (X)), ¢_(X) y (X).

Sea A(X,Y) una clase de operadores continuos entre espacios de Banach. La

Clase de perturbacion de A(X,Y'), se denota por PA(X,Y), y se define en [35] como:
PAX,)Y)={K e L(X,Y): K+ Aec A(X,Y), paracada A € A(X,Y)},

donde X y Y son espacios de Banach tales que A(X,Y) es no vacio.

Un operador T' € L(X,Y) se denomina estrictamente singular si ninguna
restriccion T'.Jy, de T a un subespacio cerrado de dimensién infinita M de X es un
isomorfismo. El operador T se dice estrictamente cosingular si no existe subespacio
cerrado de codimensién infinita N de Y tal que QnT es sobreyectiva, donde Jy; es la
aplicacién inclusién de M en X y Qy es la aplicacién cociente sobre X/N. Se denota
por SS(X,Y) y SC(X,Y) las clases de los operadores estrictamente singulares y

estrictamente cosingulares respectivamente.

La clase de perturbacién para operadores Fredholm ® esta totalmente deter-
minada, de hecho coincide con la clase de operadores inesenciales (véase [35]). Sin
embargo, la clase de perturbacion para operadores semi-Fredholm &, y ®_ es, en

general, desconocida, por los resultados antes mencionados de Kato y Vladimirskii

se tiene que SS(X,Y) C PO (X,Y) y SC(X,Y) C PP_(X,Y).

Durante anos se estudio el problema de la clase de perturbacion, obtenien-
do solucién positiva para pares de espacios concretos. Es decir se encontrd que las

igualdades PO, (X,Y)=S8S(X,Y), (1)

PO, (X,Y) = SS(X,Y), (2)

son ciertas para ciertos pares de espacios de Banach. En 1969 Milmam [41], de-

mostré que (1) es cierto si X =Y = L,(u), 2 < p < o0, y (2) es cierta cuando
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X =Y =1L,(n), 1 <p< 2 luego en 1977 Weis, [57], logr6 extender este resultado

para 1 < p < oo.

En 1971, Lebow y Schechter [35], mostraron que si Y es subproyectivo entonces
la igualdad (1) se cumple y si X es superproyectivo entonces la igualdad (2) es cierta
(Véase Definicién 1.2.3 de la Tesis, para la definicién y propiedades de espacios
subproyectivos y superproyectivos). Por otra parte, en el 2002, Aiena y Gonzélez
[4], establecen que si X es hereditariamente indescomponible entonces (1) es cierta
y si Y es cociente indescomponible entonces la igualdad (2) es cierta. En el 2003
Aiena, Gonzédlez y Martinén, [5], obtienen que (1) se cumple si X es separable y
Y contiene una copia complementada de C|0, 1] y (2) se cumple si X contiene una

copia complementada de ¢; y Y es separable.

De manera que, como se ha mencionado antes, el problema de las clases de
perturbaciones durante mas de 40 anos permanecié sin resolverse en su totalidad,
no fue hasta el 2003 que Gonzalez, [26], logré resolver el problema negativamente,
utilizando producto de espacios de Banach exéticos de tipo hereditariamente indes-

componible (H.I.) y de tipo cociente indescomponible (Q.I.).

Aun cuando este problema tiene solucién negativa, es interesante encontrar
pares de espacios X, Y tales que las igualdades PP, (X,Y) = SS(X,Y) y
Po_(X,Y) =S8C(X,Y) sean ciertas, ya que esto proporcionaria una caracterizacion
intrinseca de los operadores en P®, y PP®_, puesto que la propiedad que caracteriza
alos operadores K € SS(X,Y) depende de la accién de K sobre subespacios cerrados
de X, mientras que la propiedad que caracteriza a los operadores K € Pd, (X,Y)

depende de las propiedades de la suma de K con todos los operadores en ¢ (X,Y).

En este trabajo se determinan pares de espacios X e Y para los cuales el
problema de la clase de perturbacién tiene solucién positiva. Especificamente, en
el 2010, Gonzédlez y Salas Brown [24] determinan que P&, (X,Y) = SS(X,Y)
cuando X = L,(0;1) con 1 < p < 2y Y satisface la propiedad de Orlicz, y
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cuando X = L;(0;1) y Y es secuencialmente débil completo. También obtienen que
PO_(X,Y) = SC(X,Y) cuando Y = L,(0;1) con 2 < p < oo y X* satisface la
propiedad de Orlicz.

Luego en el 2011, Gonzéalez, Martinez-Abején y Salas-Brown [23], determi-
nan que PP, (X,Y) = SS(X,Y) cuando X es fuertemente subproyectivo. Y que
PP _(X,Y)=S8C(X,Y) cuando Y es fuertemente superproyectivo. Estos resultados
nos proporcionan una gran cantidad de ejemplos donde el problema de la clase de
perturbacion tiene solucién positiva; de hecho, las clases de espacios fuertemente sub-
proyectivo y fuertemente superproyectivo contienen una gran cantidad de espacios
clésicos conocidos. Son fuertemente subproyectivos los espacio de las sucesiones ¢,
con 1 < p < o0y ¢, el espacio de James J, el espacio de Lorentz de sucesiones
lpq con 1 < p,g < o0, el espacio de Baernstein B, para 1 < p < oo, el espacio de
Tsirelson 7', el espacio L, (0, 1) para 2 < p < oo, el espacio de Lorentz X = L, ,(0, 1)

par 2 <p<ooy 1l <q < oo, entre otros.

Son fuertemente superproyectivos los espacio de las sucesiones p-sumables, ¢,
con 1< p < o0, cy, el espacio J*, el dual del espacio de James , el espacio de Lorentz
de sucesiones £, , con 1 < p,q < oo, el dual del espacio espacio de Baernstein B; para
1 < p < 00, el dual del espacio de Tsirelson T, el espacio L,(0,1) para 1 < p <2, el

espacio de Lorentz X = L, ,(0,1) par 1 <p <2y 1< g < oo, entre otros.

Estos resultados han sido distribuidos en este trabajo de la siguiente manera,
en el Capitulo 1 se introducen nociones preliminares, basicas para la comprensién de
los capitulos posteriores, relacionadas con bases de Schauder y sucesiones basicas.
También se exponen propiedades de ciertas clases de operadores. Finalmente se ex-
pone de forma detallada el problema de la clase de perturbacién para operadores
semi-Fredholm, su evolucion historica y los resultados obtenidos antes de los traba-

jos [24] v [23].

En el Capitulo 2, se proporcionan los detalles de los resultados obtenidos por



Gonzélez y Salas-Brown en el 2010 [24], se enuncian algunas propiedades geométricas
de los espacios L,, principalmente las relacionadas con los subespacios complemen-
tados de estos. Se introduce la propiedad de Orlicz y se ilustran espacios de Banach
que satisfacen esta propiedad a través de ejemplos concretos. Finalmente se dan
condiciones para que el problema de la clase de perturbacion tenga solucion positiva

cuando se consideran estos espacios.

En el Capitulo 3, se proporcionan los detalles de los resultados obtenidos por
Gonzélez, Martinez-Abején y Salas-Brown en el 2011 [23], se introducen dos nuevas
clases de espacios, los espacios fuertemente subproyectivos y los espacios fuertemente
superproyectivos, se estudian algunas propiedades de estos espacios y se muestran
ejemplos concretos de espacios de Banach que pertenecen a estas clases. Finalmente

se resuelve el problema de la clase de perturbaciéon para estos espacios.
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Capitulo 1

Preliminares

El objeto de este primer capitulo es presentar varios resultados de caracter
general que se emplearan a la largo de este trabajo. Algunos de ellos forman parte
de la teoria basica de espacios de Banach y teoria de operadores, por lo que en la

mayoria de los casos nos limitamos a dar referencias precisas de los mismos.

1.1. Operadores lineales y acotados entre espacios

de Banach

En esta seccién se recopilan algunas propiedades de ciertas clases de operadores
lineales acotados, como lo son los operadores semi-Fredholm superior, semi-Fredholm
inferior, Fredholm, estrictamente singular, estrictamente cosingular e inesenciales.

Sean X y Y espacios de Banach, como ya se ha mencionado en la introduccion,
se denota por L(X,Y) el espacio de todos los operadores lineales y acotados de X
en Y. Asociados aun operador 7' € L£(X,Y") se consideran los siguientes subespacios

lineales:

NT)={zeX :T(x)=0}CX

que es el nicleo de T, y



R(T)={yeY :y=T(x) paraalgin z € X} C Y

que es el rango de T. Es conocido (ver [40, Teorema 1.7.14]) que si T' € L(X,Y)
y R(T) es cerrado en Y entonces X/N(T) es isomorfo a R(T'). Para un subespacio

cerrado M de X, X/M denota el espacio cociente el cual se define por:
X/M={x+M:zecX}

donde z + M = {x +m : m € M}. La dimensién del espacio cociente X/M se
denomina codimension de M y se denota por codim (M)

El espacio dual de X, se denota por X*, y estd formado por todos los
funcionales lineales y acotados definidos sobre X. Si T" € £(X,Y) se denota por
T* € L(Y*, X*) el operador adjunto de T, el cual se define como (T*f)(z) = f(Tz)
para cada x € X y cada f € Y™

Sea M un subconjunto de un espacio de Banach, el anulador de M, el cual se

denota por M+*, es un subespacio cerrado de X* y se define como:
M+ ={f e X*: f(x) = Opara cadaz € M}.

El preanulador de un subconjunto W de X*, el cual se denota por W, es un

subespacio cerrado de X y se define como:
LW ={z € X : f(z) = Opara cada f € W}.

Un operador P € £(X, X) es una proyeccién si P? = P. Un subespacio M de
X se denomina complementado si existe una proyeccion P € L(X, X) tal que R(P) =
M. Todo subespacio de X de dimensién finita es complementado, de igual manera,
todo subespacio cerrado de X de codimensién finita es complementado. Subespacios
complementados son siempre cerrados. Si M es un subespacio complementado de X,
entonces existe un subespacio cerrado N de X tal que X es suma directa de M y N,
esto se denota por X = M @ N y significa que M NN = {0} y X = M + N, ademads

se cumple que X/M es isomorfo a N.



Los siguientes resultados son bien conocidos, se puede consultar [34] y [40]

para una exposiciéon mas detallada:

1. Si M es un subespacio cerrado de X, entonces X*/M* es isomorfo a M*, y

M+ es isomorfo a (X/M)".
2. Si M es un subespacio cerrado de X entonces +(M*) = M.

3. Sea M un subespacio de X*, M es cerrado en la topologia débil* si y sélo si

(M)t =M.
4. Si M es un subespacio reflexivo de X* entonces (* M)+ = M.

5. Si M y N son subespacios cerrados de X tales que X = M & N entonces
X*=M+@ Nt

6. Si M y N son subespacios cerrados de X entonces (M + N)+ = M+ N N*.

7. Si M y N son subespacios cerrados de X entonces (M + N) es cerrado en X

si y s6lo si M+ + N*+ es cerrado en X*.

Si M es un subespacio cerrado de X entonces se denota por Jy,; la funcion
inclusion de M en X y si T € L(X,Y) entonces T'|5; denota la composicion T o Jy,
si N es un subespacio cerrado de Y entonces se denota por Q la aplicacion cociente
de Y en Y/N. Se denota por Ix al operador identidad sobre X. Se dice que un
operador T' € L(X,Y) es un isomorfismo si es inyectivo y tiene rango cerrado, esto
es equivalente a decir que existe una constante C' > 0 tal que ||[Tz|| > C||z|| para

todo z € X.
Lema 1.1.1. [3, Lema 2.2] Sea T € L(X,Y),

1. Si M es un subespacio cerrado de X tal que T o Jy es un isomorfismo, T'(M)
es complementado en Y con complemento cerrado N entonces M es comple-

mentado en X y T-Y(N) es el complemento cerrado de M



2. Si N es un subespacio cerrado de'Y tal que QnoT es sobreyectiva, T~ (N) es
complementado en X con complemento cerrado M entonces N es complemen-

tado en'Y y T (M) es el complemento cerrado de N

1.1.1. Operadores semi-Fredholm

En esta seccién se introducen los operadores semi-Fredholm superior, semi-
Fredholm inferior y de Fredholm, y se dan algunas propiedades basicas de estos.
La clase de todos los operadores semi-Fredholm superior en L(X,Y), se de-

nota por ¢, (X,Y) y se define como:
O, (X,)Y)={T € L(X,Y) :dim(T) < ooy R(T) es cerrado}.

La clase de todos los operadores semi-Fredholm inferior en L(X,Y"), se denota por

®_(X,Y) y se define como:
O_(X,Y)={T € L(X,Y) : dim(Y/R(T)) < co}.

La clase de todos los operadores de Fredholm en L£(X,Y), se denota por ®(X,Y) y
se define como, (X,Y) =o, (X, Y)Nd_(X,Y).

Los operadores semi-Fredholm superior y semi-Fredholm inferior son duales
uno del otro (ver [10]), esto es T € P, (X,Y) si y sblo si T* € _(Y*, X*), y
Ted (X,Y)siysélosi T* € &, (Y*, X*). Otras propiedades que satisfacen estos

tipo de operadores son:
1.SiTed (X,)Y)ySed (Y,Z) entonces ST € (X, Z).
2.81Ted_(X,Y)y Sed_(Y,Z) entonces ST € &_(X, 7).
3. Sean T € L(X,Y)y Se LY, Z),si ST € (X, Z) entonces T € &, (X,Y).
4. Sean T € L(X,Y)y S e LY, Z),si ST € ®_(X, Z) entonces S € ¢_(Y, Z).

5. 81T € ¢, (X,Y)y K € L(X,Y) es un operador de rango finito o compacto
entonces T+ K € &, (X,Y).



ot

6. SiT € ¢ _(X,Y)y K € L(X,Y) es un operador de rango finito o compacto
entonces T'+ K € &_(X,Y).

7. SeaT € ®,.(X,Y), entonces existe € > 0 tal que si S € L(X,Y) y ||S]] < ¢
entonces T'+ S € ¢, (X,Y), andlogamente si T € ®_(X,Y), entonces existe
e>0tal quesi S e L(X,Y)y |9 <eentonces T+ S5 € _(X,Y).

De esta tltima propiedad se deduce que ¢, (X,Y) y ¢_(X,Y) son subcon-
juntos abiertos de £(X,Y). En [10] se puede encontrar una exposicién detallada
sobre este tema, asi como también las demostraciones de las propiedades antes men-
cionadas.

Un ejemplo importante de operadores semi-Fredholm superior son los opera-
dores acotados inferiormente, un operador T € L(X,Y) es acotado inferiormente si
es inyectivo y tiene rango cerrado. Un ejemplo importante de operador semi-Fredholm

inferior son los operadores sobreyectivos.

1.1.2. Operadores estrictamente singulares, estrictamente co-

singulares e inesenciales

Un operador T' € L(X,Y) se llama estrictamente singular si ninguna res-
triccién, Ty, de T a un subespacio cerrado de dimensién infinita M de X es un
isomorfismo; y se dice estrictamente cosingular si no existe subespacio cerrado de
codimension infinita N de Y tal que QnT es sobreyectiva. Se denota por SS(X,Y)
y SC(X,Y) las clases de los operadores estrictamente singulares y estrictamente
cosingulares respectivamente. Estas operadores también se llaman operadores de
Kato 'y operadores de Pelczynski, respectivamente. Para un estudio detallado de
las propiedades bésicas de estas dos clases puede ver [48].

Estas clases de operadores estan relacionados por dualidad de la siguiente ma-
nera, si el adjunto de un operador 7' € L(X;Y) es estrictamente singular entonces
el operador T es estrictamente cosingular, esto es si 7% € SS(Y*, X*) entonces

T € SC(X,Y), andlogamente si T* € SC(Y*, X*) entonces T' € SS(X,Y), una



demostraciéon de este resultado puede ser encontrada en [1, Teorema 7.53], y en
[2] se puede encontrar un ejemplo que muestra que los reciprocos de las relaciones
anteriores en general no son ciertos.

En [48] se muestra que SS(X,Y) y SC(X,Y’) son subespacios cerrados de
L(X,Y), mds ain si T € L(X,Y), S € SS(Y,Z) y U € L(Z, W) entonces
UST € S§(X,W). De manera similar si T € L(X,Y), S € SC(Y,Z)y U € L(Z, W)
entonces UST € SC(X,W).

Los operadores compactos constituyen un ejemplo de operadores que son es-
trictamente singular y estrictamente cosingular tal y como lo exhibe el siguiente

teorema.

Teorema 1.1.2. Todo operador compacto es estrictamente singular y estrictamente

cosingular

Los detalles de la demostracién del teorema anterior se pueden encontrar en
[1, Teorema 7.36]. En [2] se puede encontrar un ejemplo que muestra que el reciproco
del teorema anterior en general no es cierto.

Otro ejemplo importante de operadores que son estrictamente singular lo
constituyen los operadores débil compactos cuyo dominio satisfaga la propiedad de
Dunford-Pettis, se recuerda que un espacio de Banach X satisface la propiedad de
Dunford-Pettis si todo operador débil compacto T': X — Y es completamente con-
tinuo, es decir, siempre que (z,) converja débilmente en X entonces (7'x,) converge
en norma en Y. Los espacios L (0,1), L1(0,1) y el espacio de las funciones conti-
nuas sobre el conjunto compacto K, C(K), son ejemplos de espacios que tienen la

propiedad de Dunford-Pettis (ver [36, Teorema II. 4.30] y [6, Teorema 5.4.5]).

Proposicion 1.1.3. Sea X un espacio de Banach que satisface la propiedad de
Dunford-Pettis, entonces todo operador débil compacto T: X — Y es estrictamente

singular.

Demostracion. Sea M un subespacio cerrado de X tal que la restriccion Ty es

un isomorfismo y sea (z,) una sucesién acotada en M. Como T es débil compacto



existe una subsucesién (x,, ) tal que T'(z,,) converge débilmente. Dado que 1’|y es
un isomorfismo entonces (z,, ) converge débilmente. Esto dice que M es reflexivo.
Como X satisface la propiedad de Dunford-Pettis, el operador T" es comple-
tamente continuo. Entonces la sucesion (Txnk) converge en norma, por lo que T es
compacto. De aqui que M tiene dimension finita y por tanto T es estrictamente

singular. O

La siguiente proposicién presenta una propiedad para operadores lineales

definidos sobre L, y es consecuencia de [6, Teorema 5.5.5].

Teorema 1.1.4. Si T € L(Lw,Y) entonces T es débil compacto o existe un subes-
pacio cerrado M, de dimension infinita, de Lo, tal que M es isomorfo a los y T|p

es un isomorfismo.

Un operador T € L(X,Y) se denomina inesencial si [x — ST € (X, X) para
todo S € L(X,Y). Se denota por Zn(X,Y) la clase de los operadores inesenciales de
XenY.

Sea T' € L(X,Y) en [48] se muestra que las clases de los operadores estric-
tamente singulares y estrictamente cosingulares estan contenidas en la clase de los

operadores inesenciales. También es conocido que Zn(X) es un ideal de operadores

[48].

1.2. La clase de perturbacion para operadores semi-

Fredholm

Sea A una clase de operadores continuos entre espacios de Banach. La Clase

de perturbacion PA de A se define en [35] por sus componentes, es decir,
PAX,)Y) ={K e L(X,Y): K+ Aec A(X,Y), paracada A € A(X,Y)},

donde X y Y son espacios de Banach tales que A(X,Y') es no vacio. En el caso que

X =Y escribiremos A(X) en vez de A(X, X).



Teorema 1.2.1. [35, Lema 2.1] Dados dos espacios de Banach X, Y para los cuales
PA(X,Y) # 0, se cumple que:

1. PA(X,Y) es un subespacio cerrado de L(X,Y)

2. 8iT e PAX,Y), entonces T'S y UT estin en PA(X,Y’) para todo S € L(X)
y todo U € L(Y)

Lema 1.2.2. [4, Lemma 3.3] Sea A una de las clases &, ®_ o ®. Suponga que
AX,Y)#0D y sea K € PA(X,Y). Entonces:

1. Si A es un isomorfismo de W sobre X y B es un isomorfismo de Y sobre Z,

entonces BKA € PA(W, Z).
2. SiAe L(X)yBeL(Y), entonces BKA € PA(X,Y).

Se conoce que si X, Y son espacios de Banach tales ®(X,Y) es no vacio
entonces la clase P®(X,Y) coincide con Zn(X,Y) [35], sin embargo, la clase de
perturbacion de ®, y de ®_ en general se desconoce.

Para cada par de espacios de Banach X, Y para los cuales la correspondiente

clase de perturbacion esté definida, se cumple que
1. S§(X,Y) C PP, (X,Y) (]33, Teorema 5.2]),
2. SC(X,Y) C PP_(X,Y) ([56, Corolario 1]),

3. PO, (X,Y)UP®_(X,Y) C In(X,Y) ([10, Teorema 5.6.9]).

A continuacién se presentan pares de espacios X, Y para los cuales las igual-
dades PP, (X,Y) =SS(X,Y)y PP_(X,Y) = SC(X,Y) son ciertas. Para esto se

necesitan las siguientes definiciones.

Definicién 1.2.3. Un espacio de Banach X se dice que es subproyectivo si todo
subespacio cerrado M de X de dimension infinita, contiene un subespacio N de

dimensién infinita, complementado en X.



Se dice que X es superproyectivo si todo subespacio cerrado M de X de
codimensién infinita esta contenido en un subespacio N de codimension infinita,

complementado en X.

Los espacios subproyectivos y superproyectivos se preservan bajo isomorfis-
mos, y obedecen una relaciéon de dualidad siempre y cuando el espacio en cuestion
sea reflexivo, especificamente si X es reflexivo entonces X es subproyectivo si y sélo
si X* es superproyectivo, analogamente si X es reflexivo entonces X es superproyec-
tivo si y solo si X* es subproyectivo. Para més detalles acerca de las propiedades de

los espacios subproyectivos y superproyectivos se puede consultar [59].

Ejemplo 1.2.4. A continuacién se muestran algunos espacios subproyectivos y su-

perproyectivos (ver [59])
1. Todo espacio de Hilbert es subproyectivo y superproyectivo.
2. El espacio de sucesiones ¢, para 1 < p < oo es subproyectivo y superproyectivo.
3. El espacio de las sucesiones convergentes a 0, ¢y es subproyectivo.

4. El espacio de funciones L,(0, 1) para 2 < p < oo es subproyectivo y el espacio

de funciones L,(0, 1) para 1 < p < 2 es superproyectivo.

Definicién 1.2.5. Un espacio de Banach X se dice que es indescomponible si no
se puede expresar como la suma directa de dos subespacios cerrados de dimensién
infinita.

Se dice que X es hereditariamente indescomponible si todo subespacio cerrado
de X es indescomponible. Se dice que X es hereditariamente cociente indescomponible

si todo cociente de X es indescomponible.

Los espacios de Banach de dimensién finita son ejemplos triviales de espacios
indescomponibles. El siguiente resultado, proporcionado por Weis en 1981 [58], ca-

racteriza los espacios hereditariamente indescomponible y hereditariamente cociente
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indescomponible, y proporciona una soluciéon positiva al problema de la clase de

perturbacion.

Teorema 1.2.6. Sea Y un espacio de Banach,

1.

LY, Z)=8S(Y,Z)uUd, (Y, Z) para todo espacio de Banach Z siy sdlo si Y

es hereditariamente indescomponible.

2. L(X,Y) =8C(X,Y)UP (X,Y) para todo espacio de Banach X siy solo si

Y es hereditariamente cociente indescomponible.

La existencia de espacios de Banach de dimension infinita indescomponible

era un problema abierto en el momento en que Weis [58], probé su resultado. No fue

hasta 1993 que Gowers y Maurey [27] construyen ejemplos de espacios que satisfacen

esta condicion.

Ahora bien, se conoce que la igualdad entre estas clases de operadores,

Po (X,Y)=S8S(X,Y), ocurre en los siguientes casos:

1.

2.

3.

Y subproyectivo ([35], [4]);
X=Y=Ly(n),1<p<oo([57]), (El caso 2 < p < oo fue probado en [41]);

X hereditariamente indescomponible ([4, Teorema 3.14]);

. X es separable y Y contiene una copia complementada de C[0, 1] ([5]).

También la relacion P®_(X,Y) = SC(X,Y) se cumple en los siguientes casos:

. X superproyectivo ([35], [4]);

X=Y=L,(u),1<p<oo([57); (Elcaso 1l < p < 2 sigue del resultado dado
en [41] por dualidad);

Y cociente indescomponible ([4, Teorema 3.14]);

X contiene una copia complementada de ¢, y Y es separable ([5]).
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Cabe destacar que utilizando producto de espacios de Banach exéticos (se les
denomina espacios exoticos porque sus propiedades contrastan enormemente con las
de los espacios clasicos conocidos hasta entonces), del tipo hereditariamente indes-
componible (H.I) y cociente indescomponible (Q.I), Gonzélez en el 2003 [26], logra
mostrar que las inclusiones SS(X,Y) C PP, (X,Y) y SC(X,Y) C PP_(X,Y), son

estrictas para este tipo de espacios, tal y como se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 1.2.7. [26, Teorema 4] Sea X un espacio de Banach reflexivo y he-
reditariamente indescomponible, sea Y un  subespacio cerrado de X  tal que

dim(Y) =dim(X/Y) =o00. 81 Z = X X Y entonces

P.(Z) # 85(2)

Po_(Z*) # 8C(Z*)

Atn cuando la solucién general del problema de la clase de perturbacion para
operadores semi-Fredholm es negativa, es interesante y se considera de importancia
hallar pares de espacios X, Y que cumplan las relaciones P9, (X,Y) = SS(X,Y)
y P®_(X,Y) =S8C(X,Y), pues esto proporcionaria caracterizaciones intrinsecas en

estos casos.

1.3. Bases en espacios de Banach

En esta seccion se introduce el concepto de base de Schauder de un espacio
de Banach y la nocién correspondiente de sucesion basica. Para mas detalles de este

tema se recomienda ver [6] y [37]

Definicién 1.3.1. Sea X un espacio de Banach, una sucesion (z,,) de elementos de

X se denomina base de X si para cada x € X existe una tnica sucesion de escalares

(an) tal que z =77 | a,xn,.
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Ejemplo 1.3.2. La sucesion de vectores unitarios (e,), es una base para los espacios

co ylp, paral < p < oo.

Definicién 1.3.3. Sea X un espacio de Banach, una sucesién (x,) de elementos de
X, suponga que existe una sucesién (x)) en el espacio dual X* tal que
1L xj(z;)=1slj=kyaxj(x;) =0slj#Fk,

2. paracadax € X, x =) > ah(z)x,.

Entonces la sucesion (z,,) es llamada base de Schauder para X y los funcionales ()

son llamados funcionales biortogonales asociados a (x,).

Teorema 1.3.4. [6, Teorema 1.1.3] Sea X un espacio de Banach (separable), una

sucesion (x,) en X es base de Schauder para X si y sélo si (x,) es una base para X .

Observe que si (z,,) es base, entonces para cada k € N, fijo, se tiene que

o0
xZ(Z pTy) = ag,
n=1

y la expresion

[es) k
P’C(Z ApTy) 1= Z p T,
n=1 n=1

define un operador acotado Py : X — X tal que limy_, Pyx(x) = x para cada z € X,

que se denomina proyeccion natural asociada a la base (xy).

Definicién 1.3.5. Sea (z,) una base para el espacio de Banach X y considere la
sucesion (Py) de las proyecciones naturales asociadas a la base, entonces la constante
K > 0 tal que K = sup,, || P,|| se denomina constante bdsica de la sucesién (z,). En

el caso que K =1 se dice que la base (z,) es moné6tona.

Definicién 1.3.6. Una sucesién (z,,) en un espacio de Banach X se dice sucesion

basica si (z,) es base de [x,], es decir, si es base del espacio cerrado generado por
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Teorema 1.3.7. [6, Proposicién 1.1.9] Una sucesion (z,), no nula, en un espacio

de Banach X es basica si y solo si existe una constante positiva K tal que

m n
1~ ajesl| < KD ajas|
j=1 j=1

para toda sucesion de escalares (a,) y para cualquier par de enteros m, n tales que

m < n.

Definicién 1.3.8. Dos bases, o sucesiones bésicas, (z,) v (y,) en los espacios de
Banach X, Y, respectivamente, se denominan equivalentes, lo cual se denota por
(xn) ~ (yn), si siempre que se tome una sucesion de escalares (a,), se tiene que la

serie > > | a,x, converge si y sélo si la serie ) >° | a,y, converge.

Teorema 1.3.9. [6, Teorema 1.3.2] Dos bases, o sucesiones basica, (x,) y (yn) son
equivalentes si y solo si existe un isomorfismo T : [x,] — [y, tal que T(x,) = yn

para cada n € N.

Corolario 1.3.10. [6, Corolario 1.3.4] Sean (x,,) y (yn) dos bases para los espacios de
Banach X, Y, respectivamente, entonces (x,,) ~ (yn) si y sélo si existe una constante
C' > 0 tal que para toda sucesion de escalares (ay,), distinta de cero para una cantidad

finita de términos, se tiene que

(o) o o
CTD S awill < 1D asil| < CID - awill.
n=1 n=1 n=1

Definicién 1.3.11. Una sucesién bésica (z,,) en un espacio X se dice complementada
si el espacio cerrado generado por (x,,), el cual denotaremos por [z,], es complemen-

tado como subespacio de X

Teorema 1.3.12. [6, Teorema 1.3.9] (Principio de las pequenias perturbaciones) Sea
() una sucesion bdsica en un espacio de Banach X con constante basica K. Si (y)

es una sucesion en X tal que

Entonces
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1. (yn) es una sucesion bdsica con constante a lo mds K(1+ 60)(1 —6)71.

2. (yn) es base si (xy,) lo es, en tal caso la constante bdsica de (y,) es a lo mds

K1+0)(1—0)".
3. yn] es complementado si [x,] lo es.

Teorema 1.3.13. [6, Proposicién 1.5.4] (Principio de seleccién Bessaga-Pelczynski )
Si (z,,) es una sucesion débil nula en un espacio de Banach X tal que inf, ||z,| >0

entonces (x,,) tiene una subsucesion bdsica.

Teorema 1.3.14. [6, Teorema 1.5.6] Sea S un subconjunto acotado de un espacio

de Banach X tal que 0 ¢ g”’”, entonces las siguientes son equivalentes

(i) S no contiene sucesion bdsica

(i) S* es débil compacta y no contiene al 0

Teorema 1.3.15. [6, Corolario 1.6.4] Un espacio de Banach X es reflexivo si y sdlo

st toda sucesion acotada tiene una subsucesion que converge débilmente

Teorema 1.3.16. [6, Teorema 10.2.1] (Teorema sobre ¢; de Rosenthal) Sea (z,,) una
sucesion acotada en el espacio de Banach X. Entonces (x,) tiene una subsucesion

débil de Cauchy, o (x,) tiene una subsucesion equivalente a la base unitaria de (.

Definicién 1.3.17. Una base (z,,) de un espacio de Banach X se llama incondicional

si para cada x € X la serie Y7, x*(x)x, converge incondicionalmente.



Capitulo 2

El problema de la clase de

perturbacion sobre espacios L

Este capitulo tiene por finalidad mostrar los detalles de los resultados obtenidos
por Gonzdlez y Salas-Brown [24], en el 2010, dichos resultados proporcionan una res-
puesta positiva al problema de la clase de perturbacién, especificamente se muestra
que PP, (X,Y) =S8S(X,Y) cuando X = L,, 1 <p <2y Y satisface cierta condi-
cién denominada propiedad de Orlicz, también se muestra que la igualdad es cierta
para p = 1 y Y secuencialmente débil completo, y cuando 2 < p < oo y Y es
arbitrario.

Como consecuencia, y de manera dual, se obtiene que P®_(X,Y) = SC(X,Y)
cuando Y = L,, 2 < ¢ < 0o y el dual de el espacio X, X*, satisface la propiedad de
Orlicz. Ademads se obtiene que P®_(X,Y) = SC(X,Y) cuando 1 < ¢ <2y X es
arbitrario.

Estos resultados generalizan los trabajos de Milmam (1969) [41] y Weis (1977)
[57]. Milman demostré que PO, (X,Y) =SS(X,Y)siX =Y =L,(n) y2 < p < o0,
también mostré que P®_(X,Y) =SC(X,Y)si X =Y = L,(p) y 1 < p < 2, luego
Weis logré extender estos resultados para 1 < p < oc.

En la primera secciéon de este capitulo se resumen algunas propiedades de
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los espacios de Banach L,, necesarias para el desarrollo de los resultados antes men-
cionados, en la segunda seccion se introduce la propiedad de Orlicz y se proporcionan
ejemplos de espacios de Banach que satisfacen esta propiedad, finalmente en la ter-

cera seccién se exponen de manera detallada los resultados obtenidos en [24].

2.1. Espacios L, para 1l <p < oo

El objetivo de esta seccién es recopilar algunas propiedades geométricas de los
espacios L,, las definiciones y resultados sobre los espacios L, que se presentan han
sido tomados de los textos [6] y [12].

Sil < p < oo, el espacio L,(0,1) consiste (salvo en igualdad en casi todas

partes) de las funciones medibles f definidas sobre (0, 1) tales que

i1, = (| 1 |f(t)|pdu(t))l/p < oo

donde p denota la medida de Lebesgue sobre (0, 1).
El espacio L. (0,1) consiste (salvo en igualdad en casi todas partes) de las

funciones medibles f definidas sobre (0, 1) tales que
[flloe = mf{A >0 [f()] < A ae}

Para 1 < p < o0, el espacio L,(0, 1) se denota, por comodidad, por L,, su norma por
|- 1|, ¥ la medida de Lebesgue sobre (0, 1) por p. Se observa que, para 1l < p < ¢ < 0o
y para una funcién medible f sobre (0,1), se cumple que || f|l, < ||f|l; de aqui que
el espacio L, esta contenido en L,,.

El espacio L, para 1 < p < oo tiene una base mondtona (ver [6, Proposicién
6.1.3]), la cual se denomina el sistema de Haar. El sistema de Haar se define como
la sucesién de funciones (h,,), sobre [0, 1] tales que h; = 1 y para n = 2¥ 4+ s (donde
k=0,1,2,....ys=1,2,..,2%),

1, s te[3E 5H),

h‘n(t) = _17 si te [giillv ngfrl)v

0, en otro caso.
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Maés atin, el sistema de Haar es una base incondicional en L, para 1 < p < 0o,
este resultado fue establecido en 1932 por Paley [44], los detalles de la demostracién
también se pueden encontrar en [6, Teorema 6.1.6]

Para p = 1, el espacio L, no tiene base incondicional (ver [37, Proposicién
1.d.1]), sin embargo, todo subespacio cerrado de dimensién infinita de L; contiene

una sucesion bésica incondicional, tal y como lo exhibe el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.1. Para 1 < p < 00, todo subespacio cerrado infinito dimensional

de L, contiene una sucesion bdsica incondicional.

Demostracion. Para 1 < p < oo, la base de Haar (h,,) es una base incondicional de
L, luego todo subespacio cerrado de dimensién infinita contiene un subespacio Z el
cual tiene una base equivalente a un bloque de (h,,) (ver [37, Proposicién 1.a.11]).
Para el espacio Lq, dado un subespacio cerrado M de dimensién infinita de L1,
se tiene que M contiene un subespacio isomorfo a ¢; o es isomorfo a un subespacio
de L, con 1 < ¢ <2 [51, Teorema 8. Dado que la base unitaria de ¢; es incondicional

el resultado también es cierto para p = 1. O

El siguiente resultado trata sobre subespacios cerrados de L,,. La demostracién
del mismo, en el caso que M sea isomorfo a f5 se puede encontrar en [46, Teorema

3.1], y en el caso que M sea isomorfo a ¢, se puede ver [6, Teorema 7.2.6 y Teorema

6.4.8].

Teorema 2.1.2. Sea 1 < p < 0o y M un subespacio cerrado de L, isomorfo a €, o
1somorfo a fo, entonces M contiene un subespacio isomorfo a M y complementado

en L.

El siguiente resultado fue mostrado en 1962 por Kadets y Pelczynski [32],

también se puede encontrar una demostracién en [6, Teorema 6.4.8].

Teorema 2.1.3. Sea M wun subespacio cerrado infinito dimensional de L,, para
2 < p < o0. Entonces M contiene un subespacio isomorfo a £, y complementado en

L, o M es isomorfo a ly y complementado en L,.
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En el caso que M sea un subespacio no reflexivo de L; se tiene una version

del teorema anterior.

Teorema 2.1.4. [6, Proposicién 5.6.2] Sea M un subespacio cerrado infinito di-
mensional no reflexivo de Ly, entonces M contiene un subespacio isomorfo a €1 y

complementado en L.

Los detalles de la demostracion del siguiente teorema se pueden encontrar en

[6, Teorema 7.2.6].

Teorema 2.1.5. Suponga que M es un subespacio cerrado de L, (1 <p < 2). En-
tonces M no contiene subespacios isomorfos a £, si y sélo si la bola cerrada unitaria
de M es p-equi-integrable, es decir, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que para todo conjunto

medible E C (0,1) con u(E) < 6 se cumple que

sup/\f]pdu<€.
feBu JE

A continuacién se presentan una serie de propiedades relacionadas con los

espacios de sucesiones £,,.

Proposicién 2.1.6. Todo subespacio cerrado Y de dimension infinita de ¢, con
1 < p < oo contiene un subespacio cerrado Z tal que Z es isomorfo a £, y comple-

mentado en £),.

La demostracién de la proposicién anterior se puede encontrar en [6, Proposi-

cién 2.2.1].

Proposicién 2.1.7. [6, Proposicién 2.5.2] Si un espacio de Banach X contiene un

subespacio M isomorfo a o, entonces M es complementado en X.

Proposicién 2.1.8. Todo subespacio complementado M isomorfo a ¢, (1 <p < o0)
de un espacio de Banach X contiene un subespacio My isomorfo a M, complementado

en X y con complemento isomorfo a X.
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Demostracion. Sea M un subespacio cerrado y complementado de X tal que M es

isomorfo a ¢, entonces X se puede expresar como:
X=M&N

con N un subespacio cerrado de X. Dado que M es isomorfo a ¢,, y ¢, es isomorfo
a £, @ {,, se pueden tomar dos subespacios M; y M, de M isomorfos a M y tales
que M = M; & M. Se observa que Ms; & N es isomorfo a X, lo que concluye la

demostracion. ]

Un espacio de Banach X se denomina primario si siempre que M y N sean
subespacios cerrados de X y X = M @ N, entonces se cumple que M o N es isomorfo
a X. En [8, Teorema 7] se muestra que el espacio L, es primario para 1 < p < oo, lo

cual se enuncia formalmente en el siguiente teorema.
Teorema 2.1.9. FEl espacio L, para 1 < p < oo, es primario.

Del hecho que L, sea un espacio primario, se obtiene que L, es isomorfo a
sus subespacios cerrados de codimension finita. En efecto, si M es un subespacio
cerrado de L, de codimensién finita entonces existe un subespacio cerrado N de L,
de dimensién finita tal que L, = M @& N, por ser L, primario se cumple que M o N
es isomorfo a L, pero N no puede ser isomorfo a L, por ser de dimensién finita, de
manera que M debe ser isomorfo a L,,.

Ahora se enuncian un grupo de proposiciones que seran de gran utilidad para

establecer y desarrolar los resultados de la Seccién 3.

Proposicion 2.1.10. Sean M y L dos subespacios cerrados de dimension infinita
de L,, L isomorfo a L, tales que M + L es cerrado y M N L es de dimensidn
finita entonces L contiene un subespacio cerrado L', de codimension finita tal que

MnNL ={0}, M+ L es cerrado y L' es isomorfo a L,.

Demostracion. Dado que M N L es de dimension finita entonces M N L es comple-

mentado en L,, esto es, existe un subespacio cerrado W de L, de dimensién infinita
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tal que L, = (M NL)$ W. Sisetoma L' = L NW entonces L' es un subespacio
cerrado de L, y MNL" = {0}. Se observa que L’ tiene codimensién finita en L puesto
que L = (M NL)® L,y dado que L es isomorfo a L, se tiene que L es primario
y por lo tanto isomorfo a L’. Finalmente M + L’ es cerrado puesto que M + L es

cerrado L]

Proposicién 2.1.11. Sea K € L(L,,Y) y H un subespacio cerrado de dimension
infinita de L, tal que K|g es semi-Fredholm superior, entonces existe un subespacio

cerrado H' de H, de codimension finita tal K|y es un isomorfismo.

Demostracion. Dado que K|y es semi-Fredholm superior, entonces N(K|y) tiene
dimensién finita y R(K|y) es cerrado, de manera que existe un subespacio H' de
H, cerrado de dimensién infinita tal que H = N(K|y) & H'. Entonces H' tiene

codimensién finita y K|g es un isomorfismo. [

Proposicién 2.1.12. Sea f € L, tal que || f]|, < 1 entonces dado M > 0 se tiene
que

p({t e (0,1): [f()] > M}) < 1/MP.

Demostracion. Sea f € L, tal que || f||, < 1 entonces

1zluwwm
Lf@)Pdu(w-+l/“ FOPdp(t)

Ate(orl): |F@®)[>M} {te(0,1): [f(t)|<M}

= F(OFdu(t)

{te(0,1): |f(t)|>M}

>/‘ MPdp(t) = My ({t € (0,1): [£(8)] > M})
{te(0,1): |f(t)|>M}

De aqui que

p{t e (0,1): [f()] > M}) <1/M”

que era lo que se queria demostrar. O
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2.2. La propiedad de Orlicz

En esta seccién se introduce la propiedad de Orlicz y se ilustran espacios de
Banach que satisfacen esta propiedad a través de ejemplos concretos, esta propiedad
serd de gran ayuda para enunciar y demostrar el resultado principal de este capitulo,
el cual se establece en la préxima seccion.

En primer lugar, se recuerda que una sucesién (x,,) en un espacio de Banach
X se denomina semi-normalizada si es acotada y satisface inf, ey ||z,|| > 0, y se dice

que (z,,) es débil nula si (x,) converge débilmente a 0.

Definicién 2.2.1. Se dice que un espacio X satisface la propiedad de Orlicz si cada
sucesiéon semi-normalizada y débil nula (x,) en X tiene una subsucesién (z,,) que
satisface una 2-estimacion inferior, es decir, si existe una constante C' > 0 tal que,

para cada sucesion de escalares (ag),

oo o] 1/2
1> asen ]| = (3 larl?)
k=1 k=1

En 1930, Orlicz [43], establece que el espacio L, satisface la propiedad de Orlicz
para 1 < p < 2. Una demostracion de este resultado también puede ser consultada

en [8, Formula (1.10)], formalmente:
Teorema 2.2.2. El espacio L, satisface la propiedad de Orlicz para 1 <p < 2.

En 1991, Rébiger [50] también proporciona una demostracién del Teorema
2.2.2, mostrando la existencia de una clase de reticulos de Banach que satisfacen la
propiedad de Orlicz.

Antes de enunciar dicho resultado recordemos que un espacio de Banach es
de cotipo g, para algin ¢ > 2, si existe una constante 0 < M < oo tal que para toda

coleccién finita (z;)7_, de elementos de X se tiene que

1 n n
JRD SRR SR
0 j=1 j=1
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donde (r,) es la sucesion formada por las funciones de Radamacher las cuales se
definen por 7,(t) = sgn(sen(2"nt)). Para mas detalles acerca de las funciones de

Radamacher se puede consultar [6] y [12].

Proposicién 2.2.3. [50, Corolario en la pag 83| Cada reticulo de Banach de cotipo
2 satisface la propiedad de Orlicz.

Teorema 2.2.4. Un espacio de Banach que satisface la propiedad de Orlicz no con-

tiene subespacios isomorfos a cg.

Demostracion. Sea X un espacio de Banach que satisface la propiedad de Orlicz y
tal que que existe un subespacio M de X que es isomorfo a ¢, sea T : ¢cg — M un
isomorfismo sobreyectivo, entonces existe L > 0 tal que | Tz|| > L|z||- para todo
x € cg. Paran € N, sea e, la sucesion que es igual a cero en todas sus componentes,
excepto en la n-ésima posicién donde vale 1. Se observa que cada e, € ¢y y que la
sucesion (e, ) converge débilmente a 0. Para cada n € N, se toma z,, = T'e,,, entonces

(x,,) converge débilmente a 0, ademas

[znll = [ITenll = Lilenlloo = L

[znll = I Tenll < [T Hlenlloo = T

lo que significa que (z,,) es una sucesién semi-normalizada y débil nula en X. Como
X satisface la condicién de Orlicz, existe una subsucesién (z,,) y una constante

C > 0 tal que para la sucesién de escalares (a;) con a = 1/vk se tiene que

~ ~ 1/2 ~ 1/2
gy, || > C ax|? =C - = 00
1Ym0 (Smt) e (30

Si se toma x = Y-, age,, entonces x € ¢y y por tal motivo

T[] < |1 T[[[#]loo < 00
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pero
(o0} oo (oo}
|Tz| = [T (Z akenk> =1 axT(en) = 1Y arn, | = oo
k=1 k=1 k=1
lo cual conduce a una contradiccién. OJ

En [7, Teorema 4.60] se muestra que si un reticulo de Banach X no contiene
subespacios isomorfos a ¢y entonces X es secuencialmente débil completo.

Luego todo reticulo de Banach que satisface la propiedad de Orlicz es secuen-
cialmente débil completo.

Un espacio de Banach Y es secuencialmente débil completo si toda sucesion
débil de Cauchy en Y converge débilmente. El espacio de las funciones integrables,
Ly es un ejemplo de un espacio secuencialmente débil completo tal y como se exhibe

en el siguiente resultado.

Teorema 2.2.5. [6, Teorema 5.2.10] El espacio L, es secuencialmente débil completo.

2.3. Laclase de perturbacién para operadores semi-
Fredholm sobre espacios L,

En esta seccién se establece, de manera positiva, una solucién al problema de
la clase de perturbacién. Se expone de manera detallada los resultados obtenidos por
Gonzélez y Salas-Brown en [24].

En primer lugar, se observa que para 1 < p < oo, el conjunto ®,(L,,Y) es
no vacio si y sélo si el espacio Y contiene un subespacio isomorfo a L,. En efecto,
si. T € &,(L,,Y) entonces N(T') tiene dimension finita y R(T") es cerrado, de
modo que existe un subespacio cerrado M de L,, de dimensién infinita tal que
L, = N(T)® M, dado que el espacio de Banach L, es isomorfo a sus subespacios
cerrados de codimensién finita, se sigue que L, y M son isomorfos y por tanto T'(M)

es un subespacio de Y isomorfo a L,. Reciprocamente, si N es un subespacio de Y
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isomorfo a L, considere el isomorfismo sobreyectivo S : L, — N y el operador T
obtenido al extender el rango de S a todo el espacio Y, entonces T' € & (L,,Y).
El siguiente resultado establece condiciones sobre un espacio de Banach Y

para que P®(L,,Y)=S8S(L,,Y) paral <p < 2.

Teorema 2.3.1. Sean 1 < p < 2, Y un espacio de Banach que contiene un subes-

pacto isomorfo a L, y que satisface la propiedad de Orlicz. Entonces
Pq)-i—(LIh Y) = SS(va Y)

Demostracion. Sea K € L(L,,Y) tal que K ¢ SS(X,Y), entonces existe un sub-
espacio cerrado H de dimensién infinita de L, tal que la restriccién K|y es un

isomorfismo. Se mostrard que K ¢ PP (L,,Y).

Primeramente, se considera el caso en que H contiene un subespacio isomorfo
a £,. Por el Teorema 2.1.2, pasando a subespacio si es necesario, se puede asumir que
H es un subespacio complementado isomorfo a ¢,. Sea M el subespacio cerrado de
L, tal que L, = H & M. Dado que L, es primario (Teorema 2.1.9), se sigue que M
es isomorfo a Ly,

Por hipétesis, Y contiene un subespacio L el cual es isomorfo a L,. Se consi-

deran los siguientes posibles casos:

(1) K(H)+ L es cerrado y K(H) N L tiene dimensién finita,
(2) K(H)N L tiene dimension infinita,
(3) K(H)+ L es no cerrado y K(H) N L tiene dimensién finita.

(1) En virtud de la Proposicién 2.1.10, se puede sustituir L por un subespacio
de codimensién finita, y se puede asumir que K(H)N L = {0}. Sea U € L(M, L) un

isomorfismo sobreyectivo. Se considera el operador

T:L,=HeM —KH)®LCY



definido por T'(z,y) := —K(z) + U(y), entonces T' es un isomorfismo, por lo que
T e ®,(L,,Y). Se observa que N(T' + K) tiene dimensién infinita pues contiene al
subespacio H. Por lo tanto, T+ K ¢ ®,(L,,Y), de aqui que K ¢ P®,(L,,Y).

(2) Dado que K(H) es isomorfo a ¢,, y K(H) N L es un subespacio cerrado
de dimensién infinita de K (H) entonces por la Proposicion 2.1.6, K (H) N L contiene
un subespacio N; isomorfo a £,,.

Como N; es un subespacio de L y L es isomorfo a L,, se tiene por el Teorema
2.1.2, que N; contiene un subespacio Ns isomorfo a ¢, y complementado en L. De
modo que L se puede expresar como: L = No@® W, donde W es un subespacio cerrado
de dimensién infinita de L.

Como L, es primario, el complemento de N, en L es isomorfo a L, es decir,
W es isomorfo a L,,. Asi, reemplazando L por este complemento y reemplazando H
por (K|g) ' (Ny), el cual es un subespacio complementado en L, y es isomorfo a
?,, se puede asumir que la suma K(H) + L es directa y cerrada; y por lo tanto se

obtienen las condiciones del caso (1).

(3) En este caso, se definird un operador compacto K; € L(L,,Y) tal que
(K + K1)(H)N L tenga dimensién infinita.

De ser posible esto, entonces (K + K;)|y seria un operador semi-Fredholm
superior, puesto que al ser K|g un isomorfismo K|y € ®,(H,Y) y la clase de
operadores semi-Fredholm es estable bajo la suma de operadores compactos.

En virtud de la Proposiciéon 2.1.11, pasando a un subespacio de codimension
finita, se puede asumir que (K +K7)|y es un isomorfismo. Luego, usando el argumento
del caso (2) se obtendria un operador T' € & (L,,Y) talque T+ K+K; ¢ &, (L,,Y).
Entonces T+ K ¢ ®,(L,,Y), de aqui que K ¢ P®(L,,Y).

Ahora bien, se procede a definir tal operador compacto. Como en el caso (1), se

puede asumir que K (H)NL = {0}. Del hecho que K (H )+ L es no cerrado, se sigue que

existe una sucesién normalizada (y,) en K (H) tal que dist(y,, L) < 27™. Se observa
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que (y,) no tiene subsucesiones convergentes, pues en caso contrario, de existir una
subsucesion convergente a un punto y se tendria que ||y|| =1y y € K(H)NL, lo cual
no es posible. Andlogamente, el limite de cada subsucesién que converja débilmente
debe ser 0. Dado que ¢, es reflexivo, se puede concluir que (y,) converge débilmente
a 0. Luego, por la Proposicion 1.3.13, pasando a subespacio, se puede suponer que
(yn) es una sucesién bésica.

Sea (h,) una sucesién en H tal que K(h,) = y, para cada n € N. Dado que
K es un isomorfismo sobre H, (h,) es una sucesion bdsica, por lo tanto existe una
sucesién acotada (h)) en el espacio dual L,* tal que (h, h;) = d;; para cada i,j € N.

Se selecciona ahora, una sucesion (z,) en L tal que||y, — z,|| < 27" para cada

n € N. Como > 7 ||h]||lzi — vil| < oo, la expresién

o0

Ki(f) =Y (hy )z — i),

i=1
define un operador compacto K; € L(L,,Y) tal que (K + K;)(h,) = 2, para cada
n € N. De aqui que (K + K7)(H) N L tenga dimensién infinita, tal y como se queria

probar.

Ahora se considera el caso que H no contenga subespacios isomorfos a ¢,. Por
el Teorema 2.1.5, la bola unitaria, en L,, By es p-equi-integrable. Por lo tanto, para

cada € > 0 existe d, > 0 tal que
w(A) < 6. = || fxallp <e, paratodo f € By. (2.1)

Se denota por M, := 55_1/17; de aqui que 1/MP = ..

Por Proposicion 2.1.12, se tiene que
n({t € (0,1): [F(1)] > M.}) < 1/M? = .. (2.2)

para toda f € By
Se fija 0 < € < 1/2. Por Proposicién 2.1.1, se puede tomar una sucesién bésica
incondicional, normalizada (f,,) en H. Dado que K|y es un isomorfismo, existe una

constante C' > 0 tal que || K f|| > C|| f]|, para cada f € H.
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Se define g,, € L, por

fu(t), st fu(t)] < Me,

0, otro caso.

gn(t) =

De las expresiones (2.1) y (2.2) se tiene que para cada n € N

lon — full = / 9 — FulPdpu(t)

/ FulPdu(t) < <
{te(0,1): |f(t)|>M:}

Por lo que ||gnll, > ||gnllp, —€ = 1 — €. Dado que L, es reflexivo, y (g, — fn) es
una sucesién acotada en L,, pasando a subsucesion, se puede asumir que (g, — f»)
converge débilmente a g € L, con ||g||, < e.

La sucesién (f,,) converge débilmente a 0, pues es una sucesion bédsica en un
espacio reflexivo. Entonces (g,) converge débilmente a g, de aqui que |g(t)| < M.
a.e.

La sucesion (h,) definida por h,(t) := g,(t) — g(t), para cada n € N satisface:

thHp = ”gn - ng < Hgan + Hng <l4+e< %

1Pnllo = Ngnlly = llgllp > 1 = 2.

1hnllos = llgn = glloc = llgnlloo + [lgllec < 2Me.
= (h,) converge débilmente a cero en L.

Ademés, (K h,) converge débilmente a cero en Y, luego seleccionando ¢ lo suficien-

temente pequeno, se puede asumir que (Kh,) es semi normalizada. En efecto,
KRl > 1K foll = 1K (fo = ga)ll = 1 K9l > C —2¢|| K]

Dado que ||h, || < 2M, para cada n, la sucesion (h,,) es semi-normalizada y
débil nula en Ly, luego por el Teorema 1.3.13, (h,,) contiene una subsucesién bésica.

Pasando a subsucesién, se puede asumir que (h,) es equivalente a la base unitaria
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de Uy en Ly y que (Kh,) satisface una 2-estimacion inferior en Y, como este espacio
satisface la propiedad de Orlicz, existen constantes 0 < C < Cy < oo tales que, para

cada sucesién de escalares (a,),

O (Y laul)”* < | 3 awkhall < NI - | 3 auhal],
n=1 n=1 n=1

IR | anhall, < CollE - (3 fanl?) .
n=1 n=1

Sea J: Ly — L, el operador inclusion, entonces se ha probado que K.J es un iso-
morfismo sobre un subespacio de Ly isomorfo a ¢5. De aqui que K es un isomorfismo
sobre un subespacio M de L, isomorfo a ¢3. Por el Teorema 2.1.2, se puede asumir
que M es complementado en L,,.

Siguiendo un argumento similar al seguido en el caso que K es un isomorfismo

sobre un subespacio complementado isomorfo a £, se concluye la prueba. O]

Se analiza ahora, que condiciones se deben imponer sobre el espacio Y de
manera que se pueda extender el Teorema 2.3.1 a los valores de p no considerados
alli.

El siguiente resultado es una version del Teorema 2.3.1 para p = 1, la condicién
impuesta al espacio Y es que sea secuencialmente débil completo. Observe que todo
reticulo de Banach que satisface la propiedad de Orlicz es secuencialmente débil

completo

Teorema 2.3.2. Sea Y un espacio de Banach secuencialmente débil completo que

contiene un subespacio isomorfo a Ly. Entonces PO (L1,Y) = SS(Ly,Y).

Demostracion. Sea K € L(Ly,Y) tal que K ¢ SS(X,Y), entonces por la Proposicién
1.1.3, K no es débil compacto. Dado que Y es secuencialmente débil completo, existe
una sucesion acotada (z,) en L; tal que (Kz,) no tiene subsucesiones débilmente
Cauchy. Por el Teorema 1.3.16, se puede asumir que tanto (x,) como (Kx,) son
equivalentes a la base de ¢;. Si se denota por H el subespacio cerrado generado por

(x,), se tiene que H es isomorfo a ¢1 y K|y es un isomorfismo.
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El resto de la prueba es similar al caso cuando H contiene un subespacio
isomorfo a ¢, en la prueba del Teorema 2.3.1.

A continuacion se presentan los detalles. Por el Teorema 2.1.4, pasando a un
subespacio mas pequeno, de ser necesario, se puede asumir que H es complementado
en L;. Sea L el subespacio de Y isomorfo a L;, se consideran las tres siguiente

posibilidades relativas a los subespacios K (H) y L:
(1) K(H) + L es cerrado y K(H) N L es de dimensién finita,
(2) K(H)N L es de dimensién infinita,
(3) K(H)+ L no es cerradoy K(H) N L es de dimensién finita.

En el caso (1), usando un argumento similar al argumento usado en la prueba
del Teorema 2.3.1, se supone que K(H) N L = {0} y se construye un operador
T:ILi=HoM — KH)@LCY talqueT e d (L,)Y)yT+K¢& D, (L,Y),
de modo que K ¢ P®,(L,Y)

El caso (2), sigue como la demostracién del Teorema 2.3.1, pero aqui se aplica
el Teorema 2.1.4 en lugar del Teorema 2.1.2. En efecto, dado que K(H) es isomorfo
al1,y K(H)N L es un subespacio cerrado de dimension infinita de K (H) entonces
por Proposicién 2.1.6, K (H) N L contiene un subespacio N; isomorfo a ¢;.

Como N; es un subespacio de L y L es isomorfo a L, se tiene por Teorema
2.1.4, que N; contiene un subespacio N, isomorfo a ¢; y complementado en L. Se
puede decir que L = Ny & W, donde W es un subespacio cerrado de dimension
infinita de L.

Como L; es primario, el complemento de Ny en L es isomorfo a Ly, es decir,
W es isomorfo a L. Asi, reemplazando L por este complemento y reemplazando H
por (K|g) t(N,), el cual es un subespacio complementado en L; y es isomorfo a
1, se puede asumir que la suma K(H) + L es directa y cerrada; y por lo tanto se

obtienen las condiciones del caso (1).
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En el caso (3), al igual que en el Teorema 2.3.1 caso (3), se obtiene una suce-
sién normalizada (y,,) en K(H) tal que dist(y,, L) < 27™. Por el Teorema sobre ¢; de
Rosenthal (Teorema 1.3.16), (y,) tiene una subsucesién débil de cauchy o una sub-
sucesion equivalente a la base de ¢;. Dado que L; es secuencialmente débil completo,
entonces (y,) tiene una subsucesiéon débil nula o una subsucesién equivalente a la
base de /1. En cualquiera de los dos casos se puede asumir que (y,) es una sucesiéon

bésica, y concluir como se hizo en la prueba del Teorema 2.3.1. O

A continuacién se proporciona un ejemplo concreto que es consecuencia directa
de los Teoremas 2.3.1 y 2.3.2.
En primer lugar se conoce que para 1 < p,q <2, (L, L,) es no vacio si y

solo si ¢ < p (ver [8, Teorema 26]), ademds, L, tiene la propiedad de Orlicz.
Corolario 2.3.3. Sea 1 < ¢ <p < 2, entonces P®,(L,, L,) = SS(L,, L,).

Se observa que cuando 1 < p = ¢ < 2 en el corolario anterior, se obtiene
el resultado dado por Weis en 1977 [57]. De modo que los Teoremas 2.3.1 y 2.3.2
extienden en cierto sentido el resultado de Weis.

A continuacién se presentan algunas diferencias entre los casos ¢ < py qg=7p
en los resultados previos.

Sea 1 < ¢ < p <2, entonces S§(L,, L,) # In(L,, L,).

En efecto, dado que L, contiene subespacios isomorfos a ¢, (ver [6, Proposicién
6.4.3]), si se expresa L, = M @& N con M isomorfo /,, entonces existe un operador
K € L(L,, L,) el cual es un isomorfismo sobre M y vale 0 en N, de aqui que
K ¢ 8SS(L,, L,). Sin embargo, K € In(L,, L,) ya que L, no contiene subespacios

complementados isomorfos a ¢, [25, Corolario 2].

Para 1 < p < 2, §§(L,) = In(L,), ver [57], y dado que cada subespacio
cerrado de Lo es complementado se tiene que, SS(L,, L2) # In(L,, Ls) y SS(L2) =
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A continuacién se considera el caso p > 2, en este caso, sélo basta que
o, (L,,Y) sea no vacio, o equivalentemente que Y contenga un subespacio isomorfo

a L,

Teorema 2.3.4. Sea 2 < p < oo yY un espacio de Banach que contiene un subes-

pacio isomorfo a L,, entonces PO (L,,Y) =SS(L,,Y).

Demostracion. Sea K € L(L,,Y) tal que K ¢ SS(X,Y), entonces existe un sub-
espacio cerrado H de L,, de dimensién infinita, tal que la restricciéon K|y es un
isomorfismo.

Por el Teorema 2.1.3, se puede asumir que H es isomorfo a ¢, o isomorfo a
¢y y complementado en L,. Por otro lado, Y contiene un subespacio L isomorfo a

L,. Luego, se consideran las tres siguiente posibilidades relativas a los subespacios

K(H)y L,
(1) K(H)+ L es cerrado y K(H) N L es de dimensién finita,
(2) K(H)N L es de dimensién infinita,
(3) K(H)+ L no es cerrado y K(H) N L es de dimension finita.

y se repiten los argumentos dados en la primera parte de la prueba del Teorema

2.3.1, para obtener que K ¢ P®(L,,Y). ]

Teorema 2.3.5. Sea Y un espacio de Banach que contiene un subespacio isomorfo

a Lo, entonces PO (Lo, Y) = SS(Loo,Y).

Demostracion. Sea K € L(Ls,Y) tal que K ¢ SS(Ls,Y ), dado que Ly, tiene la
propiedad de Dunford Pettis se tiene por la Proposicién 1.1.3 que K no es débil
compacto. Luego por el Teorema 1.1.4 existe un subespacio cerrado H, de dimensiéon
infinita, de Ly, tal que H es isomorfo a ¢, y K|y es un isomorfismo.

Por el Teorema 2.1.7 se puede suponer que H es complementado en L., y

K(H) es complementado en Y.
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Asi se puede asumir que Lo, = H® M yY = K(H) & Yy, con M isomorfo a
Lo, v Yy isomorfo a Y. De manera que Y contiene un subespacio isomorfo a L.

Sea S € L(M,Y;) un isomorfismo, se define el operador
T:Lo=H&M—Y =K(H) &Y,

como T'(h,m) = K(h) + S(m), entonces T' es un isomorfismo, por lo que T €

O, (Loo,Y), pero T + K ¢ &, (Lo, Y) puesto que H C N(T + K). O

Como consecuencia de los Teoremas 2.3.1 y 2.3.4, se derivan algunos resultados

sobre P®_.

Proposicion 2.3.6. Sea X un espacio de Banach que contiene un cociente isomorfo

a L,. St se satisface:
(a) 2 < q< ooy X* satisface la propiedad de Orlicz, o
(b)y 1<¢g<2.

Entonces P®_(X,L,) = SC(X, L,).

Demostracion. Sea K € L(X,L,) tal que K ¢ SC(X, L,). En primer lugar se con-
sidera 1 < ¢ < oo, y sea p tal que p := ¢q/(¢ — 1), entonces K* € L(L,, X*) y
K* ¢ SS(L,, X*). Luego, por los Teoremas 2.3.1 y 2.3.4, existe un operador T' €
O, (L, X*) tal que '+ K* ¢ &, (L,, X*).

Dado que L, es reflexivo, existe un operador S € £(X, L,) tal que S* =T [21,
Teorema 11.2.16 |. De modo que S € ®_(X,L,) y S+ K ¢ ®_(X, L,); de aqui que
K ¢ Pd_(X,L,).

El caso ¢ = 1, es consecuencia de un resultado de Pelczyniski [45, Teorema
1]: si K € L£(X,L;) no es un operador estrictamente cosingular entonces existe un
subespacio complementado M de X isomorfo a ¢; tal que K|y, es un isomorfismo y

K (M) es complementado en L;. De manera que X se puede expresar como

X =M X,
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Li=KM)® L,
con X isomorfo a X y L isomorfo a L. De esta manera se obtiene un operador

Ted (X,Ly) tal que T+ K ¢ ®_(X, Ly). 0

Se sigue por dualidad [8, Teorema 26| que ®_(L,,L,) es no vacio si y sélo
si 2 < g < p < oo. Por lo que el siguiente resultado es una consecuencia de la

Proposicién 2.3.6.

Corolario 2.3.7. Sea 2 < ¢ < p < oo, entonces P®_(L,, L,) = SC(L,, L,).



Capitulo 3

El problema de la clase de
perturbacién sobre espacios
fuertemente subproyectivos y

fuertemente superproyectivos

En este capitulo se definen y estudian las clases de espacios de Banach fuerte-
mente subproyectivos y fuertemente superproyectivos introducidos por Gonzélez,
Martinez-Abején y Salas-Brown en [23], y se resuelve, de manera positiva, el proble-
ma de la clase de perturbacién para operadores semi-Fredholm sobre estos espacios.
Con el fin de establecer y entender los resultados obtenidos en [23], se ha distribuido
este capitulo en tres secciones. En la primera y segunda seccion de este capitulo,
se introduce el concepto de espacio fuertemente subproyectivo y fuertemente super-
proyectivos respectivamente, se estudian algunas propiedades de estos espacios y se
presentan ejemplos de espacios de Banach clasicos que satisfacen esta propiedad. En
la tercera seccion se resuelve el problema de la clase de perturbaciéon para operadores
semi-Fredholm utilizando espacios fuertemente subproyectivos y fuertemente super-

proyectivos. Finalmente, se proporcionan ejemplos concretos de espacios de Banach



para los cuales las igualdades P®(X,Y) = SS(X,Y) y PP_(X,Y) = SC(X,Y)
son ciertas.

Como se ha mencionado previamente, un espacio de Banach X se dice sub-
proyectivo si todo subespacio cerrado M de X de dimensién infinita, contiene un
subespacio N de dimensién infinita, complementado en X. Se dice que X es super-
proyectivo si todo subespacio cerrado M de X de codimension infinita esta contenido
en un subespacio N de codimensién infinita, complementado en X.

En [35] y [4] se muestra, respectivamente, que PP, (X,Y) = SS(X,Y) si YV
es subproyectivo y @, (X,Y) # 0, y que P®_(X,Y) = SC(X,Y) si X es super-
proyectivo y ®_(X,Y) # (). Dado que muchos espacios subproyectivos conocidos
satisfacen la condiciéon que el complemento del subespacio N es isomorfo al espa-
cio X en cuestion, se ha introducido una nueva definicién mds fuerte que la antes

mencionada. Algo parecido sucede para los espacios superproyectivos

3.1. Espacios fuertemente subproyectivos

En esta seccion se introduce el concepto de espacio fuertemente subproyectivo
dado por Gonzdlez, Martinez-Abején y Salas-Brown en [23], se estudian algunas
propiedades de estos espacios, se dan condiciones necesarias y suficientes para que la
clase @, (X,Y) sea no vacifa cuando X es fuertemente subproyectivo y se presentan

ejemplos de espacios de Banach clasicos que satisfacen esta propiedad.

Definicién 3.1.1. Se dice que un espacio X es fuertemente subproyectivo si para
todo subespacio cerrado M de X de dimension infinita existe un subespacio N de X
de dimension infinita, complementado, contenido en M y tal que su complemento es

isomorfo a X.

En primer lugar, se muestra que la propiedad de ser fuertemente subproyectivo

se conserva a través de isomorfismos.

Teorema 3.1.2. Un espacio isomorfo a un espacio fuertemente subproyectivo es
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fuertemente subproyectivo.

Demostracion. Sean X un espacio fuertemente subproyectivo, Y un espacio isomorfo
aXyT:X — Y un isomorfismo sobreyectivo. Sea M un subespacio cerrado de
dimensién infinita de Y entonces T—1(M) es un subespacio cerrado de dimensién
infinita de X, por lo que existe un subespacio cerrado NN, de dimensién infinita,
contenido en T~(M), complementado y con complemento isomorfo a X, de manera
que X se puede expresar como: X = N @ H con H ~ X, entonces T(N) es un
subespacio cerrado de Y, de dimension infinita, contenido en M, complementado y

con complemento isomorfo a Y. O

A continuacién se presenta un resultado que permitird caracterizar cuando la

clase @, (X,Y) es no vacia si el espacio X es fuertemente subproyectivo.

Teorema 3.1.3. Sea X un espacio de Banach fuertemente subproyectivo, entonces
todo subespacio cerrado de codimension finita de X, contiene un subespacio isomorfo

aX.

Demostracion. Sean X un espacio de Banach fuertemente subproyectivo y Z un
subespacio de X de codimensién finita, se puede suponer que dim X/Z = n, entonces
existe un subespacio M de X tal que X = Z @& M, se observa que dim M = n, por
tanto Z tiene dimension infinita.

Luego, por hipdtesis, existe un subespacio cerrado H de Z, de dimension
infinita, complementado en X y con complemento isomorfo a X, de manera que X
se puede expresar como: X = H & X con X isomorfo a X, es de notar que X tiene
codimension infinita. Ademés Z = H & (Z N Xy) por loque X = H @ (ZNXy) ® M.

Sea W un subespacio de H tal que dim W = n, entonces H = W @Y, donde
Y es un subespacio cerrado de H, si se denota por Zy a Y @ (Z N Xy) ® M, entonces
X = W@ Z,. Se observa que Zy y Z son isomorfos y que (ZNXy)®M es un subespacio

de Zj isomorfo a Xy y por tanto a X, de donde se concluye el resultado. O]

Como consecuencia inmediata del teorema anterior se tiene el siguiente resul-

tado.
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Corolario 3.1.4. Sea X un espacio de Banach fuertemente subproyectivo, entonces

O, (X,Y) #£0 siy sdlo siY contiene un subespacio isomorfo a X

Demostracion. Sea X un espacio fuertemente subproyectivo y T € &, (X,Y), en-
tonces R(T') es cerrado y existe un subespacio M de codimensién finita de X tal que
X = N(T)@® M, por el Teorema 3.1.3, M contiene un subespacio M isomorfo a X.
Asi T'(My) es un subespacio de Y isomorfo a X.

Reciprocamente, si Yy es un subespacio de Y isomorfo a X se considera el
isomorfismo sobreyectivo S : X — Y} y el operador T obtenido al extender el rango

de S a todo el espacio Y, entonces T € ¢, (X,Y). ]

A continuacion, se presenta un lema que servird para mostrar que muchos de

los ejemplos de espacios subproyectivos conocidos, son fuertemente subproyectivos.

Lema 3.1.5. Sea X un espacio subproyectivo, si el subespacio N de la definicion de
espacios subproyectivos, es isomorfo a N X N entonces X es fuertemente subproyec-

tio.

Demostracion. Sea X un espacio subproyectivo y M un subespacio cerrado de X,
de dimensién infinita, entonces existe un subespacio cerrado N de X, de dimensién
infinita, tal que N C M y N es complementado en X, de manera que X se puede
expresar como: X = N & H, con H subespacio cerrado de X. Por hipétesis, se puede
suponer que existen dos subespacios cerrados N; y Ny de N, isomorfos a N tales
que N = N; & N,. De modo que N; es un subespacio de M, Ny & H es isomorfo
aXyX =N & (Ny@ H), lo cual demuestra que X es un espacio fuertemente
subproyectivo. O]

El espacio de las sucesiones p-sumables, £, para 1 < p < oo es isomorfo a
¢, x €, el espacio de las sucesiones convergentes a 0, ¢y, es isomorfo a ¢y X cy. De
manera que si el subespacio N de la definicion de espacio subproyectivo, es isomorfo
a l, o a cy, entonces en virtud del Lema 3.1.5, se obtiene que el espacio en cuestion

es fuertemente subproyectivo.
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Se finaliza esta seccién con una lista de ejemplos de espacios de Banach fuerte-

mente subproyectivos.

Ejemplo 3.1.6. Los espacios l, paral < p < 00 y ¢y son fuertemente subproyectivos.
En efecto, sea M un subespacio cerrado de [, (resp. ¢y) de dimensién infinita, entonces
por la Proposicién 2.1.6, M contiene un subespacio cerrado N, tal que N es isomorfo

a [, y complementado en [, (resp. cp).

Ejemplo 3.1.7. Los espacios L, para 2 < p < 0o son fuertemente subproyectivos.
En efecto, por Teorema 2.1.3, se tiene que todo subespacio de dimension infinita de
L, es siempre isomorfo a ¢; y complementado, o contiene un subespacio isomorfo a
¢, y complementado en L,. Luego aplicando el Lema 3.1.5 se concluye el resultado

deseado.

Ejemplo 3.1.8. Sea 1 < p < ooy sea w = (w,,) una sucesion decreciente de niimeros
positivos tales que wy = 1, lim,, o w,, =0y Y >, w, = 00. El espacio de sucesiones
de Lorentz, el cual se denota por d(w, p), es el espacio de Banach de todos los escalares

x = (ay,as, ...) para el cual

00 1/p
Hx“ = sup (Z ‘aw(n)|pwn> <
i n=1

donde 7 varia sobre todas las permutaciones de enteros positivos.
Si (a}) es un reordenamiento decreciente de la sucesién (|a,|) entonces la

n

norma anterior también puede ser expresada de la forma

0o 1/p
o]l = sup <Z<a:;>pwn> <0

n=1
para r = (ay,as,...) € d(w,p). Si w, = nP/? — (n — 1)P/% con 1 < ¢ < oo, entonces
el espacio d(w,p) se denota por £,,. En [37], se muestra que d(w, p) es reflexivo si
1 <p<ooyl,, esreflexivo para 1 < p,q < oo.

En [37, Proposicién 4.e.3|, se muestra que todo subespacio cerrado de dimen-

sién infinita de d(w,p) contiene un subespacio isomorfo a ¢, y complementado en
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d(w,p). Del hecho que ¢, x ¢, es isomorfo a ¢, y del Lema 3.1.5 se obtiene que el

espacio d(w, p) es fuertemente subproyectivo.

Ejemplo 3.1.9. Sea 1 < p < oo y W una funcién positiva, continua y decreciente

sobre (0, 00) tal que
L] limt_)o W(t) = 00,

= [fW(tdt=1y

= [TW(t)dt = .

el espacio de funciones de Lorentz el cual se denota por Ly, ([), donde I = (0,a)

con 0 < a < 00, es el conjunto de todas las funciones medibles sobre I tal que

LfIF = (]% /OOO f*(t)pW(t)dt)li < o0

donde f*(t) =inf{y > 0: p({z € I : |f(x)| > y}) < t}.
Para 1 < p < 00, 1 < ¢ < 00, el espacio L, ,(I), es el conjunto de todas las

funciones medibles sobre I tal que

1

o= (2 [ om0} < o0 (3.1)

donde I = (0,a) con 0 < a < oo, provisto de la medida de Lebesgue, la cual se
denota por p. Si 1 < g < p el espacio L, () coincide con el espacio de funciones de
Lorentz Ly,,(I), cuando W (t) = %t%ﬂ, 0<t<oo.

Se conoce (ver [15]), identificando por supuesto, funciones iguales en casi todas
partes, que para 1 < g < p, el espacio L,,(I) es de Banach con la norma || - ||,
sin embargo, para 1 < p < ¢ < oo, la relacién || - ||,, es una cuasi-norma, la cual es

equivalente a la norma

1l = (% / f**(t)qtf’ldt)q (3.2)
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donde f**(t) = (% fg f*(s)ds). El espacio L, ,(I) es un espacio de Banach con la
norma (3.2),ver [28]. Debido a que las expresiones (3.1) y (3.2) son equivalentes, se
trabajara con la expresién (3.1).

Se sabe que || f||5 = [;7[f*(¢)]Pdt (ver [28]), de donde se obtiene que los espa-
cios Ly (1) v Ly(I) coinciden.

Para 1 < p,q < o0, los espacios L, ,(I) y Lw,(0,1) son reflexivos (ver [28,
Proposicién (2.7)] y [19]).

Un subespacio X de L, ,(0,1) se denomina fuertemente embebido si la norma
de L;1(0,1) y la norma de L,,(0,1) son equivalentes sobre X. A continuacién se

presentan algunas propiedades sobre los subespacios de Ly, ,(1)

1. Si2<p<oo,1<¢g<ooyX esun subespacio de L, ,(0,00) entonces X es
isomorfo a ¢, y complementado, o X contiene una copia complementada de £,

[11, Teorema 2.5].

2.811 <p<oo,1<¢q< ooy X esun subespacio de L, ,(0,1), entonces X
esta fuertemente embebido en L,(0, 1) o contiene una copia complementada de

{4, [11, Corolario 2.9].

3. Sea 1 < p < 00, 1 < ¢ < o0, todo subespacio cerrado de L, ,(0,1) estd fuerte-

mente embebido en L, ,(0,1) o contiene una copia complementada de .
4. Sean 1 <r<pyl<s,q<oo,sil=(0,1)entonces L,,(0,1) C L, (0, 1).

El espacio L, ,(0,00) es fuertemente subproyectivo para 2 <p < oo y 1 < q < 0.
En efecto, sea M un subespacio cerrado de dimensién infinita de L, 4(0, 00),
entonces por [11, Teorema 2.5] M es isomorfo a f5 y complementado o contiene un
subespacio isomorfo a ¢, y complementado. Luego, por Lema 3.1.5 se obtiene que
L, ,(0,00) es fuertemente subproyectivo para 2 < p < ooy 1 < g < oc.
Con un argumento similar al anterior se muestra que el espacio Ly, (0, 1) es

fuertemente subproyectivo para 2 < p < oo (ver [19, Observacién 5.7])
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El espacio L, ,(0,1) es fuertemente subproyectivo para2 <p < oo y 1 < ¢ < o0.

En efecto, si p > 2 entonces por ser L,,(0,1) un subespacio cerrado de
L, 4(0,00), lo afirmado sigue por el comentario dado al final de esta seccién.

Si p = 2y M un subespacio cerrado de dimension infinita de L, ,(0,1), en-
tonces por [11, Corolario 2.9], M es isomorfo a un subespacio fuertemente embebido
de L(0,1) o contiene una copia complementada de /.

Si M es isomorfo a un subespacio fuertemente embebido de Ls(0, 1), entonces
M es isomorfo a ¢, (De aqui que M esta fuertemente embebido en Ly ,(0,1)). Asi,

segun el valor de ¢ se tienen los dos siguientes casos:

» Si ¢ = 2 entonces Ly,(0,1) = L9(0,1) por lo que M es complementado en
Ly ,(0,1).

» Si ¢ # 2 entonces para 1 < r < 2 se tiene que Lo ,4(0,1) C L,(0,1), por lo
que M es un subespacio de L,(0,1) isomorfo a /5, luego por Teorema 2.1.2,
pasando a subespacio, se puede suponer que M es complementado en L,(0,1).

De aqui que M es complementado en Lo ,(0,1).

De modo que si M es un subespacio cerrado de dimensién infinita de L, ,(0, 1)
para2 < p < ooyl < g < oo, entonces M es isomorfo a ¢y y complementado o
contiene un subespacio isomorfo a ¢, y complementado. Luego por Lema 3.1.5 se

obtiene el resultado deseado.

Ejemplo 3.1.10. Dada una sucesién de escalares a = (ay)y se define
n 1/2
||a’||J = sup (Z(akz - aki—1)2>
i=1

donde el supremo es tomado sobre todas las sucesiones de enteros (k;), tales que
1<ky <k <..<k,.

El espacio de James, el cual se denota por J, se define como

J:{a:||a\|J<ooyklimak:0}
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El espacio de James fue construido en 1950 por R. C. James [30], y constituye un
ejemplo clédsico de un espacio de Banach con base pero sin base incondicional, el cual
es no reflexivo, pero es isométricamente isomorfo a su dual, esto es J ~ J** pero
dim J*/J = 1.

En [17, Corolario 2.d.4] se muestra que todo subespacio cerrado de dimensién
infinita de J contiene un subespacio isomorfo a /5 y complementado en J. Luego, en

virtud del Lema 3.1.5 se concluye que el espacio J es fuertemente subproyectivo.

Ejemplo 3.1.11. Sea cyy, el subespacio de ¢y formada por las sucesiones cuyos
términos son no nulos para una cantidad finita de puntos, para 1 < p < oo considere

la norma
n l/p
2[5, = sup{ (Z I\Ek(x)l\fl)  (Br)p—y € A}
k=1

donde A es el conjunto de sucesiones de bloque (Ej)7_; de intervalos Ej C N tales
que n < min F; y donde Fy(x) denota la proyeccién natural de x sobre el intervalo
Ej. El espacio de Baernstein B, es la completacion de ¢y con la norma || - ||,
Este espacio reflexivo fue construido en 1972 por Baernstein [9], y en [13,
Teorema 0.15] se muestra que todo subespacio cerrado de dimensién infinita de B,
contiene un subespacio cerrado isomorfo a ¢, y complementado. Por lo que el espacio

B, es fuertemente subproyectivo.

Ejemplo 3.1.12. En 1974, Tsirelson [54] proporciona el primer ejemplo de un es-
pacio de Banach que no contiene copias de ¢, para 1 < p < 00, 0 ¢yp. En 1974 Figiel
y Johnson [18] construyen el dual del espacio encontrado por Tsirelson. Este dual es
el espacio que hoy en dia se conoce como el espacio de Tsirelson, el cual se denota
por T'. Este espacio T" es un espacio de Banach reflexivo con base incondicional, que
no contiene copias de ¢, para 1 < p < 00, 0 ¢y. En [6, Teorema 10.3.2] se puede
encontrar los detalles de la construccién de este espacio.

Sea (t,) la base unitaria del espacio T', por [13, Proposicién I1.7] todo subes-
pacio cerrado de T' contiene un subespacio N complementado en T e isomorfo a un

subespacio cerrado generado por una subsucesién de la base (t,). Por otra parte, de
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[13, Proposicién 1.12] se tiene que N es isomorfo a N x N. Luego, por el Lema 3.1.5

se concluye que el espacio T' es fuertemente subproyectivo.

Ejemplo 3.1.13. Un espacio compacto K es llamado disperso si todo conjunto
no vacio de K tiene un punto aislado. Si I' es un conjunto dotado con la topologia
discreta entonces la compactificacion por un punto de I' es un ejemplo de un conjunto
disperso.

El espacio de las funciones continuas C(K), con K disperso y compacto es fuerte-
mente subproyectivo. En efecto, todo subespacio cerrado de dimension infinita de
C(K) contiene un subespacio isomorfo a ¢y y complementado en C'(K) (ver [39, Teo-
rema 11]). De modo que, por el hecho que ¢y es isomorfo a ¢y X ¢y y en virtud del

Lema 3.1.5 se concluye que el espacio C'(K) es fuertemente subproyectivo.

El siguiente resultado muestra que la condicion de ser subproyectivo también

se hereda a subespacios cerrados.

Teorema 3.1.14. Un subespacio cerrado de dimension infinita de un espacio sub-

proyectivo es subproyectivo.

Demostracion. Sean X un espacio subproyectivo, Y un subespacio cerrado de dimen-
sion infinita de X y M un subespacio cerrado de dimension infinita de Y, entonces
por ser X subproyectivo, M contiene un subespacio cerrado N, de dimension infinita,
complementado en X, de manera que X se puede expresar como: X = N@® W, donde
W es un subespacio cerrado de X. Entonces Y = N @ (W NY), de modo que N es

complementado en Y. O

En virtud del teorema anterior se obtiene que un subespacio cerrado de los

espacios dados en los Ejemplos 3.1.6 al 3.1.13 es fuertemente subproyectivo.

3.2. Espacios fuertemente superproyectivos

En esta seccion se introduce el concepto de espacio fuertemente superproyec-

tivo, se estudian algunas propiedades de estos espacios, se obtienen condiciones nece-
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sarias y suficientes para que la clase ®_(X,Y’) sea no vacia cuando Y es fuertemente
superproyectivo, se presenta una relacion de dualidad para espacios reflexivos entre
los espacios fuertemente subproyectivos y fuertemente superproyectivos, se presentan
ejemplos de espacios de Banach clasicos que satisfacen esta propiedad, y se propor-
cionan herramientas que seran de gran utilidad a la hora de desarrollar los resultados

de la siguiente seccién.

Definicién 3.2.1. Se dice que un espacio X es fuertemente superproyectivo si para
todo subespacio cerrado M de X de codimensién infinita existe un subespacio N de

X de codimensién infinita, complementado, que contiene a M e isomorfo a X.

En primer lugar, se muestra que la propiedad de ser fuertemente superproyec-

tivo se conserva a través de isomorfismos.

Teorema 3.2.2. Un espacio isomorfo a un espacio fuertemente superproyectivo es

fuertemente superproyectivo.

Demostracion. Sean X un espacio fuertemente superproyectivo, Y un espacio iso-
morfo a X, T : X — Y un isomorfismo sobreyectivo y M un subespacio cerrado
de codimensién infinita de Y, entonces T~!(M) es un subespacio cerrado de codi-
mension infinita de X, como X es fuertemente superproyectivo entonces existe un
subespacio cerrado N, de codimensién infinita, que contiene a T—!(M), complemen-
tado e isomorfo a X, de manera que X se puede expresar como: X = N & H con
N ~ X entonces T'(N) es un subespacio cerrado de Y, de codimensién infinita, que
contiene a M, complementado e isomorfo a Y. Lo cual muestra que Y es fuertemente

superproyectivo. O
En similitud con el Teorema 3.1.3, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.2.3. Sea Y un espacio de Banach fuertemente superproyectivo, entonces

todo cociente de Y, por un subespacio de dimension finita tiene un cociente isomorfo

aY.
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Demostracion. Sea Z un subespacio de dimension finita de Y, entonces Y = Z W,
con W un subespacio cerrado de dimension infinita. Como Z tiene codimension
infinita y Y es fuertemente superproyectivo, existe un subespacio H de Y, cerrado
de codimensién infinita, que contiene a Z, es complementado en Y y es isomorfo a
Y. Entonces se puede escribir Y = H @ Yy, con H isomorfo a Y, se observa que Yj
es un subespacio cerrado de Y de codimensién infinita tal que /Yy ~ Y.

Sea F'un subespacio de Y tal que dim F' = dim Z, entonces YE Y/Yy =Y,

Yo/F -
de modo que % es un cociente de Y/F isomorfo a Y. Dado que Y/F y Y/Z son
isomorfos se obtiene el resultado deseado. [

Como consecuencia inmediata del teorema anterior se obtiene el siguiente

resultado.

Corolario 3.2.4. Sea Y un espacio de Banach fuertemente superproyectivo, entonces

O_(X,Y) #0 siy sdlo si X tiene un cociente isomorfo a'Y

Demostracion. Sea Y un espacio de Banach fuertemente superproyectivo tal que
P_(X,Y)#D,seaT € P_(X,Y), entonces R(T') tiene codimension finita, de manera
que existe un subespacio W de Y, de dimensién finita tal que Y = W @ R(T). De

aqui que

Y X

— ~R(T) ~ ——

w (T) N(T)
luego, por Teorema 3.2.3, Y/W tiene un cociente isomorfo a Y, digamos v}VZ ;/‘[,/V con
I}i;o/ }/‘V/V ~ Y/Wy ~ Y. De donde se obtiene el resultado requerido.

Reciprocamente, sea M un subespacio cerrado de X tal que X/M es isomorfo a
Y, se considera un isomorfismo sobreyectivo 7' : X/M — Y y la aplicacién cociente
Qur : X — X/M, entonces T o Qy; : X — Y es un isomorfismo y por lo tanto
ToQyed (X,Y). O

A continuacion, se presenta un lema que servird para mostrar que muchos de
los ejemplos de espacios superproyectivos conocidos, son fuertemente superproyec-

tivos.
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Lema 3.2.5. Sea X un espacio superproyectivo, si el complemento de el subespacio
N de la definicion espacio superproyectivo es isomorfo a N x N entonces X es

fuertemente superproyectivo.

Demostracion. Sea M un subespacio cerrado de codimensién infinita de X. En-
tonces existe un subespacio de codimensién infinita N de X, que contiene a M y
complementado en X. Luego, se puede escribir X = N @& H, por hipdtesis, se puede
suponer que existen dos subespacios cerrados H; y Hy de H, isomorfos a H tales que
H = Hy ® Hy. De modo que N @ H; contiene a M y X = (N @ H;) @ Hs, por lo
que N @ H; es isomorfo a X, lo cual demuestra que X es un subespacio fuertemente

superproyectivo. ]

Algunos ejemplos de espacios fuertemente superproyectivos pueden ser obte-
nidos por dualidad. El siguiente teorema muestra la relacién existente entre espacios
fuertemente subproyectivos y fuertemente superproyectivos para espacios de Banach

reflexivos.

Teorema 3.2.6. Sea X un espacio de Banach reflexivo, entonces X es fuertemente

subproyectivo si y solo si su dual X* es fuertemente superproyectivo.

Demostracion. Sea X un espacio reflexivo tal que X es fuertemente subproyectivo,
sea M un subespacio cerrado, de codimensién infinita de X*, de modo que M~ es un
subespacio cerrado de dimensién infinita de X, luego existe un subespacio cerrado,
de dimensién infinita N de X, tal que N C M*, N es complementado en X y el
complemento de N es isomorfo a X, de aqui que X/N es isomorfo a X. Asif Nt es
un subespacio de X*, complementado, de codimension infinita, isomorfo a X™* que
contiene a M. De aqui que X* es fuertemente superproyectivo.

Reciprocamente, sea X un espacio reflexivo tal que X* es fuertemente su-
perproyectivo, y sea M un subespacio cerrado, de dimension infinita de X, como
M* es isomorfo a X*/M=, entonces M=+ es un subespacio de codimensién infinita

de X*, luego, por hipédtesis, existe un subespacio cerrado N de X*, de codimension
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infinita, que contiene a M+, complementado e isomorfo a X*. De manera que N+ es
un subespacio cerrado de X*™ = X de dimension infinita, estd contenido en M, es

complementado en X y con complemento isomorfo a X. O

A continuacion se presentan ejemplos de espacios de Banach fuertemente su-

perproyectivos.
Ejemplo 3.2.7. Los siguientes espacios son fuertemente superproyectivos
1. I, para 1l <p < oc.
2. Lyparal <p<2.
3. d(w,p) para 1 < p < 0.
4. L,,(0,1)paral <p<2y1<qg<oo.
5. Lwp(0,1) y L,,(0,00) paral <p<2y1l<qg<oo.
6. El espacio de Tsirelson T'.
7. El espacio de Baernstein B, para 1 < p < oo.

En efecto, dado que los espacios antes mencionados son reflexivos, entonces en virtud
del Teorema 3.2.6 y de los Ejemplos 3.1.6, 3.1.7, 3.1.8, 3.1.9, 3.1.12 y 3.1.11 se obtiene

el resultado deseado.

Ejemplo 3.2.8. El dual del espacio de James, J*, es fuertemente superproyectivo.
En efecto, sea M un subespacio cerrado de J* de codimension infinita, entonces
M+ es un subespacio cerrado de J** de dimensién infinita. Por el Ejemplo 3.1.10,
J es fuertemente subproyectivo y dado que J** ~ J, entonces J** es fuertemente
subproyectivo, luego existe un subespacio cerrado N de J** de dimension infinita,
contenido en M+, complementado y con complemento isomorfo a J**, de manera

que J** se puede expresar como: J** = N & W, con W ~ J**.
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Se observa que, N+ contiene a M, tiene codimensién infinita y
* o THRER 1 1
S T =N-oW-,

como J** ~ J entonces N+ ~ J*. De donde se concluye que J*, es fuertemente

superproyectivo.

Ejemplo 3.2.9. El espacio de las funciones continuas C'(K), con K disperso y com-
pacto es fuertemente superproyectivo. En efecto, sea M un subespacio cerrado de
codimensién infinita de C(K), por [42, Teorema 4.2], C(K)/M tiene un cociente
isomorfo a ¢g 0 a ¢, esto es, existe un subespacio cerrado A de C'(K), tal que M C A
y C(K)JA~cyoC(K)/A ~ L.

Como K es disperso entonces C(K)* = ¢1(K), por lo que C(K)* no tiene
copias de {5, por lo tanto C'(K)/A no puede ser isomorfo a f5 pues en caso contrario
At serfa un subespacio de C(K)* isomorfo a f;. De modo que C(K)/A =~ c.

Se considera la aplicacion cociente Q4 : C(K) — C(K)/A, como C(K) tiene
la propiedad de Pelczynski entonces existe un subespacio F' de C(K), isomorfo a ¢y y
tal que Q4 o Jr es un isomorfismo. Dado que C(K)/A ~ ¢, por [6, Corolario 2.5.9],
se tiene que que Q4(F') es complementado en C(K)/A, de manera que C(K)/A =
Qa(F) @ N para algin subespacio cerrado N de C(K)/A. Por lo tanto C(K) =
F® Q' (N), y M esté contenido en un subespacio complementado de codimensién
infinita, se obtiene que C'(K) es superproyectivo. Finalmente, dado que F' es isomorfo

a cg se concluye, en virtud del Lema 3.2.5, que C'(K) es fuertemente superproyectivo.

Una propiedad importante que poseen los espacios subproyectivos es que se

hereda a cocientes, tal y como se exhibe en el siguiente resultado.
Teorema 3.2.10. Un cociente de un espacio superproyectivo es superproyectivo.

Demostracion. Sean X un espacio superproyectivo, M un subespacio cerrado de X.
Se mostrard que X /M es fuertemente superproyectivo. Para esto sea A un subespacio

cerrado de X/M de codimensién infinita, A se puede expresar como A = N/M donde
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N es un subespacio cerrado de X que contiene a M, se considera la aplicacién cociente
Qu : X — X/M, entonces N = Q,; (A), por lo que N tiene codimensién infinita.
Como X es fuertemente superproyectivo, existe un subespacio cerrado B de X, de
codimensién infinita, que contiene a N, complementado e isomorfo a X. De modo
que Qy(B) es un subespacio cerrado de codimensién infinita de X /M, que contiene

a Ay complementado en X /M. l

El teorema anterior sirve para mostrar que un cociente de los espacios dados
en los Ejemplos 3.2.7 al 3.2.10 es fuertemente subproyectivo.
Los lemas y proposiciones que continuacién se presentan serviran de herra-

mientas en las demostraciones de los teoremas de la préxima seccién.

Lema 3.2.11. Sea K € L(X,Y), Yy subespacio cerrado de Y tal que Qy,K es
sobreyectiva. Si E es un subespacio cerrado de X tal que E D K~1(Y}) entonces
existe un subespacio cerrado F de Y tal que F DYy y E = K~Y(F). Ademds si E

tiene codimension infinita entonces F' tiene codimension infinita.

Demostracion. Se supone que @y, es una funcién sobreyectiva. Se considera el

isomorfismo

X
U: N(Q—YOK) — R(Qy, K)

inducido por Qy, K, el cual esta dado explicitamente por: U (z + K~1(Y))) = Qy, Kz,

se considera también la aplicaciones cociente:

P:X —X/(K'(Y%).

Sea E un subespacio cerrado de X tal que E > K~!(Yp), se define F = Q5. (U(PE)),

entonces

s [’ es cerrado en Y,



= FDYyy
= =K (F).

Ademés, si E tiene codimension infinita en X, entonces Q' (U(PE)) tiene codi-

mension infinita en Y de donde se concluye que F' tiene codimensién infinita. O]

Proposiciéon 3.2.12. Sean X un espacio de Banach, M y L dos subespacios cerrados
de dimension infinita de X, L isomorfo a X y fuertemente subproyectivo, tales que
M+ L es cerrado y M N L es de dimension finita entonces L contiene un subespacio
cerrado L', de codimension finita tal que M N L' = {0}, M + L' es cerrado y L' es

isomorfo a L.

Demostracion. Dado que M N L es de dimension finita entonces M N L es comple-
mentado en L, esto es existe un subespacio cerrado W de L de dimension infinita tal
que L = (M NL)®W. Luego por el Teorema 3.1.3, W contiene un subespacio L' de
codimensién finita e isomorfo a L. Ademas M N L' = {0} y M + L’ es cerrado tal y

como se requeria. O

Lema 3.2.13. [22, Lema 3.1.19] Sea (g,) una sucesion acotada en el espacio dual
Y™, tal que inf, ||g,|| > 0 y 0 es un punto de la clausura w* de {g, : n € N}, entonces
(gn) tiene una subsucesion (g,,) para la cudl existe una sucesion acotada (yx) en'Y

tal que gy, (yj) = 0y para todo i,j5 € N

3.3. Laclase de perturbacion para operadores semi-
Fredholm sobre espacios fuertemente subproyec-
tivos y fuertemente superproyectivos

En esta seccion se resuelve el problema de la clase de perturbacion para ope-
radores semi-Fredholm utilizando espacios fuertemente subproyectivos y fuertemente

superproyectivos. También se proporcionan ejemplos concretos de espacios de Banach
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para los cuales las igualdades P®(X,Y) = SS(X,Y) y PP_(X,Y) = SC(X,Y)

son ciertas.

Teorema 3.3.1. Sean X, Y espacios de Banach tales que X es fuertemente sub-

proyectivo y (X, Y) # 0 entonces PP, (X,Y) =SS(X,Y).

Demostracion. Sea K € L(X,Y) tal que K ¢ SS(X,Y’) entonces existe un subespa-
cio cerrado H de X de dimensién infinita, tal que la restriccién K|g es un isomor-

fismo. Se mostrard que K ¢ Po,(X,Y).

Como X es fuertemente subproyectivo, pasando a subespacio, se puede supo-

ner que H es complementado en X, entonces X se puede expresar como:
X=HoM

con M isomorfo a X. Como @ (X,Y") # () entonces por el Corolario 3.1.4, existe un

subespacio L de Y isomorfo a X; asi que uno de los siguientes casos puede ocurrir:
(1) K(H)+ L es cerrado y K(H) N L tiene dimensién finita,
(2) K(H)N L tiene dimension infinita,
(3) K(H)+ L es no cerrado y K(H) N L tiene dimensién finita.

(1) Como L es fuertemente subproyectivo, pues es isomorfo a X, entonces
por la Proposicién 3.2.12, se puede reemplazar L por un subespacio de codimension
finita, de manera que K(H)N L = {0}.

Sea U € L(M, L) un isomorfismo sobreyectivo, se considera el operador
T:-X=HoM —KH)®LCY

dado por T(x,y) :== —K(x) + U(y).

Se observa que T es un isomorfismo, por lo que 7" € ¢, (X,Y). Ademsds,
H C N(T+ K) por lo que N(T + K) tiene dimensién infinita. Por lo tanto, 7'+ K ¢
¢, (X,Y), ydeaqui que K ¢ PP, (X,Y).



52

(2) Como L es fuertemente subproyectivo y K(H) N L es un subespacio ce-
rrado de dimension infinita de L, entonces existe un subespacio L; de L, cerrado de
dimensién infinita, complementado, contenido en K(H) N L y cuyo complemento es

isomorfo a L, de manera que L se puede expresar como:
L=L®Ls

con L3 isomorfo a L.

Dado que L; es un subespacio cerrado de dimensién infinita de K(H)N Ly
como K|z es un isomorfismo, entonces Hy = (K |g) !(L;) es un subespacio cerrado
de X de dimensién infinita. Por ser X fuertemente subproyectivo, existe un subes-
pacio cerrado Hz de H,, cerrado de dimension infinita, complementado en X y con

complemento isomorfo a X, entonces se tiene que:
X=H;® X,

con X, isomorfo a X.

Asi reemplazando L por el complemento de Lq, es decir, reemplazando L por
L3 v H por Nj, el cual es un subespacio de H complementado, se puede asumir que
K(N3) + Lz es cerrado y K(N3) N Ly = {0} y por tanto se esta bajo las condiciones
del caso (1).

(3) En este caso se definird un operador compacto K; € L(X,Y) tal que
(K + K1)(H) N L tenga dimensién infinita.

Se observa que, de ser posible esto, (K+K;)|g € PP, (X,Y), asi que, pasando
a un subespacio de codimensién finita, se puede suponer que (K + Kj)|H es un
isomorfismo. Por lo tanto, el argumento del caso (2) garantiza la existencia de un
operador T € &, (X,Y) talque T+ K+ K; ¢ ®,(X,Y), como K; es compacto debe
ocurrir que T+ K ¢ &, (X,Y) y por lo tanto K ¢ PP, (X,Y).

Como en el caso (1), se puede asumir que K(H) N L = {0}. Del hecho que

K(H) + L no sea cerrado, se deduce que existe una sucesiéon normalizada (y,) en

K(H) tal que dist(y,, L) < 27™.
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Se observa que (y,) no tiene subsucesiones débilmente convergentes, pues en
caso contrario, siy € K(H) es el limite de alguna subsucesién, se tendria que |ly|| =1
y se puede escoger una sucesion (u,) en L tal que ||u, — y,|| —n—oo 0, de aqui que
(up,) converge débilmente a y, por lo que y € L. Luego, y € K(H)N L = {0}, lo cual
no es posible pues ||y|| = 1. Por tanto (y,) tampoco tiene subsucesiones convergentes.

Se denota por S = {y, : n € N}, del hecho que (y,) no tenga subsucesiones
convergentes, se deduce que 0 ¢ EH'H y del hecho que (y,) no tenga subsucesiones
débilmente convergentes, se deduce que 0 ¢ S5 v que §° no débil compacta. Luego,
en virtud del Teorema 1.3.14, S = {y, : n € N} tiene una sucesién bésica. Pasando
a subsucesién, se puede asumir (y,) es una sucesién bdsica.

Sea (h,) una sucesion en H tal que K(h,) = y, para cada n € N. Dado que
K es un isomorfismo sobre H, (h,) es una sucesién bésica y semi-normalizada.

Por lo tanto, existe una sucesion acotada (h%) en el espacio dual X* tal que
(h}, h;) = 0;; para cada i,j € N.

Como dist(y,, L) < 27, se puede seleccionar (z,) en L tal que ||y, —z,|| < 27"

para cada n € N. La expresion

e}

Ki(f) =) (hy )z — i),

i=1

define un operador compacto K; € L£(X,Y). Ademds, para cada n € N, se tiene
que (K + Ky)(h,) = 2z, por lo que [z,] C LN (K + K;)(H). Observe que (z,) no
tiene subsucesiones convergentes por lo que [z,] tiene dimensién infinita. De aqui que

(K + K1)(H) N L tenga dimension infinita, tal y como se deseaba. O

Cabe destacar que el Teorema 3.3.1 no es consecuencia del resultado da-
do en [35], el cual establece que si Y es subproyectivo y @, (X,Y) # 0 entonces
P, (X,Y) =8S(X,Y). En efecto, en primer lugar se debe observar que la condi-
cion dada en el resultado antes mencionado es sobre el espacio codominio Y'; mientras
que en el Teorema 3.3.1 la condicién se impone sobre el espacio dominio X.

Maés atin, dado que los ejemplos conocidos de espacios subproyectivo son tam-

bién fuertemente subproyectivo, el hecho que ®,(X,Y) # 0 y Y sea subproyectivo
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implica que X es subproyectivo. Por lo tanto, en muchos casos el resultado dado en
[35] es consecuencia del Teorema 3.3.1, aqui establecido.

El siguiente resultado aunque es una version dual del Teorema 3.3.1 tiene un
interés independiente ya que la demostracién del mismo no sigue por dualidad; de
hecho, la demostracién del siguiente resultado es técnicamente més complicado que
la demostracion del Teorema 3.3.1, debido a que se consideran cocientes en lugar de

subespacios.

Teorema 3.3.2. Sean X, Y espacios de Banach tales que Y es fuertemente super-

proyectivo y ®_(X,Y) # 0 entonces P®_(X,Y) = SC(X,Y).

Demostracion. Sea K € L(X,Y) tal que K ¢ SC(X,Y), entonces existe un subes-
pacio cerrado Yy de Y de codimension infinita tal que la Q)y, K es sobreyectiva, es

decir Y = R(K) + Yj. Se mostrard que K ¢ P®_(X,Y).

Por ser Y fuertemente superproyectivo, pasando a subespacio, se puede supo-
ner que Yy es complementado e isomorfo a Y, de manera que Y se puede expresar
como Y =Y, N.

Sea P :Y — Y laproyeccién de Y sobre N, entonces N(P) =Yy y R(P) = N,
de modo que

R(PK) = P(R(K) +Yy) = N

N(PK) = K~\(Yy).

Como ®_(X,Y) # () entonces, por el Corolario 3.2.4, existe un subespacio M de X
tal que X/M es isomorfo a Y.

De manera que, X/M es isomorfo a Y, se considera la funcién S; € L(X,Y))
definida por Si(z) = (S o Qur)(z), donde Qs es la aplicacién cociente de X sobre
X/M y S es un isomorfismo entre X/M y Yp, entonces S; es una funcién sobreyectiva
tal que N(S1) = M y R(S:) = Yo.

Como antes, y de manera dual, uno de los siguientes tres casos puede ocurrir:
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(1) K~X(Yy) + M es cerrado y K~(Yy) + M tiene codimensién finita,
(2) K=1(Yy) + M tiene codimensién infinita,
(3) K~*(Yy) + M es no cerrado y K—1(Yy) + M tiene codimension finita.

(1) Como K~!(Yy)+ M tiene codimensién finita entonces existe un subespacio
cerrado W de X de dimensién finita tal que X = (K~1(Yy) + M) @ W.

Se denota por M; = M + W, entonces M;/M tiene dimensién finita y
K=1(Yy) + M; = X. Como X/M es fuertemente superproyectivo entonces, por el
Teorema 3.2.3, existe un subespacio cerrado Ms que contiene a M; tal que X /M, es
isomorfo a Y. De aqui que, se puede asumir que K '(Yp) + M = X

Se considera el operador T': X — Y definido por

T(x):= S (x) — PK(z).

Se cumple que R(T) =Y, en efecto, sea y € Y entonces y = yo +y1 con yo € Yy y

y1 € N. Se mostrara que

Yo = S1(z0) para alginzy € K (Y)) (3.3)

y1 = PK(zp)para alginz; € M (3.4)

Para mostrar (3.3), dado que R(S;) = Yo, se toma x € X tal que Si(x) = yo,
como K~'(Yy) + M = X, entonces x se puede expresar como r = o + xj con
o € K1 (Yy) yxy € M. Asi xjy € N(S}), de aqui se obtiene que yo = S;(z) = Sy (o).

Para mostrar (3.4), dado que N = R(PK), entonces existe x € X tal que
y; = PK(z), como K~'(Yy)+M = X entonces z se puede expresar como z = 1+
con ) € K~1(Yy) y 21 € M. Dado que K(z}) € Yy = N(P) entonces se tiene que
y1 = PK(z) = PK(X)).

Finalmente para xy y 27 obtenidos de las expresiones (3.3) y (3.4), se observa
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que x =x9 —x1 € X y asi

T(l’g—$1) = (Sl —PK)([L’O—I‘l)
= Si(xg—mz)— PK(xg— 1)
= Sl(l’o) + PK(Jil)

= Yoty =Y

Se obtiene asi que el operador T es sobreyectivo y por lo tanto T € ¢_ (X, Y).
Sin embargo, R(T' + K) = R(S, + (Ix — P)K) C Yp, por lo que R(T + K) tiene
codimensién infinita. De manera que, T+ K ¢ ®_(X,Y) y en consecuencia

K ¢ PO_(X,Y).

(2) Ahora se considera el caso que K~1(Yy) + M tiene codimension infinita,

entonces dado que
X X/M

K (Vo) + M (K (Vo) + M)/M

se tiene que (K*l(Yb) + M> /M tiene codimensién infinita en X/M. Como X/M es
fuertemente superproyectivo, por ser isomorfo a Y, existe un subespacio de codimen-
sién infinita X;/M de X/M, complementado, que contiene a (K—l(Yo) + M) /My

que es isomorfo a X /M. De manera que X/M se puede expresar como:

X_X N
M MM

con N D M y X;/M isomorfo a X/M. De aqui se obtiene que:

K71<Yb) + M C Xl,

X, tiene codimension infinita en X,

X1 /M es isomorfo a Y,

X/N es isomorfo a Y.
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Luego, por la Proposicién 3.2.11, existe Y; subespacio cerrado de Y de codi-
mension infinita tal que Y7 D Yy, X; = K'(Y}), de modo que K~(V;) + N = X.

Como Y] tiene codimension infinita en Y, existe un subespacio Y5 de Y de
codimensién infinita que contiene a Y7, complementado e isomorfo a Y

Asi Qy, K es sobreyectiva, Y5 es complementado e isomorfoa Y, K~1(Y5)+N =

X, con X/N isomorfo a Y y por tanto, se estd bajo las condiciones del caso (1)

(3) Si K71(Yy) + M es no cerrado y K—1(Yy) + M tiene codimensién finita
entonces K~ 1(Yy)t + Mt es no cerrado y K~(Yy)t N M+ tiene dimensién finita,

reemplazando M* por un subespacio de codimensién finita, se puede asumir que
K YY) nM+ = {o}.

Se definird un operador compacto K; € L(X,Y") tal que

(K + Ky)Y(Yo)+ M

tenga codimensién infinita.

Del hecho que K~}(Yy)t + M+ no sea cerrado, se deduce que existe una
sucesién normalizada (f,) en K~1(Yy)* tal que dist(f,, M1) < 27". Se observa que
(fn) no tiene subsucesiones convergentes, pues en caso contrario si f es el limite de
alguna subsucesion, se tendria que ||f|| = 1y f € K~ }(Yy)* N M+, lo cudl no es
posible.

Si se toma f € mw*, entonces f € K—1(Yy)t® N ML® como
K=1(Yy)* y M* son débil* cerrados entonces f € K~1(Yy)t N M+ y por tanto
f=0¢ mw Sea (g,,) una sucesién en Y tal que K*(g,) = f,, para cada
n € N, esto es posible pues K ~1(Yy)t = K*(Yg").

Como K *|YOJ_ es un isomorfismo entonces 0 & mw Luego, por la
Proposicién 3.2.13, pasando a subsucesién existe una sucesién acotada (y,) en Y tal

que g¢;(y;) = 6;; para cada 7,5 € N.

Ahora se selecciona (h,,) en M* tal que ||f, — hn|| < 27" para cada n € N.
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Entonces K; € L(X,Y) definido por

o0

Ky(x) =Y (hi— f)(@)y;,

=1

es un operador compacto, y el adjunto de dicho operador esta dado por
Ki(9) = g(yi)(hi = ).
i=1

Se observa que (K*+ K7)(gm) = hy, para cada m € N, de aqui que (K + K;)*(Y5H) N
M+ tenga dimensién infinita.

Pero (K + K;)"Y(Yy)* = (K + Ky)*(Yg"), por lo que (K + K;)~1(Yy) + M

tiene codimensién infinita tal y como se deseaba.

Ahora bien, se tiene que existe K; € L£(X,Y) compacto, tal que el subespacio

(K + K;)~1(Yy) + M tiene codimensién infinita.
Se observa que Qy, (K + K;) € ®_(X,Y), pues Qy, K € ®_(X,Y/Y}) por ser
Qy, K sobreyectiva y por ser )y, K; compacto. Por lo que pasando a un subespacio

de codimensién infinita, se puede suponer que Qy, (K + K;) es sobreyectiva.

Asi Qy, (K + Kj) es sobreyectiva, Yy es un subespacio complementado, de

codimensién infinita en Y y (K 4+ K;)~1(Yy) + M tiene codimensién infinita, por lo
que se tienen las condiciones del caso (2), asi existe un operador 7' € ®_(X,Y) tal
que T+ K+ K, ¢ _(X,Y), por tanto T+ K ¢ ®_(X,Y) de donde se concluye
que K ¢ P®_(X,Y). O

Es necesario comentar que el Teorema 3.3.2 no es consecuencia del resultado
dado en [35] que establece: si X superproyectivo ®_(X,Y") # @) entonces P®X,Y) =
SC(X,Y). En efecto, la condicién dada en el resultado antes mencionado es sobre el
espacio dominio X; mientras que en el Teorema 3.3.2 la condiciéon se impone sobre

el espacio codominio Y.
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Mas ain, dado que los ejemplos conocidos de espacios superproyectivo son

también fuertemente superproyectivo, el hecho que ®_(X,Y) # () y X sea super-

proyectivo implica que Y es superproyectivo. Por lo tanto, en muchos casos el resul-

tado dado en [35] es consecuencia del Teorema 3.3.2 que se ha establecido.

Se finaliza esta seccién con una lista de soluciones positivas al problema de la

clase de perturbacion.

Como consecuencia directa del Teorema 3.3.1 y de los Ejemplos 3.1.6, 3.1.7,

3.1.8, 3.1.9, 3.1.10, 3.1.12, 3.1.13 y 3.1.11 se tiene el siguiente resultado.

Corolario 3.3.3. Sean X, Y espacios de Banach, si'Y contiene un subespacio iso-

morfo a X y el espacio X es

1.

2.

9.

10.

X =/, paral <p < oo.
X = ¢, el espacio de las sucesiones convergentes a 0.

X =1L, con2<p<oo.

. X =d(w,p) con1<p<ooyw=(w,) una sucesion decreciente de nimeros

positivos tales que wy =1, lim,, .o w, =0y Z;’;l W, = 00.
X =1{,,, el espacio de sucesiones de Lorentz con 1 < p,q < 0o.

X = Lwy(0,00) 0 X = L,,(0,00), el espacio de funciones de Lorentz para

2 <p<oo.

X = L,4(0,1), el espacio de funciones de Lorentz para 2 <p < oo y1l<gq <

00.
X = J, el espacio de James.
X = By, el espacio de Baernstein para 1 < p < 00.

X =T, el espacio de Tsirelson.
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11. X = C(K) el espacio de las funciones continuas sobre un conjunto compacto

y disperso K.

12. X es un subespacio cerrado de los espacios anteriores.

Entonces PP (X,Y) =SS(X,Y).

También, como consecuencia directa del Teorema 3.3.2 y de los Ejemplos 3.2.7,

3.2.9 y 3.2.8 se tiene el siguiente resultado.

Corolario 3.3.4. Sean X, Y espacios de Banach, si X tiene un cociente isomorfo

aY y el espacio Y es
1. Y =4, para 1l < p < oo.
2. Y = ¢y, el espacio de las sucesiones convergentes a 0.
3. Y =L, paral <p<2.

4. Y = d(w,p)* el dual del espacio d(w,p), para 1 < p < oo y w = (w,) una

sucesion decreciente de numeros positivos tales que wy = 1, lim,, oo w, = 0 y

Do Wy = 00.

5. Y =10

b0 €l dual del espacio £y, , para 1 < p,q < co.

6. Y = Ly,(0,00)" 0Y = L, ,(0,00)*, para 2 < p < 0.

7. Y = L,,(0,1), el espacio de funciones de Lorentz para2 <p < oo y1 < ¢ < oo.
8. Y = J*, el dual del espacio de James.

9. Y = By, el dual del espacio de Baernstein para 1 < p < oo.

10. Y =T, el dual de el espacio de Tsirelson.

11. Y = C(K) el espacio de las funciones continuas sobre un conjunto compacto y

disperso K.



12. 'Y es un cociente de los espacios anteriores.

Entonces P®_(X,Y) = SC(X,Y).

61



CONCLUSIONES

En este trabajo se encontraron soluciones positivas al problema de la clase
de perturbacién para operadores semi-Fredholm, especificamente se demostré que si
P, (X,Y) # 0 entonces PP, (X,Y) = SS(X,Y) cuando X = L,, 1 <p<2yY
satisface la propiedad de Orlicz, también se demostrd que la igualdad es cierta para
p = 1 y Y secuencialmente débil completo. Como consecuencia, y de manera dual,
se obtiene que P®_(X,Y) = SC(X,Y) cuando Y = L,, 2 < ¢ < 0o y el dual de el
espacio X, X*, satisface la propiedad de Orlicz.

También se mostré que el problema de la clase de perturbacién para opera-
dores semi-Fredholm tiene solucién positiva sobre una clase de espacios que hemos
denominado fuertemente subproyectivos y fuertemente superproyectivos, especifica-
mente PP, (X,Y) = SS(X,Y) si X es fuertemente subproyectivo y &, (X,Y") # (),
y PP_(X,Y)=8C(X,Y) siY es fuertemente superproyectivo y ®_(X,Y") # 0.

Como consecuencia de los resultados antes mencionados, se obtiene una buena
cantidad de espacios de Banach concretos que satisfacen el problema de la clase de
perturbacion, tal y como se presenta a continuacion.

Sean X, Y espacios de Banach, tales que &, (X,Y") # (. Entonces PP, (X,Y) =
SS(X,Y) cuando:

1. X =L, y Y es secuencialmente débil completo.
2. X=L,yY =Lgparal <g<p<2.

3. X =1{, para 1l <p < ooc.

4. X =L, con2<p<oo.
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. X = ¢y, el espacio de las sucesiones convergentes a 0.

. X =d(w,p) con 1 <p<ooyw = (w,) una sucesién decreciente de nimeros

positivos tales que wy = 1, lim,, oo w, =0y > w, = cc.

X ={,,, el espacio de sucesiones de Lorentz con 1 < p,q < oo.

. X = Lwy(0,00) 0 X = L, 4(0,00), el espacio de funciones de Lorentz para

2 <p<oo.

X =1L,,(0,1), el espacio de funciones de Lorentz para2 < p < coy 1 < ¢ < o0.
X = J, el espacio de James.

X = By, el espacio de Baernstein para 1 < p < oo.

X =T, el espacio de Tsirelson.

X = C(K) el espacio de las funciones continuas sobre un conjunto compacto

y disperso K.
X es subespacio cerrado de los espacios dados anteriormente desde 3. al 13.

Sean X, Y espacios de Banach, tales que ®_(X,Y") # (. Entonces P®_(X,Y) =

SC(X,Y) cuando:

1.

Y=L,y X=L,para2<q<p<oo.

.Y =/{, para 1l <p < oo.

. Y = ¢y, el espacio de las sucesiones convergentes a 0.

Y =L,paral <p<2.

Y = d(w,p)* el dual del espacio d(w,p), para 1 < p < ooy w = (w,) una

sucesion decreciente de nimeros positivos tales que wy; = 1, lim, . cw, =0y

D net Wn = 0.
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Y =20

».q» €l dual del espacio £, , para 1 < p,q < oo.

Y = Lw,(0,00)" 0 Y = L, ,(0,00)*, para 2 < p < o0.

.Y =L, ,(0,1), el espacio de funciones de Lorentz para2 < p < coy 1 < g < 0.

.Y = J* el dual del espacio de James.

Y = B, el dual del espacio de Baernstein para 1 < p < oo.
Y =T%, el dual de el espacio de Tsirelson.

Y = C(K) el espacio de las funciones continuas sobre un conjunto compacto y

disperso K.

Y es un cociente de los espacios dados anteriormente desde 2. al 12.
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