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Capitulo 1

Introduccion

El estudio y andlisis de vibraciones tiene como propésito combatir el fenémeno de la
resonancia en estructuras. Los sistemas estructurales son representados por ecuaciones
diferenciales de segundo orden. Las vibraciones estan relacionadas con los autovalores
que surgen del modelo. En este andlisis los sistemas estructurales son representados por

un sistema matricial de segundo orden de la siguiente forma:
Mi(t) + Di(t) + Kz(t) = 0. (1.1)

donde M, D, K € R™"™ representan la masa, la amortiguacién y la rigidez respectiva-
mente. Los vectores Z(t),z(t),z(t) € R™ son los vectores de aceleracion, velocidad y
desplazamiento respectivamente (ver detalle en [19]). Ademds ©(t) y #(t) representan la
primera y segunda derivada de z(t) con respecto al tiempo. Una solucién fundamental
para el sistema (1.1) es z(¢) = ve* donde el escalar \ y el vector v satisfacen la siguiente

ecuacién cuadratica de autovalores (Quadratic Eigenvalue Problem - QEP)
(M*M + AD + K)v = 0, (1.2)

la cual posee 2n autovalores y 2n autovectores. Estos autovalores estan relacionados con
las frecuencias naturales del sistema homogéneo.
Sélo algunos autovalores causan un fenémeno no deseado que es conocido como reso-

nancia. De alli la importancia de resolver el problema cuadratico de asignacién parcial
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de autovalores, que consiste en reemplazar los autovalores “no deseados” por autovalores
“deseados”, manteniendo invariante el resto del espectro, evitando asi el fenémeno de
resonancia.

El Problema de Actualizacién en el Modelo Matricial (PAMM) consiste en actualizar
algunas matrices que surgen en el modelo matricial de segundo orden, de manera que
los autovalores asociados al modelo sean los deseados y al mismo tiempo preservar la
estructura y simetria de las matrices involucradas. En el trabajo doctoral [18], se plantea
el PAMM como un problema de optimizacién no lineal con restricciones, y en dicho
trabajo se propone el uso del método de proyecciones alternantes (MAP) y sus variantes
para resolver dicho problema, ademas se plantea una estrategia de aceleracion basada en
una técnica propuesta por Appleby y Smorlarski [1].

Los métodos de proyecciones alternantes y simultaneas suelen tener una convergencia
lenta. En [13] se estudia el problema de mejor aceleracién en variedades lineales. Los
autores proponen mejorar a los algoritmos de proyecciones alternantes y de Cimmino
utilizando técnicas de optimizacion. En el caso de variedades lineales se usan técnicas ba-
sadas en métodos tipo residual, como por ejemplo el SANE y el DF-SANE, estudiadas y
analizadas por la Cruz et al. [5][6], para acelerar los métodos basados en proyecciones. Es-
tas técnicas pueden igualmente ser empleados para resolver el Problema de Actualizacion
en el Modelo Matricial.

En este trabajo proponemos la aplicaciéon y comparacién de estas técnicas recientes
propuestas en [13] para resolver el PAMM con métodos basados en proyeciones como
propone [18] y ademds se realizan experimentos numéricos con una nueva propuesta

basada en la aceleracién del MAP mediante el DF-SANE.



Capitulo 2

Métodos de Proyecciones

Alternantes

2.1. Introducciéon

En este capitulo se resumen algunos conceptos acerca el Método de Proyecciones
Alternantes (MAP, por sus siglas en inglés). Este capitulo se basa principalmente en el

libro de Escalante y Raydan [11] y en la tesis doctoral de Herndndez-Ramos [13].

2.2. Proyecciones Alternantes

El Método de Proyecciones Alternantes en su versiéon original fue desarrollado por
Von Neumann en 1933 [20], quien trat6 el problema de encontrar la proyeccién de un
punto dado en un espacio de Hilbert en la interseccion de dos subespacios cerrados.
Posteriormente, el método de Von Neumann fue extendido por Halperin [12] a una familia
finita de subespacio cerrados de H. Igualmente, en 1937, Kaczmarz [15] habia propuesto
un método andlogo al método de Halperin, pero solo en el caso particular de sistemas de
ecuaciones lineales.

Sea H un espacio de Hilbert y sea M un subespacio cerrado de H. Denotemos por Py,
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el operador de Proyeccién ortogonal sobre M. Este es un operador lineal, autoadjunto

((Px,y) = (z, Py)) e idempotente (P? = P). Py es tal que:
|z = Pu(z) ||= d(z, M)

donde d(x, M) = inf{|| z —y |,y € M}, es decir Py/(x) es el punto mas cercano a x en

M. Una propiedad que lo caracteriza en el caso de subespacios es:

Una definicién que utilizaremos luego es la del complemento ortogonal de un conjunto.

El Complemento ortogonal de M (denotado por M<1) se define como:
M+ :={ye€ H: (v,y)=0,Vr € M}

Es decir, z — Py (z) es ortogonal a M.

Sean A y B subespacios cerrados de H. Entonces PyPg = PP, siy sélo si P4Pg =
Panp. Es decir, P4 y Pg conmutan si y solo si su composicién es también una proyeccion
ortogonal. Von Neumann estuvo interesado en el caso donde P4 y Pp no conmutan,

probando el siguiente resultado:

Teorema 2.1. (Von Neumann [1933]) [20] Sean A y B subespacios cerrados en un es-

pacio de Hilbert H. Entonces, para cada x € H

lim (PBPA)n(ZL') = PAQB(ZE).

n—o0

2.2.1. Algoritmo MAP

El Teorema de Von Neumann induce un algoritmo iterativo (Algoritmo 1) para cal-
cular la proyeccién en la interseccién de dos subespacios cerrados.

La interpretacién geométrica de este método nos dice que para encontrar la mejor
aproximacién a un punto x desde AN B, primero se proyecta x sobre A, el vector obtenido

se proyecta sobre B, y asi se continua proyectando de forma alternada sobre A y B. La
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FuFar
B

Figura 2.1: Proyecciones Alternantes

sucesion de los elementos generados de esta manera converge a Panp(z). La utilidad
practica de este procedimiento proviene del hecho de que es més sencillo proyectar sobre

cada subespacio individualmente que proyectar sobre la interseccién.

Algoritmo 1 MAP
1: Dado zq

2: forn=1,..., do
3. Ty = PBPAZEn_l = (PBPA)nZE

4: end for

El resultado obtenido por Von Neumann fue extendido posteriormente por Halperin

[12] a una familia finita de subespacio cerrados.

Teorema 2.2. (Halperin 1962) . Sean My, Ms, ..., M, subespacios cerrados en Hy M =

Ni_,M;. Entonces

lim (PM,.PMr—l cee PMQPM1)H($) = Pﬂzlei(x)

n—0o0
para cada x € H.

Demostracion. Ver [11]. O

Es importante mencionar que la demostracién del teorema 2.2 cuando r > 3 es dife-

rente a la dada por Von Neumann para el teorema 2.1 cuando r = 2.
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En 1983, Frank Deutsch [8] hace una generalizacion del teorema 2.2 al caso donde los

conjuntos involucrados son un nimero finito de variedades lineales.

Teorema 2.3. (Deutsch, 1983 [8]) Si My, M, ..., M, son variedades lineales cerradas

en un espacio de Hilbert H. Entonces, para cada x € H.

lim (P]\/[TP]\/[T_1 ce PMQPMl)n<£L'> = szzl Ml(.l')

n—oo

2.3. Los Métodos de Kaczmarz y Cimmino

2.3.1. Método de Kaczmarz

Este método fue propuesto originalmente por Kaczmarz [15] quien establecié su con-
vergencia para resolver sistemas de ecuaciones lineales Az = b. Dicho método es un caso
particular del método propuesto posteriormente por Halperin para el caso especifico de
resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

Consideremos el problema de resolver los sistemas de ecuaciones lineales
Ax =b.
Donde A es una matriz real m x n, x € R* y b € R™. Sea
H,={x e R": {(a;,z) = b;}.

Aqui a; = (a1, a4, ...,0i) ER xRy e Ri=1,--- m.
Encontrar una solucién de Ax = b es equivalente a encontrar un punto en la inter-
seccion de todos los hiperplanos H;, es decir en N*, H;. Para encontrar tal punto, por el

método de Kaczmarz, para un iterado inicial xo € R™ arbitrario, se define la iteracion:

Ty = (PHmPHm,1 .. 'PHQPHl)'In—l (Tl = 1,2, .. )

Entonces por el teorema 2.3 se tiene que
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{In}nEN — Pﬂ:’;l H; (ZE()) = Yo-

Es decir, la iteracién del método de Kaczmarz converge a un punto y, € R" que satisface
la ecuacién Ax = b.
Note que para cada i, i = 1, ..., m, a; es ortogonal a H;. Si z € H;, la proyeccion sobre

H; viene dada por la siguiente expresion:

b; — (a;, 2)

Py, (2) =2+ @, ai)

i 7

Es importante resaltar que si z € H; la proyeccién sobre H; es el mismo z.

2.3.2. Meétodo de Cimmino

Este método fue propuesto por Cimmino [4], quien establecié la convergencia para
la solucién de sistemas de ecuaciones lineales Az = b, con A € R™" y b € R" Para un

xp € R, un paso tipico del método de Cimmino es el siguiente,
1
Th+1 n ; Py, (k)
donde
H;={z e R" :< a;,z >=b;}.

El método de Cimmino ha sido extendido y generalizado para variedades lineales. Kam-
merer y Nashed en [16] generalizan el método de la siguiente manera:
Sean Vi, V5, ..., V, variedades lineales cerradas de un espacio de Hilbert H, y dado

xo € H. El método de Cimmino viene dado entonces por la secuencia,
1 n
Tpel = — Py (x
k1= ; v, (@)

Tal como en el método de Kaczmarz, las iteraciones de este método convergen a

Py (xg), donde V =, Vi.
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2.4. Velocidad de Convergencia

La velocidad de convergencia del Método de Proyecciones Alternantes ha sido estu-
diada por varios autores, entre ellos: Smith, Solmon y Wagner [21], Kayalar y Weinert
[17] v F. Deutsch [10]. En general, la velocidad de convergencia del MAP es r-lineal y

depende del angulo entre los subespacios o variedades lineales involucrados.

2.4.1. Angulo entre Subespacios

Recordemos que si x, y € H, el angulo 6 entre x e y estd definido como el dngulo

cuyo coseno estd dado por:
(z,y)
[l [Hlyl

La siguiente definicién introducida originalmente por Friedrichs en 1937, es la mas utili-

cosl =

zada en la literatura del MAP para trabajar con el angulo entre subespacios.

Definicién 2.4. (Friedricks, [1937]) [9] El dngulo 6(M,N) entre dos subespacios cerra-
dos M y N de H es el dngulo en [0,7/2] cuyo coseno C(M,N) = cosO(M,N) esta dado

por:

C(M,N) = sup{[{z,y)| :x € MN(MON)! [z [[£1, ye NO(NNM) |y <1}

2.4.2. Velocidad de Convergencia para Proyecciones Alternan-

tes
Caso dos subespacios

En el siguiente teorema se demuestra que la velocidad de convergencia del Método
de Proyecciones Alternantes depende del angulo entre los subespacios involucrados. De
dicho teorema tenemos que si el angulo entre los subespacios es pequeno el método se
hace lento en el sentido de que se requeriran muchas iteraciones para su convergencia.

[10]
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Teorema 2.5. (Aronszajn 1950)[2]: Sean My y My subespacios cerrados en H cuyo
coseno C'(My, My) = cos 0(My, Ms). Entonces, para cada v € H

I (Pa, Pa )" (@) = Paryeasy (2) |< C** 7 | @ = Pagyeasy (2) [|[< O | |
paran = 1,2, ... por otra parte, la constante C*"~! es la mds pequernia posible.

En la siguiente figura se puede apreciar la dependencia del angulo en la velocidad
de convergencia para el caso de dos subespacios A y B. En el ejemplo de la figura 2.2,
el método realiza menos iteraciones para llegar a la soluciéon mientras que el ejemplo
2.3 converge mas lentamente ya que realiza mas iteraciones para llegar a la solucion, es
decir, el método es més rapido cuando el angulo entre los subespacios estd mas cerca de

la ortogonalidad

FuFar
B

Figura 2.2: Método MAP: angulo grande

PaPpPar Paxr A

I
e S,

I\:l\r1JL|\J"|l|'l|| N
[ 1 1
AARSE R :

et
e M
Wy Y

-PHP.\'“.':-'l).lf)l:-”f::,'_._. B

Figura 2.3: Método MAP: angulo pequeno
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Caso n subespacios

Smith, Solmon, and Wagner(1977) determinaron una cota anédloga en el caso de més

de dos subespacios.

Teorema 2.6. (Smith, Solmon, Wagner 1977 [21]): Sean My, M, ..., My subespacios

cerrados en H y Sea M = NF_, M;. Entonces, para cada x € H y un enteron > 1
| (P Pagy -+ Pary )" () = P ag, () [|< C" | 2 |

Donde

T

1
C =[1—][sen?6,]*?

i=1

Y 0, es el Angulo entre el subespacio M; y ﬂ?ziHAj



Capitulo 3

Proyecciones Alternantes para el

PAMM

3.1. Introduccion

En este capitulo nos apoyamos en el trabajo doctoral [18] y en el articulo [19], en
donde se plantea un nuevo enfoque para resolver el Problema de Actualizacién en el
Modelo Matricial (PAMM), el cual consiste en actualizar algunas matrices que surgen en
el modelo matricial de segundo orden, de manera tal que se sustituyen los autovalores
y autovectores “malos” por los “deseados”, planteando el PAMM como un problema de
optimizacién no lineal con restricciones se propone aplicar el método de proyecciones
alternantes (MAP) y ademds se muestra una variacién de aceleracién de Appleby y
Smorlarski [1] planteada en [18] para resolver el problema no lineal, conservando las

propiedades de las matrices involucradas.

12
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3.2. Sistema matricial de segundo orden en proble-
mas de control

Se plantea el siguiente sistema matricial de segundo orden, el cual es obtenido a través
de una semidiscretizacion de la ecuacién de movimiento mediante el modelo de elemento

finito aplicado a un problema de control:
Mi(t) + Di(t) + Kz(t) = F(t),

donde #(t) y #(t) denotan la primera y segunda derivada con respecto al tiempo ¢. Las
matrices M, D y K de n x n son llamadas matriz de masa, amortiguacién y de rigidez
respectivamente cuyas caracteristicas son; M es simétrica positiva definida (M = M* >
0), D y K son simétricas (D = D' K = K"). Los vectores #(t),z(t), z(t) € R" son los
vectores de aceleracién, velocidad, desplazamiento respectivamente, y F'(t) es un vector
que representa la fuerza externa. Estamos interesados en estudiar el caso homogéneo, lo
que significa que no se toma en cuenta la fuerza externa F'(t) = 0, es decir estudiareamos

sistemas modelados por la siguiente ecuacion:

Mi(t) + Di(t) + Ka(t) = 0. (3.1)

M suponiendo que

La solucién fundamental para el sistema 3.1 es de la forma x(t) = ve
el sistema obedece a un movimiento armoénico, por lo cual el escalar A y el vector v deben
ser la solucién del siguiente problema cuadratico de autovalores (Quadratic Eigenvalue

Problem - QEP),
(MM +AD + K)v =0, (3.2)

el cual posee 2n autovalores y 2n autovectores. Los autovalores son las raices de la

ecuacion no lineal det(P()\)) = 0 donde

P(A\) =AM +AD + K. (3.3)
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Estamos interesados en cambiar inicamente los autovalores “no deseados” o “malos”,
mientras que el resto permanecen invariantes, puesto que estos autovalores malos son los

responsable de la resonancia del sistema.

3.3. Asignaciéon parcial de autovalores en problemas
de control

El problema consiste en reemplazar parte del espectro (conjunto de autovalores) para
mantener y/o controlar la estabilidad del sistema. Este proceso es llamado problema
cuadratico de asignacion parcial de autovalores, y puede ser definido de la siguiente
manera:

Dados:
» Las matrices M, K, D € R"™" que deben ser: M = M' >0, K = K'*,D = D!

» Un subconjunto de los autovalores {Ay, ..., A\,} con p < n, del conjunto de autova-

lores de 3.2 y sus correspondientes autovectores {z1,...,%,}.
» Los autovalores {p, ..., u,} y autovectores {y1,...,y,} deseados.

Encontrar las matrices K, D € R™ ", tales que el espectro de \2M + AD + K sea
{11y thpy Apt1, - -, Aon} v el conjunto de autovectores sea {yi, ..., Yp, Tpi1,-- - Tant,
donde {241, ..., T2, } son los autovectores de 3.2 correspondientes a {A\pi1,..., Ao}, €3
decir, se cambian p de los 2n autovalores y autovectores denominados ‘no deseados”
{M, o Ny {2}, por los deseados {p, .t v {yr, .., yp ) El resto de los
2n — p autovalores y sus correspondientes autovectores permanecen sin cambio.

El Problema de Actualizacién en el Modelo Matricial (PAMM) reemplaza los auto-
valores y autovectores “no deseados” por medio de la actualizacion de las matrices del

modelo, exigiendo que las matrices a encontrar D y K sean simétricas.
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Se debe mencionar que el espacio de Hilbert que trabajaremos es el de las matrices

reales de tamano R"™*", con la norma de Frobenius definida como
1A||F = (traza(A'A))?

y el producto interno

(A, B)p = traza(A'B).

3.4. Formulacion del problema

El Problema de Actualizacion en el Modelo Matricial (PAMM), puede ser reformulado
como un problema de optimizacién de la siguiente manera [18]:

Encontrar las matrices D y K de modo que:

min || K — K| +|D — D|% (3.4)
sujeto a:
K—Fk'D=D (3.5)
MYi(A})? + DYi(A}) + KYi =0 (3.6)
donde:
Ay = diag(pa, - . ., pp), es una matriz con los autovalores “deseados”.
Y ={v1,%2, ..., Yp}, €s una matriz cuyas columnas son los autovectores “deseados”.

El problema se reduce a encontrar las matrices K y D, més cercanas a K y D tal
que sean simétricas y actualicen los autovalores y autovectores no deseados. Una opcién
para resolver este problema es usar el MAP, puesto que nuestro objetivo es encontrar la
mejor aproximacién en la interseccion de subespacios y variedades lineales. En este caso
el vector solucién es una matriz.

La técnica que se va a describir fue estudiada en [19], en ella se utiliza el Método de

Proyecciones Alternantes (MAP). Observando que las restricciones del problema pueden
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ser vistas como subespacios o variedades lineales, cuya solucién esta en la intersecciéon de
los mismos.

Para simplificar el problema 3.4 se reescribe el sistema de la siguiente manera:

min |K — K||3 +||D — D} (3.7)
Sujeto a:
K=K'D=D
A+ DB+ KC =0
Donde:

A= MYi(A))?, B=Yi(A})?, C=Y1.

Con A, B,C € C"*?  n es la dimensién del problema y p la cantidad de autovalores y
autovectores que se actualizara.

Se reformula el problema 3.7 en funcién de una matriz, de modo que se definen las

matrices en bloque X € R**2" y X e R2"*?" como:

K 0 3 K 0
X — bl X - ~
0 D 0 D

Haciendo manipulaciones algebraicas (ver detalles en [19]) el problema queda reducido

a encontrar X tal que:

min|| X — X||% (3.8)
sujeto a:

X =Xt (3.9)

A+T'« X «W =0. (3.10)
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El operador * representa la multiplicacién de matrices, y W son matrices por blo-

ques, definidas como I = " , = , donde I,, es la matriz identidad de

1, B
tamano n X n.

La solucion del problema planteado 3.8 se encuentra utilizando el MAP, proyectando
sobre cada una de las restricciones.
La primera restriccién 3.9 es que la matriz X debe pertenecer al espacio de las matrices

simétricas, la proyeccion ortogonal de una matriz X sobre este subespacio viene dada por:
Psiy(X) ={X e R**" . X = X'}.

El conjunto de las matrices que satisfacen la segunda restricciéon 3.10 es una varie-
dad lineal, aqui se contempla la asignacion de los nuevos autovalores y autovectores,

necesitamos proyectar en el siguiente conjunto,

V={XeR™ ™ A4+ IXW =0}.

Los vectores que cumplen las restricciones 3.9 y 3.10 son los vectores de la interseccion.
El siguiente teorema establece la proyeccion de X sobre la variedad lineal V. La

demostracion se puede ver con detalle en [19].

Teorema 3.1. Si X € R 2" ¢s cualquier matriz dada, entonces la proyeccion de
X sobre la variedad lineal V' estd dada por Py(X) = X + fEWt, donde Y satisface
WW S = —1(A* + WX,

Demostracion. Ver [19]. O

El siguiente Algoritmo de Proyecciones Alternantes calcula las matrices D y K tal
que sean simétricas y actualicen los autovalores y autovectores no deseados, es decir K

y D es soluciéon de la ecuaciéon 3.8.
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Algoritmo 2 Algoritmo de Proyecciones Alternantes para la actualizacion de

las matrices D y K

1:

2:

3:

10:

11:

12:

13:

Dadas las matrices M, K, D, A}, Y]
A = MYi(A})?

B =Yi(A7)
:C="
: Contruir las matrices y vectores en bloque:

K 0 . I, C
X = 1= W=
0 D 1, B

: QR=W (Factorizacién QR de W)

: whileX ¢ V do

: R'T = —1(A" + WX'I) (Sustitucién hacia adelante para hallar T')
: RY' =T (Sustitucién hacia atrds, para hallar X))

X = X + 1Y «W? (Proyeccién de X sobre V)
X = X+TXt (Proyeccién de X sobre es subespacio de las matrices simétricas)
end while

Salida: La matrices D v K solucién de 3.8

» Las matrices M, K, D € R™" cuya propiedad es M = M' >0, K =K'y D = D!
» La matriz diagonal A} = diag(p,. .., ip) que contiene los autovalores “deseados”

» La matriz Y; = contiene los autovectores “deseados” en columna {yi,...,y,}

El algoritmo proyecta sobre la variedad lineal V' en las lineas 7 a la 10 del algoritmo 2,

y luego proyecta sobre el subespacio de las matrices simétricas encontrando la proyeccion

sobre la interseccion. Por el teorema 2.3 el algoritmo 2 converge a la tinica solucién de(3.8)

con las restricciones (3.9) y (3.10).
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3.5. Exigir una estructura dada

Dependiendo de la naturaleza del problema, las matrices asociadas a la ecuacion
matricial 3.1 poseen una estructura de raleza que en la mayoria de los casos se desea
conservar, las matrices actualizadas D y K deben tener el mismo patrén de raleza que las
matrices iniciales D y K, los patrones de raleza encontrados comunmente corresponden

a matrices diagonales, matrices tridiagonales, matrices en banda en general, entre otras.

et wm,
) e T
s, o =
- :\. T .U. - o .0 -
Ty e w, 8]
’ i O « M N
: =_ l....l .. '..‘:*t.. L] - b a.‘
RACH N s u’._ . ;'ﬂ:.:'-':!.
.:||"‘w E “..' ] .-‘-_.*:ﬂ:-..:'gi. .
S|, =, ot
= P l .’. - o .-0 .l
%3 B n o

Figura 3.1: Patrones de raleza

Al resolver el problema de optimizacion 3.8-3.10, usando el método de proyecciones
alternantes, es probable que en cada iteracién las matrices iniciales D y K pierdan su
patron de raleza, por lo tanto es necesario modificar el problema planteado originales

en 3.8-3.10 agregando una nueva restriccion que permita a las matrices actualizadas
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mantener esta caracteristica. El problema con la nueva restricciéon seria:

min|| X — X||% (3.11)
sujeto a:
X =Xt (3.12)
A+T'« X« W =0. (3.13)
Xposee el mismo patrén de raleza que X (3.14)

La restriccion 3.14 hace referencia a que la matriz X debe pertenecer al siguiente

subespacio,

Q = {X € R*?" . X posee el mismo patrén de raleza que S}.

La matriz S esta conformada por elementos unos y ceros que determinan el patron
de raleza, es decir, si s;; es igual a uno, entonces se debe mantener el valor ubicado en la
posicién (i, 7) de la matriz a proyectar, en caso contrario debe colocarse un cero en esta
posicion.

La proyeccion sobre el subespacio €2 viene dada por:
Po(N)=NoS
donde o representa el producto de Hadamard entre las matrices N y S.

0 si Sij = 0.

(NoS)=

El Algoritmo 2 es modificado anadiendo la proyeccién sobre el subespacio €2 asociado

a la restriccién 3.14. Esta modificacion se puede ver en la linea 13 del algoritmo 3, donde
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se realiza el producto de Hadamard entre las matrices X y .5, con la finalidad de que la
matriz X recupere el patron de raleza que poseia originalmente, el cual esta almacenado

en la matriz S.

Algoritmo 3 Algoritmo actualizacién D y K con un patron de raleza
1. Dadas las matrices M, K, D, A}, Y]

2: A:MYl(AT)z
3: BIY&(AT)
4: C=Y;

5: Contruir las matrices y vectores en bloque:

R I, C
X = 1= W =
0 D 1, B

6: Contruir la matriz S con el patrén de raleza de X.

0 si Sij = 0.

7. QR=W (Factorizacién QR de W)

8: whileX ¢ V do

9: R'T = —1(A'+ W'X ') (Sustitucién hacia adelante para hallar T')

10: RY! =T (Sustitucién hacia atrés, para hallar X)

11: X = X + 1% «W! (Proyeccién de X sobre V)

12 X = X+Txt (Proyeccién de X sobre es subespacio de las matrices simétricas)
13: X = X o § (Proyeccién de X sobre es subespacio §2)

14: end while

15: Salida: La matrices D y K solucién de 3.8
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3.6. Aceleracion del M AP con ideas Appleby y Smor-
larski

En el capitulo anterior se observé que el MAP tiene una velocidad de convergencia
lenta cuando los angulos entre los subespacios involucrados son pequenos. Los métodos
clasicos son lentos y en el trabajo doctoral Moreno [18] se propone un método de ace-
leracién lineal utilizando las ideas de Appleby y Smolarski [1] calculando dos centroides
Te1, Tz € R™, como el promedio de todas las proyecciones en una iteraciéon (paso de
Cimmino). Este método determina una linea parametrizada a través de estos centroides,
y moviendose a lo largo de esta linea se calcula el nuevo iterado ' que estd més cercano

a la solucidn, dicho iterado puede ser descrito como sigue:

T=2uq+ (T2 — xe1), (3.15)

Donde ¢ es una distancia a lo largo de la linea que pasa por el iterado z.; con direccion
Tey — Xe1. Para esto se calcula el nuevo iterado £ como el punto de interseccién entre la
linea y el hiperplano mas cercano a esta.

En el caso del problema PAMM, los iterados son matrices de R™*", por lo que se
adapta el método de aceleracién lineal a matrices. El calculo de ¢ no es directo y éste se
convierte en un problema de optimizacion.

Sean

X =X +0(Xex — Xo1) (3.16)
Para determinar ¢ forzando que X sea simétrica, se quiere encontrar ¢ tal que
min 4, — AL

donde A, = Ay + 6(Ap — An) y AL = AL, + 6(AL, — A%)). Haciendo manipulaciones

algebraicas se obtiene (Para més detalles [18]).
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“Acl _ At&l”% _ <Acl B Aila Ac? B AZQ)

5=
[Acr = AL lIE = 2(Aa — Aly, Az — Al) + (|42 — A%

(3.17)

Se muestra a continuacién el algoritmo de aceleraciéon correspondiente al Algoritmo

2 usando el § que se acaba de calcular.
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Algoritmo 4 Aceleraciéon del MAP con ideas Appleby y Smorlarski para la

actualizacion de las matrices D y K

1:

2:

3:

10:

11:

12:

13:

14:

15:

16:

17:

18:

19:

20:

21:

Dadas las matrices M, K, D, A}, Y]
A = MYi(A})?

B =Yi(A7)
c=Y
Contruir las matrices y vectores en bloque:

K 0\ . I, C
X = = W=
0 D I, B

QR=W (Factorizacién QR de W)

whileX ¢ V do

R'T = —1(A* + W*'X']) (Sustitucién hacia adelante para hallar T')

RY' =T (Sustitucién hacia atrés, para hallar %)

X, = X 4+ 1> «W!' (Proyeccién de X sobre V)

Xy = XJFTXt (Proyeccién de X sobre es subespacio de las matrices simétricas)
X = 21E%2 (Céleulo del primer centroide)

R'T = —L(A* + W'X! ) (Sustitucién hacia adelante para hallar T')

R =T (Sustitucién hacia atrds, para hallar X)

X1 = X + %3 «W! (Proyeccién de X, sobre V)

Xy = XC+X21 (Proyeccién de X, sobre es subespacio de las matrices simétricas)
X = % (Célculo del segundo centroide)

Calculo del escalar ¢ dada en 3.17

X =X + (X2 — Xoq) (Céleulo el nuevo iterado)

end while

Salida: La matrices D y K solucién de 3.8
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El Algoritmo 2 se modificé obteniendo asi el algoritmo acelerado 4, en este caso una
vez calculado los centroides en las lineas 12 y 17 se genera un nuevo iterado en la linea
19, pero para el calculo de cada centroide se debe proyectar sobre una variedad lineal y
luego sobre el subespacio.

Ahora bien, debido a la necesidad de conservar el patrén de raleza, se plantea el
siguiente algoritmo 5 cuya diferencia con respecto al algoritmo 4 es que en lugar de
trabajar con un subespacio y una variedad lineal, se tienen dos subespacios y una variedad
lineal, para poder conservar dicho patrén de raleza, como se puede observar en la linea

19.
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Algoritmo 5 Aceleracién del MAP con ideas Appleby y Smorlarski para la

actualizacion de las matrices D y K con un patrén de raleza

1:

2:

3:

10:

11:

12:

13:

14:

15:

16:

17:

18:

19:

20:

21:

22:

23:

24

Dadas las matrices M, K, D, A}, Y]
A = MYi(A})?

B =Yi(A})

C="

Contruir las matrices y vectores en bloque:

K 0 . I, C
X = 1= W=
0 D 1, B

: Contruir la matriz S con el patron de raleza de X.

0 si Sij = 0.

QR=W (Factorizacién QR de W)

whileX ¢ V do

R'T = —1 (A" + W*X']) (Sustitucién hacia adelante para hallar I')

RY' =T (Sustitucién hacia atrés, para hallar %)

X, = X 4+ 1> «W!' (Proyeccién de X sobre V)

Xy = XJFTXz (Proyeccién de X sobre es subespacio de las matrices simétricas)
X3 = X oS (Proyeccién de X sobre es subespacio (2)

Xa = M (Célculo del primer centroide)

RT = —3(A" + WtX! T) (Sustitucién hacia adelante para hallar T')
RY' =T (Sustitucién hacia atrés, para hallar %)

X1 = X + 1% W (Proyeccién de X, sobre V)

X, = XatXy

= ==5—<L (Proyeccién de X.; sobre es subespacio de las matrices simétricas)

X3 = X 08 (Proyeccion de X4 sobre es subespacio ()
X = 22045 (Cdleulo del segundo centroide)
Célculo del escalar ¢ dada en 3.17

X =X + (X2 — Xq) (Céleulo el nuevo iterado)

end while

Salida: La matrices D y K solucién de 3.8




Capitulo 4

Métodos tipo residual para sistemas

no lineales aplicado al PAMM

4.1. Introduccion

Recientemente se han desarrollado técnicas para acelerar los métodos de proyecciones
alternantes y simultaneas. Estas técnicas pudieran aplicarse para resolver el Problema de
Actualizacién en el Modelo Matricial (PAMM).

En este trabajo, se implementaran algunas de esas técnicas y las compararemos con
las estratégias de aceleracién basadas en las ideas Appleby y Smolarski [1], estudiadas y
aplicadas para el PAMM en [18] y que fueron descritas en el capitulo anterior.

En [13] y [14], se proponen estrategias de aceleracién de los métodos de proyecciones
alternantes basadas en técnicas de optimizacién numérica. En el caso que nos concier-
ne (variedades lineales), estos autores proponen estrategias de aceleracién basadas en
métodos que avanzan en la direccion del residual, tales como el DF-SANE, recientemente

desarrolladas por La Cruz et al [5][6].

27
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4.2. Aceleracion para variedades lineales

Sea H un espacio de Hilbert y sean Vi, V5, ..., V,, variedades lineales cerradas de H,
V=nmV,V#0yxzeH.
Para variedades lineales, los métodos de proyecciones alternantes y simultaneas pue-

den escribirse como la iteracion siguiente, dado xy € H
Tpp1 = Ty,

Para el caso del método de Cimmino el operador T" = % > Py, y para el caso de
MAP el operador T' = Py, Py, ,...Py,.

La sucesién {xy} converge a un punto x tal que Tz = x, en ambos casos, el conjunto de
puntos fijos del operador Fix T = V. Pero ademas, en el caso de variedades lineales, los
métodos MAP y Cimmino, convergen hacia la proyeccion de zg en V', donde V = Fixz T.

La idea propuesta en [13] y [14] es de encontrar los puntos fijos resolviendo la ecuacién:
F(x)=(—-T)x =0.

El método a escoger para resolver esta ecuacion depende de las caracteristicas de F' =
(I —T). Por ejemplo, en el caso de que todos los V; sean subespacios, el operador T’
asociado al método de Cimmino es lineal, autoadjunto y semipositivo definido; lo mismo
para el operador I —T'. Por lo tanto es posible usar el método de los gradientes conjugados
en la ecuacién F(X) = 0 para acelerar el método. En cambio, cuando al menos un V;
es una variedad lineal que no es un subespacio, el operador F' deja de ser lineal, y por
ello [13] y [14] proponen el uso de métodos tipo residual que no utilizan derivadas, tales
como el DF-SANE;, estos métodos avanzan en la direccién de £F(z).

A continuacién describiremos brevemente el método DF-SANE basados en el articulo

5].
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4.3. Métodos tipo residual para sistemas no lineales

Los métodos de residual que usan +F'(z), como direccién de bisqueda para resolver
sistemas de ecuaciones no lineales F'(z) = 0, han sido desarrollados recientemente por La
Cruz et al. [5][6].

Las iteraciones de residual (DF-SANE o SANE) analizadas en [5][6], para problemas

no lineales finito dimensionales, estan definidas como:

T4+1 = T + OékF(Ik), (41)

donde a > 0 es el tamano del paso y la direccién de busqueda es £F(x) dependiendo

de cual es la direccién de descenso para la funcion,

f@) = F@)* = (F(x), F(x)). (4.2)

La convergencia de 4.1 se alcanza para sistemas no lineales generales, cuando esta aso-
ciada con las busquedas lineales no mondtonas y libre de derivadas como se explica en
[6]. Si el Jacobiano de F(z) es simétrico y positivo semidefinido, entonces habra con-
vergencia para el método puro, es decir, sin estrategias de globalizaciéon y usando la
direccién —F'(x). En [13] se demostré para el caso del método de Cimmino, el operador
F(x) tiene Jacobiano autoadjunto y positivo definido lo que es condicién suficiente para
que el método converja en su versién pura, es decir, sin globalizaciéon. Sin embargo en
el caso del operador asociado al método MAP la convergencia sin globalizacién no se ha
demostrado..

Para el tamano de paso o > 0, se toma la escogencia espectral no mondtona, dada
por:

(81@71, 5k71>

O{ _— —7 43
* <$k—1, yk—l) ( )

donde s, =z — xp_1, ¥ Yp—1 = F(xr) — F(xr_1). Mediante la aplicacién del tamano

de paso 4.3, se acelera la convergencia.
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Algoritmo 6 DF-SANE para F(z), en su forma pura
1: Dado xg € H,ap € R,a9 # 0

2: for k=0,1,..., do

3 Tyl = T — OékF(iUk)
4: S = Tp41 — Tk

5 Yo = F(Tpy1) — F(xp)
6: ki1 = (Sky Sk)/(Sks Yk

7. end for

En [13] se demostré que en el caso de variedades lineales, la sucesién {z} del método
DF-SANE (con o sin globalizacién) produce una sucesién que converge hacia la proyeccién

del iterado inicial zy en Fiix T, es decir, en la interseccién de las variedades N, V;.

4.4. Aceleracion del Método de Cimmino en varie-

dades lineales para el PAMM usando DF-SANE

Recordemos que el problema de Actualizacién en el Modelo Matricial (PAMM), es

equivalente a un problema de optimizacion, en el cual se quiere encontrar X tal que:

min|| X — X’H% (4.4)
sujeto a:
X=X (4.5)
A+T'« X« W =0. (4.6)
> . , - n C
Donde I y W son matrices por bloques, definidas como I = , W = ,
I, B

donde fn es la matriz identidad de tamano n x n.
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Si llamamos F' = (I — Ty), donde Ty, = 1(Py + Ps) siendo Ps la proyeccién sobre
el subespacio S 'y Py es la proyeccién sobre la variedad lineal V| el problema F(z) = 0
puede ser resuelto utilizando métodos tipo residual para hallar ceros de funciones como
el método DF-SANE, estudiado en la seccién anterior, estos métodos usan la direccion

+F(z) y las iteraciones son del tipo:
Tpt1 = Ty + OékF(SL'k), (47)

donde aj > 0 es el tamano del paso y la direccién de bisqueda es F(xy) o —F ().

En el método de Cimmino, la funcién F' viene dada por:

Fa) = o 3(Po(a) + Ps(a) (48)
= L@~ Po(a)) + 5o~ Ps(a)) (19)

Sea X € R?"*?" una matriz en bloque, entonces la funcién F' viene dada como:

F(X) = 5(X = Py(X)) + 5 (X — Ps(X)) (4.10)

donde Py es la proyeccion sobre la variedad lineal V' definida como:
V={XeR™> A4+ T'+« X «W =0},

y Ps es la proyeccion ortogonal de una matriz X sobre el subespacio de las matrices

simétricas, es decir, esta proyeccion viene dada por:

X+ Xt
po XX

El nuevo algoritmo de actualizacién para el PAMM usando DF-SANE que se mos-
trard a continuacién, utiliza las mismas matrices de entrada que en el Algoritmo 4.

Donde,
» Las matrices M, K, D € R™" cuya propiedad es M = M' >0, K = K' y D = D!

» La matriz diagonal A} = diag(u, .. ., it,) que contiene los autovalores “deseados”
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Algoritmo 7 Actualizacién de las matrices D y K usando el método de DF-

SANE mediante Cimmino

1: Dadas las matrices M, K, D, A}, Y]
2: A= MYi(A})?

3: B =Yi(A})

4: C=Y,

5: Contruir las matrices y vectores en bloque:

K 0 . I, C
X = 1= W=
0 D 1, B

6: QR=W (Factorizacién QR de W)

7. whileX ¢ V do

8 RT = —3 (A" + W'X!T) (Sustitucién hacia adelante para hallar I)
9: RY' =T (Sustitucién hacia atrds, para hallar X)

10: Py = X5 + 1 * S «W* (Proyeccién de X, sobre V)

11: Py = X’“+X’t“ (Proyeccién de X}, sobre es subespacio de las matrices simétricas)
12: F(Xy) = 2(Xix — Pv) + 1(X — Ps)

13: Xpr1 = Xy — o F(Xy)

14: S = Xjpy1 — X

15: R'T = —1(A"+ W'X{,I) (Sustitucién hacia adelante para hallar T')
16: RYX' =T (Sustitucién hacia atrds, para hallar X))

17: Py = Xpy1 + I % 3. «W" (Proyeccién de X; 1 sobre V)

_ X+ X,

18: Pg = ————"* (Proyeccién de X4 sobre es subespacio de las matrices simétricas)

19: F(Xp1) = 2(Xep1 — Pv) + 2(Xpp1 — Ps)
20: YV, = F(Xk-H) — F(Xk)

. — (Su:Sk)r
21: Ayl = (S Y r

22: end while

23: Salida: La matrices D y K solucién de 3.8
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» La matriz Y; = contiene los autovectores “deseados” en columna {yi,...,y,}
En el siguiente algoritmo 7 se observa:
= Las lineas del 8 al 10 encuentra la proyeccién de X, sobre la variedad lineal V.

= Lalinea 11 calcula la proyeccion ortogonal de X} sobre el subespacio de las matrices

simétricas.

» La linea 12 calcula la funciéon F(Xj) es el cdlculo de la funcién F(X}) usando

Cimmino (proyecciones simultédneas).
» La linea 13 calcula el iterado X ;.
= Desde la linea 15 a 19 repite los pasos anteriores para encontrar F'( Xy, 1).
= Por tdltimo se calcula en la linea 21 el tamano de paso ay, 4.3.

Finalmente obtenemos la adaptacién del DF-SANE para el problema de Actualizacion

Modelo Matricial.

4.5. Aceleracion del Método de Proyecciones Alter-
nantes en variedades lineales para el PAMM

usando DF-SANE

A continuacién se muestra otra aceleraciéon del método de proyecciones alternantes

usando el DF-SANE, es decir, la funcién F' = I — T viene dada por:
F(z) = (x — PsPy(x)) (4.11)
En el siguiente algoritmo 8 se observa:

» Las lineas del 8 al 10 encuentra la proyeccién de Xy sobre la variedad lineal V.
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Algoritmo 8 Actualizacién de las matrices D y K usando el método de DF-

SANE mediante MAP

1:

2:

3:

10:

11:

12:

13:

14:

15:

16:

17:

18:

19:

20:

21:

22:

23:

Dadas las matrices M, K, D, A}, Y,

A= MY;i(A])?

B =Yy(A})

="

Contruir las matrices y vectores en bloque:

K 0 . I, C
X = 1= W=
0 D 1, B

QR=W (Factorizaciéon QR de W)

whileX ¢ V do

R'T = —L (A" + W*X{I) (Sustitucién hacia adelante para hallar T')
RY' =T (Sustitucién hacia atrés, para hallar %)

Py =X, + 1 * S «W* (Proyeccién de X, sobre V)

Ps = X’“+X’t“ (Proyeccién de X}, sobre es subespacio de las matrices simétricas)
F(X}) = Xy — PsPy(Xy)

X1 = Xp — o F(Xy)

Sk = Xip1 — Xi

R'T = —L(A" + WX}, T) (Sustitucién hacia adelante para hallar I')
RY' =T (Sustitucién hacia atréds, para hallar %)

Py=Xp 1+ I x S°«W* (Proyecciéon de Xy, sobre V)

Xpg1+X!
Pg =~ kil 5

F(Xpy1) = Xy — PsPy(Xy)
Y = F(Xi1) — F(Xy)

_ (Sk:sSk)F
Akt = (Sk,Yk)F

end while

Salida: La matrices D y K solucién de 3.8

2L (Proyeccién de X1 sobre es subespacio de las matrices simétricas)
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La linea 11 calcula la proyeccién ortogonal de X}, sobre el subespacio de las matrices

simétricas.

» Lalinea 12 calcula la funcién F(Xj) que a diferencia del algoritmo anterior aqui uti-

lizamos la composicién o el producto de las proyecciones, es decir, una iteracion del

método MAP.
» La linea 13 calcula el iterado Xj;.
= Desde la linea 15 a 19 repite los pasos anteriores para encontrar F'( Xy, 1).
= Por ltimo se calcula en la linea 21 el tamano de paso .

Finalmente obtenemos la adaptacion del DF-SANE para el resolver el PAMM usando
el MAP.

4.5.1. El método DF-SANE manteniendo un patrén de raleza
dado

En muchos casos, es importante que la solucién al problema PAMM mantenga un
patrén de raleza dado [18]. En este caso, la solucién debe no solo pertenecer a la intersec-
cion del subespacio de las matrices simétricas y la variedad lineal dada en 3.13, sino que
debe también pertenecer al subespacio de las matrices que tienen ese patron de raleza.
Es por ello que nuestros métodos de proyecciones trabajaran ahora con 3 conjuntos, y los
operadores de la iteracion de punto fijo estaran dados por T = %Z?Zl Py, para el caso

de Cimmino y T' = Py, Py, Py, en el caso de MAP, donde:

» Py, es la proyeccion para conservar patrén de raleza.
» Py, es la proyeccion sobre las matrices simétricas.

» Py, es la proyeccién sobre la variedad lineal.



Capitulo 5

Resultados numeéricos

En este capitulo mostramos los resultados de las diferentes aceleraciones aplicadas
a la técnica para resolver el problema de actualizacion modelo matricial (PAMM) estu-
diada en [18], para ello se compara el método clasico usando el método de proyecciones
alternantes visto en el capitulo 3, las estratégias de aceleracién basadas en las ideas Ap-
pleby y Smolarski [1] estudiadas en [18], las estrategias de aceleracién de los métodos
de proyecciones alternantes basadas en técnicas de optimizacion numérica propuesta por
[13] y [14], y una aceleracién sugerida por Herndndez-Ramos.

Todas estas aceleraciones aplicadas a la técnica para resolver el PAMM ademads de
disminuir el nimero de iteraciones, disminuye también el tiempo de ejecucion ya que el
costo por iteracién es menor.

Para realizar los experimentos se seleccionaron cuatro problemas de la tesis doctoral
[18] que estan incluidos en la bibliografia.

En los algoritmos desarrollados se observa el siguiente orden de proyecciones:

= Primero se proyecta sobre la variedad lineal V, esta proyeccion sustituye los auto-

valores y autovectores no deseados por los deseados.

= Segundo, se proyecta sobre el subespacio de las matrices simétricas.

En todo método iterativo es necesario especificar mediante ciertas condiciones cuando

36
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hay que detener el proceso. El criterio de parada utilizado tiene en cuenta dos factores:

1. La solucién encontrada satisface los requerimientos de precisién (tolerancia). Se

fij6 una tolerancia de 1 x 1078,

2. La cantidad de iteraciones empleadas supera el maximo establecido.

Para el primer criterio, el proceso iterativo se detiene cuando
|A+T'XW|p <1078,

donde X es la matriz obtenida al finalizar una iteracion de los algoritmos, por lo cual la
matriz X pertenece al subespacio de las matrices simétricas.
Para el segundo criterio el maximo nimero de iteraciones que establecimos es de 5000,
el cual consideramos que el algoritmo no converge si pasa este niimero de iteraciones.
Los algoritmos requeridos para realizar la pruebas numéricas se desarrollaron en
Matlab 7.12 (R2011a) y han sido ejecutados con un computador Intel Core 2 Quad
2.10 GHz, 4Gb de RAM con Windows 7.

5.1. Experimento 1

Para este experimento se seleccioné un ejemplo tomado del articulo de Datta y Sar-
kissian [7]. Las matrices M, D, K de 4 x 4, simétricas semidefinidas positivas vienen dadas

por:
1,4685 0,7177 0,4757 0,4311

0,7177 2,6938 1,2660 0,9676
0,4757 1,2660 2,7061 1,3918
0,4311 0,9676 1,3918 2,1876
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1,3525 1,2695 0,7967 0,8160
1,2695 1,3274 0,9144 0,7325
0,7967 0,9144 0,9456 0,8310
0,8160 0,7325 0,8310 1,1536

1,7824  0,0076 —0,1359 —0,7290
0,0076  1,0287 —0,0101 —0,0493
—0,1359 —0,0101 2,8360 —0,2564
—0,7290 —0,0493 —0,2564 1,9130
Los autovalores de A2M + AD + K calculados con MATLAB son:

—0,0861 £ 1,6242:, —0, 1022 £+ 0, 8876¢, —0, 1748 £ 1, 19227, —0, 4480 =+ 0, 2465:.

Se quiere reasignar solo los autovalores causantes de la inestabilidad. En este caso, es
el par —0,0861 + 1,62421, el cual va a ser sustituido por el par —0, 1000 £ 1, 6242.

A continuacion se muestra la grafica del desempeno de cada algoritmo con respecto
al niimero de iteraciones, usando como datos de entradas las matrices M, D y K arriba

mencionada.

Algoritmos iter | tiempo

MAP para la actualizaciéon D y K | 96 0,2580
Aceleracion Appleby-Smorlarski 43 0,0350
DF-SANE Cimmino 35 0,0270
DF-SANE MAP 17 0,0030

Cuadro 5.1: Comparacion entre los diferentes métodos para el Problema de Actualizacion

en el Modelo Matricial en el experimento 1

El costo por iteracién de los algoritmos para acelerar el PAMM es menor, esto hace

que disminuya también el tiempo de ejecucion.
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1|:| T T T T
hAF
Aceleracidn Appleby-Smotlarski
1EID i — DF-S5AME-Cimmino
DF-SAMNE-MAR
1wt b .
2 0% L .
w
10" | .
® b .
1|:|'m ] 1 ] ] ] ] ] 1

1
] 10 20 30 40 a0 B0 70 20 a0 100
[teraciones

Figura 5.1: Experimento 1

Se puede observar que para este experimento, el método DF-SANE MAP tiene una
ganancia en tiempo y en nimero de iteraciones. Sin embargo en arquitecturas paralelas,
en el método de Cimmino las proyecciones pudieran realizarse simultaneamente, lo que

significarfa una ganancia en tiempo.

5.2. Experimento 2

Para el segundo experimento seleccionamos las matrices M, D, K de 30 x 30 simétricas
y definidas positivas, cuyas matrices estan descritas en Benner, Laud y Mehrmann [3].
Este experimento proviene de la aplicacion de un modelo de una secuencia formada por

los resortes, los amortiguadores de aire, y las masas unidas, los cuales dan origen a las
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siguientes matrices:

M,D = {A e R330/q(i,j) = 4 parai = j, a(i,j) = 0 parai # j}. Es decir:

4 0 -~ 0 O

0 4 0 0
M,D =

0o --- )

o 0 --- 0 4

K ={A e R /a(i,j) = 2,a(i + 1,7) = a(j,i + 1) = —1 para todo i = j,a(i,j) =
0 para todo i # j,a(1,1) = a(30,30) = 1}. Es decir:

1 -1 0 0 0

-1 2 -1 0 0
P o -1 2 -1

0 -1 2 -1

0 0 0o -1 1

En este caso se empleé el algoritmo 3 v el algoritmo acelerado 5 para encontrar D
(matriz diagonal) y K (matriz tridiagonal) y pueda conservar el patrén de raleza.

A continuacion se muestra la grafica y un cuadro comparativo del desempeno de cada
algoritmo con respecto al nimero de iteraciones, usando como datos de entradas las
matrices M, D y K arriba mencionada.

El costo por iteracién de los algoritmos para acelerar el PAMM es menor, esto hace
que disminuya también el tiempo de ejecucién. Sin embargo se puede observar que para
este experimento el método DF-SANE MAP tiene una ganancia en tiempo y en nimero

de iteraciones.



Resultados numéricos
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Figura 5.2: Experimento 2
Algoritmos iter | tiempo
MAP para la actualizacién D y K con un patrén de raleza | 762 0,6090
Aceleraciéon Appleby-Smorlarski con un patron de raleza 518 0,4840
DF-SANE Cimmino con un patrén de raleza 76 0,0930
DF-SANE MAP con un patrén de raleza 14 0,0010
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Cuadro 5.2: Comparacion entre los diferentes métodos para el Problema de Actualizacién

en el Modelo Matricial en el experimento 2

5.3. Experimento 3

Sean las matrices M, D y K.
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» Las matrices M, K € R%*66 son provenientes de un problema de plataforma pe-
trolera. La matriz M es simétrica definida positiva y la matriz K es simétrica

semidefinida positiva, ambas matrices son densas.

» La matriz de amortiguacién D esta definida por D = plgs con p = 1, 55.

1|:| T T T T T
P AP
Aceleracidn Appleby-Smorlarski
DF-SAME-Cimmina
DF-SAME-MAP
10° .
=
T
10° .
1

1 1 1 1 1
] 500 1000 1500 2000 2800 3000
Catidad de iteraciones

Figura 5.3: Experimento 3

Al igual que en los experimentos anteriores, se observa que las técnicas de aceleracion
aplicadas al PAMM tiene una disminucién en nimero de iteraciones y en tiempo de eje-
cucién, ya que el costo por iteracion es menor. Sin embargo el algoritmo que el algoritmo

que mejor acelera en términos computacionales es el DF-SANE con MAP.
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Algoritmos iter | tiempo

MAP para la actualizacién D y K con un patron de raleza | 2574 | 14,8190

Aceleracion Appleby-Smorlarski con un patrén de raleza 2563 | 13,3590

DF-SANE Cimmino con un patrén de raleza 200 0,8740

DF-SANE MAP con un patrén de raleza 25 0,0460

Cuadro 5.3: Comparacion entre los diferentes métodos para el Problema de Actualizacién

en el Modelo Matricial en el experimento 3

5.4. Experimento 4

» Sean las matrices M, K € R?'1*2!1 simétricas definidas positivas, descritas en Ben-
ner, Laudd y Mehrman [3]. Este ejemplo modela un problema que se presenta en

centrales eléctricas.

Algoritmos iter tiempo
MAP para la actualizacién D y K con un patrén de raleza | Niim max iteraciones *
Aceleraciéon Appleby-Smorlarski con un patron de raleza Nim maéx iteraciones *
DF-SANE Cimmino con un patrén de raleza Num méx iteraciones *
DF-SANE MAP con un patrén de raleza 168 6,2170

Cuadro 5.4: Comparacion entre los diferentes métodos para el Problema de Actualizacién

en el Modelo Matricial en el experimento 4

En este experimento alcanzé el nimero méximo de iteraciones (5000) excepto para
la técnica de aceleracién usando DF-SANE MAP, por lo cual esta propuesta sirve para

atacar problemas que de otra forma son dificiles de atacar.
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Capitulo 6

Conclusiones y Recomendaciones

Basado en las técnicas recientes desarrolladas en [13], las cuales utilizan métodos tipo
residual, el presente trabajo propone aplicar dichas técnicas para resolver el Problema de
Actualizacién en el Modelo Matricial (PAMM), estudiado en [18]. El cual es planteado
como un problema de optimizacién no lineal con restricciones, utilizando los métodos de
proyecciones alternantes para resolverlo, y el método de Cimmino para acelerarlo.

Se pudo observar a través de la experimentacién numérica, un aumento de la velocidad
de convergencia utilizando las técnicas recientes desarrolladas en [13]. Adicionalmente se
hacen pruebas con un operador distinto asociado al método de proyecciones alternantes
(DF-SANE MAP). En dichas pruebas esta propuesta fue la que dio mejores resultados
computacionales.

Todas las aceleraciones aplicadas a la técnica para resolver el PAMM ademads de
disminuir el nimero de iteraciones, disminuye también el tiempo de ejecucion ya que el
costo por iteraciéon es menor.

La convergencia sin globalizacién para el caso del método de Cimmino acelerado fue
demostrada en [13]. Esa prueba no se ha hecho en el caso del método MAP acelerado (DF-
SANE MAP), sin embargo en todos los experimentos realizados se dio la convergencia,
asi que podemos conjeturarla y queda su prueba como un problema abierto para futuras

investigaciones.
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