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Resumen

La funcién de Takagi es una funcién continua nunca diferenciable definida en el intervalo
[0, 1], introducida por Teiji Takagi en 1903. Esta ha aparecido en diferentes contextos de
la matematica , como en andlisis matematico, probabilidades y teoria de ntimeros. En este
trabajo presentaremos tres construcciones de la funcién de Takagi incluyendo la que Takagi
utiliz6 originalmente y estudiaremos la derivabilidad de la misma en el intervalo [0, 1].

Palabras claves: La funcién de Takagi; Continuidad; Derivabilidad.
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Introduccidn

De los cursos de matemédtica basica hemos aprendido que la funcién f(z) = |z| es una
funcion continua que carece de derivada solo en el punto x = 0. A principios del siglo XIX
los matematicos de la epdca creian que todas las funciones continuas se comportaba como el
ejemplo de la funcién de valor absoluto, es decir, solo carecen de derivadas en una cantidad
finita de puntos. En 1872, Karl Weierstrass en un seminario de andlisis deslumbré a la
sociedad matematica al demostrar que esta conjetura era falsa, pues él presenté una funcién
que era continua en todo su dominio pero no era derivable, y no fue hasta 1875 que se publicé
en un articulo escrito por Duboys-Reymond [6], con el debido crédito al maestro.

En 1903 el matemadtico japonés Teiji Takagi como se evidencia en [17] introdujo un
ejemplo més sencillo de una funcién continua nunca diferenciable en el intervalo [0, 1]. Origi-
nalmente Takagi definié su funcion utilizando expansiones binarias y ademas demostro que
esta representacion era consisitente para los puntos racionales diddicos. Esta funcién fue
redescubierta por otros matematicos anos después en diferentes contextos y proporcionarén
representaciones alternativas de la misma. Tales como Van der Waerden en 1930, usando la
representacion en la base 10 de un ntmero, presenté una variacién de la funcién de Takagi,
y Hildebrandt en 1933, usando la representacion binaria de un nimero, simplificé la funcién
presentada por Van der Waerden redescubriendo la funcién de Takagi.

El primer objetivo de este trabajo serd construir la funciéon de Takagi utilizando fun-
ciones lineales a trozos y la representacién binaria de un nimero. Para esto seguiremos los
esquemas presentados por Abbott y Lagarias, en [1] y [13], y luego concluiremos que estas
construcciones se diferencian una de la otra por una contraccion de % en el dominio y en las
alturas. Una vez establecida la representacion consistente para la funcion de Takagi, estu-

diaremos la relaciones funcionales que satisface en el intervalo [0, 1]. Ademés presentaremos
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INTRODUCCION v

un resultado que nos muestra como es el comportamiento asintético de la funcién de Takagi

El segundo objetivo de este trabajo es demostrar que la funcién de Takagi no posee
derivada finita en ningin punto de su dominio, para demostrar este hecho nos basaremos
en el esquema presentado por Abbott en [1] que mediante reduccién al absurdo comprueba
que no existe derivada finita en ningin punto del intervalo [0,1]. La demostracién del he-
cho anterior nos conduce a definir la derivada impropia y siguiendo el esquema presentado
por Kriippel en [11], estudiaremos las derivadas laterales impropias en los puntos racionales
diddicos. Por 1ltimo presentaremos uno de los resultados mas importante de este trabajo
publicado por Allart y Kawamura en [2] que garantiza las condiciones bajo las cuales la

derivada impropia existe en los puntos no racionales diadicos.

Mas de un siglo ha pasado desde que Takagi presenté su ejemplo de una funciéon con-
tinua nunca diferenciable y hasta ahora esta funcién sigue siendo de gran interés para los
investigadores. Es muy curioso como esta funciéon ha aparecido frecuentemente en diversos
contextos y ha servido como una gran herramienta para la solucién, tanto en problemas de
analisis real clasico y teoria de nimeros. En las ultimas dos décadas ha habido un incremento

en la investigacion relacionada con la funcién de Takagi, lo que muestra su vigencia.



CAPITULO 1

Preliminares

Anos después de que K. Weierstrass diera a conocer su funcién continua nunca diferenciable,
Teiji Takagi en 1903 [17], presenté un ejemplo mucho més sencillo de este tipo de funciones
en el intervalo [0, 1], el cual lo construy6 usando la representacién binaria de un nimero
x €[0,1] y ademds demostré que esta definicién era consistente para aquellos nimeros que

poseen dos expansiones binarias, es decir, los racionales diadicos.

Por tal motivo, iniciaremos este capitulo con una breve explicacién acerca de la repre-
sentacion de un numero real en la base p, con pe N, y luego estudiaremos la representacién
en la base p = 2 (binaria). También vamos a definir las funciones sumas de digitos binarios,

las cuales Takagi las utilizd para la construccion de su funcién.

SECCION 1
Desarrollo en la base p de un nimero

Como hemos mencionado, es necesario trabajar con la representaciéon binaria de un
nimero x € [0, 1] para construir y estudiar las propiedades de la funcién de Takagi pues,
se tiene que al trabajar con esta representacion, se logra una visién mas amplia sobre el

comportamiento de la misma.

En primer lugar, daremos una construccién de la representacién de un nimero x € [0, 1]

en una base p€N arbitraria y luego la llevaremos al caso en que p = 2.



1. DESARROLLO EN LA BASE p DE UN NUMERO 2

TEOREMA 1.1. Sean x€[0,1), peN, entonces existe una unica sucesion {a;};>1, tal que

a; €{0,--- ,p— 1} para todo i > 1 y se tiene que

(1.1) r=3 %
pl

k
o

salvo en los puntos de la forma x = 5

,conkeZ, €N, en donde existen dos representaciones.

Demostracién: Para verificar la igualdad (1.1) haremos una particién del intervalo [0,1)

en p-intervalos de longitud % de la forma [%, %) con k€{0,--- ,p— 1}, es decir,

p—1
kE k+1
0,1)=J {—, —)
o LP P
y [f), kzl) N [fg, ZJ;) = () para k # [.

Luego, dado z € [0, 1) existe un tnico ko€ {0,--- ,p—1} tal que x € [ko ko“) y definiendo
los siguientes términos

ay = ko Sy i=ap T,

se tiene que x = S; + r1, donde 0 < r; < p~!. Sir; = 0 entonces x = %0 y yva hemos
encontrado la representacion en la base p de x y finalizamos el proceso. En caso contrario

(r1 # 0) se divide el intervalo [%, %) en p-partes iguales de longitud % de la forma

p
[ko + & ko + k+1> con k€{0,---p—1}. Asi obtenemos una particién de [?0 ko“) donde
[@ ko+1) U [ £ 2o k)
p’ P Slp P

i) () para k # [. Luego existe un tnico
k;

?0
ki1€{0,--- ,p— 1} tal que x € [% + k—;, % y definiendo

ag =k Sy i=a;p + asp?,

se tiene que x = Sy + 75 donde 0 < 1 < p~2. Siry = 0 entonces z = S; + 1% y ya
hemos encontrado su representacion en la base p. Si 79 # 0 se divide de nuevo el intervalo
[ko + ké, };f) + 1%) en p-partes iguales y utilizando el mismo procedimiento que en el paso an-

terior se concluye que existe un tinico ko €{0,--- ,p—1} tal que z € ko + 5 ky + 5 ke ko + 5 B+ k2+1>
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Siguiendo con este mismo procedimiento para el n-ésimo paso, se tiene que al dividir el

kn2
pn 1’p

k1 +1 .
kn—1€{0,--- ,p—1} tal que x € Z ZH,Z z+1 Lt y definiendo

n

intervalo k—o + ﬁ 4ot

kn_o+1 . . ..
+ L RN M—if) en p-partes iguales, existe un tnico

ap = knfl Sn = alpil + anpinv

se tiene que x = S,, + 1, donde 0 < r,, < p~™. Si r, = 0 entonces z = S,,, por otra parte, si

r, # 0 se repite el procedimiento anterior.

Luego, se concluye que si r,, = 0 para n € N entonces

n
a;
=1 p

Veamos que sucede en el caso en que a, # 0 para todo n € N, o lo que equivale a

preguntarse si es convergente la serie

oo
a;

-
im0 P
Para verificar la convergencia basta ver que la sucesion de sumas parciales es convergente.

Tenemos que r, =z — S, y ademas 0 < r, < p™"

log (¢)
—log (p)

_log(e)

} + 1 de modo que si n > N,, entonces n > — Toa(p

Sea € > 0 y tomemos N, = [ ) lo
que implica que

1

E < €.
Por lo tanto 0 < x — s, < # < € siempre que n > N, es decir, S,, converge a x y por lo

o
a
tanto la serie Z —Z converge a = € [0,1].

n=1

Si consideramos intervalos semiabiertos a la izquierda en lugar de la derecha como lo hici-

., . .2 k .
mos en la construcciéon anterior, la representacién para los puntos de la forma iy cambian.
La diferencia esta que al considerar este tipo de intervalos, se tiene que para n > [ la repre-

sentacién terminard en unos en vez de ceros.
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De ahora en adelante solo utilizaremos la representaciéon que termina en ceros para los
puntos de la forma z = 1% pertenecientes a [0,1]. Es decir, solo consideremos intervalos
semiabiertos a la derecha.

Ahora nos interesa saber como es la representacion en la base p para cualquier t €7, en

primer lugar demostraremos que este este hecho se cumple para los enteros positivos.

TEOREMA 1.2. Sea p un entero positivo tal que p > 1, entonces existe n € N y enteros

bi,bg, ..., b,€{0,1,2,...,p— 1} tales que

(1.2) t= ibipi.
=0

Demostracion: De acuerdo con el algoritmo de la divisién de Euclides, si se divide ¢

entre p entonces existen enteros qg, by tales que
t =qop + by, donde bye{0,1,...,p—1}

luego, dividimos el cociente ¢y entre p y del algoritmo de la divisiéon de Euclides, se

obtiene la siguiente igualdad
go=qp+0b, dondeb €{0,1,2...,p—1}

repitiendo este mismo proceso para cada cociente q;, se obtiene la siguiente secuencia de

igualdades

@1 = @p + by, donde b,€{0,1,2...,p—1}

(n-3 = Qqn_op + b,_2, dondeb, ,€{0,1,2...,p—1}

In-2 = qu_1p + b1, donde b, 1€{0,1,2...,p— 1},

Podemos observar que a medida que vamos dividiendo cada uno de los cocientes ¢; entre p,
van decreciendo estrictamente, y justo en el momento en que uno de ellos sea menor que p,

se tiene

dn—1 = bn
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Sustituyendo el valor de ¢,_; en la igualdad anterior se obtiene,
dn—2 = bnp + bn—b
sustituyendo el valor de ¢,_s en la igualdad anterior, se obtiene

Gn—3 = bpp* + bp_1p + by_o,

Repitiendo este proceso sucesivamente, obtendremos una representacién de t en funcién de

los coeficientes b; y en potencias de p, como se muestra a continuacién

@1 =bpp" 2+ by 1p" 4+ bap + b,
Go = bnup" " H by p" P+ 4 bap”® + bap + by,

t =0,p" + by 1p" "+ -+ bop® + bip + bo. O

Si t es un entero negativo, entonces también admite una representacion en la base p, la
demostracion de este hecho es andloga al Teorema 1.2, solo con la diferencia que los digitos
bie—(1—W),—(1—F),...,—F, =¥ F. Por lo tanto, se tiene una representacién en la base
p, para cualquier ¢t € Z. Es importante notar que cualquier ¢t € Z tendra una representacion
finita en la base p.

Por otra parte, si x €R, este puede ser escrito de la siguiente forma
T=1t+«
donde t€Z y a€]0,1]. De lo estudiado anteriormente se obtiene el siguiente resultado

TEOREMA 1.3. Sean x €R |, peN, entonces existen una unica sucesion {a;}i>1, n€N y
enteros by, by, ..., by, tales que a; €{0, ..., p—1} para todoi > 1 y by, b,...,b,€{0,1,...,p—1}

se tiene que

T = Z bip' + Z %
i=0 i=1
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SECCION 2
Desarrollo en base 2 de un niimero ¢z € N

Ahora nos enfocaremos en la representacién binaria, es decir, aquella que tiene como base
al nimero p=2. Este tipo de representacion nos sera ttil para construir la funcion de Takagi
y demostrar ciertas propiedades que esta satisface.

Si 2 €0, 1], existe una tunica sucesién a; € {0, 1} tal que

oo
(1.3) r = Z% donde a; € {0, 1}.

i=1

k

or, donde k€Z, [ €N, los cuales poseen dos representa-

salvo en los puntos de la forma x =
ciones.

Los puntos de la forma ; reciben el nombre de racionales diddicos y son de gran interés,
pues la funcién de Takagi satisface propiedades tinicas en este conjunto de niimeros. Como
antes, consideraremos intervalos semiabiertos a la derecha, es decir, trabajaremos con la
representacién que termina en ceros para estos puntos.

En la seccion anterior vimos que los niimeros enteros tienen una representacion finita en

la base p, en particular es cierto para p=2, de donde se tiene que si t € Z, su representacion

binaria viene dada por

(1.4) t=> b2, donde b;€{0,1}.

i=0
Recordemos que un niimero x € R cualquiera, puede ser escrito como x =t +«, con t € Z

y a€]0,1]. Utilizando las representaciones dadas en (1.4) y (1.3), se concluye que

T = ZbiQi + Z ;, donde a;,b;€{0,1}.
i=0 i=1

Aparte de la notacién dada en (1.3), vamos a utilizar la siguiente expresién para escribir
la representacion binaria de un niimero z € [0, 1]
aA
(1.5) r = Z — =0,a1aza3 ... donde a;€{0,1}.

A
i=1

Esta representacién permite presentar con mayor simplicidad los resultados que estudia-

remos en el Capitulo 3.
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SECCION 3
La funciones suma de digitos binarios

Originalmente Teiji Takagi en [17] construyo la funcién de Takagi utilizando una funcién
que contaba la cantidad de 1 o 0 que hay antes de un cierto digito de la representacién
binaria de un nimero z € [0, 1]. Esta funcién es conocida como la funcién suma de digitos bi-

narios y estd definida tanto para niimeros enteros y niimeros que pertenecen al intervalo [0, 1].

Es importante mencionar que los niimeros que pertenecen al intervalo [0, 1] poseen infini-
tos términos en su representacion binaria, por lo tanto, esta funcién solo contara la cantidad

de digitos que hay en los primeros n términos de su representacién. Recordemos que los

k

o7, es decir, los racionales diddicos poseen dos expansiones binarias,

puntos de la forma z =
asi que dichas funciones dependen del tipo de representacién que se use. No debemos perder

de vista que nosostros usaremos la representacion que termina en ceros.

DEFINICION 1.1. Sea t € Z* con representacién binaria dada en (1.4), definimos la

funcion suma de digitos binarios de la siguiente manera
(1.6) s(t)=> b
=0

Podemos notar que esta funcién cuenta la cantidad de digitos b; = 1, que tiene ¢ en su

representacién binaria.

De las nociones de Algebra, sabemos que el conjunto de los niimeros enteros lo podemos
particionar en enteros pares e impares. A continuacién, daremos un resultado que caracteriza

a la funcion suma de digitos binarios para estos conjuntos de nimeros.
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PROPOSICION 1.1. La funcién suma de digitos binarios, cumple con las siquientes igual-

dades

(1.7) s(2t) = s(t)

(1.8) s(2t+1) = s(t) + 1.

Demostracion: Sea ¢t € NU{0} con representacién binaria t = > ;2'b;, entonces 2¢

tiene representacion binaria

n+1

o = 2 2:; 2, = Zn; 21y, = ; 20b;_1,

=l

por lo que

n+1 n

s(2t) = Zbi_l = Z b; = s(t).

Por otra parte, 2t 4+ 1 tiene representacién binaria

n+1
€U +1= Z 2b; 4 +1.2°.
=1

Luego

n+1

2t+1)=> by +1=1+5s(t).

=1

Ahora vamos a definir la funcién suma de digitos para valores pertenecientes al intervalo
[0,1], como se mencionén al inicio de esta seccién, estos poseen infinitos términos en su
representacion binaria, debido a esto la funcion suma de digitos contara la cantidad de 1 o

0 que hay en los primeros n términos de la representacion.
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o0

’ . . . . a;
DEFINICION 1.2. Sea x € [0,1] cuya expansion binaria viene dada por x = 2—2 =
i=1
0,a1azas ... con a; €{0,1}, entonces para i > 1 definimos las siguientes funciones a valores

enteros

(i) La funcidn suma de digitos
(1.9) Ni(x) :==ay+ag+ -+ ay.

Esta expresa la cantidad de 1 en los primeros n términos de la expasion binaria de x.

(ii) La funcién suma de ceros
(1.10) N%(z) :=n — N}(z).

Esta expresa la cantidad de ceros en los primeros n términos de la expasion binaria

de x.

(iii) La funcion suma de digitos deficiente D, (z) definida como
(1.11) D,(z) := N(2) = N}z) =n —2N}(z) =n —2(a1 +ay--- + ay,).

Esta cuenta el exceso de digitos 0 sobre los digitos 1 en los primeros n términos, es

decir, serd positiva si hay mas ceros que unos. En caso contrario serd negativa.



1. LA FUNCION DISTANCIA AL ENTERO MAS CERCANO 10

SECCION 4
La funcién distancia al entero mas cercano

Hasta ahora, nuestro enfoque principal ha sido trabajar con la representacion binaria de
un nimero x € R y luego definir las funciones sumas de digitos binarios para construir la
funcién de Takagi. En lo que sigue, presentaremos una funcion que mide la distancia de un
nimero x al entero mas cercano, esta funcion es de gran importancia ya que nos permite
dar una construccion alternativa de la funcion de Takagi, la cual resulta ser més simple a la

hora de demostrar ciertas propiedades que satisface esta funcién.

DEFINICION 1.3. Sea x €R, la funcién distancia al entero mds cercano, viene dada por
<Lz>= inf |z —m|.
meZ

Como hemos hecho anteriormente, iniciaremos el estudio de esta funcién para un z € [0, 1]

y luego extederemos este resultado para toda la recta real.

PROPOSICION 1.2. La funcidén distancia al entero mds cercano satisface las siguientes
propiedades
(i) Six €0,1] se tiene

T, SixT € [0,%).

(1.12) LT >i=
l—2z, size [%,1).

(ii) Si z€R se tiene

2% —t, six € [QEL, gfﬂ) ,t e .
(1.13) L2"r>i=

t—2"x, six € [gi—ﬂ,%),tez.

Demostracién: Tenemos que el intervalo [0,1], se puede particionar de la siguiente

0,1] = {o, %) U {%1)

inf |[x —m| = |z — 0| ==.
meZ

manera

Luego, si z €0, 5) se tiene
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Por otra parte, si x € [%, 1) se satisface
inf [z —m|=z—1]=1-z,
meEZ

de donde concluimos con la condicién (1.12).
Por otra parte, se tiene que para un entero n > 0 fijo, el conjunto de los nimeros reales
puede ser particionado de la siguiente manera
2t — 1 2t 2t +1
2n+1 2n+1 2n+1 on+1
tez

luego existe un unico ty, tal que

o —1 2t Uy 2y + 1
e on+1 ’2n+1 U 2n+1’ on+1 :

to—1
2

De esto se tiene que si z € [2;,3;1, 23%) entonces 2"x € [2

,to) y asi concluimos que

L2"r>= ian 12"z —m| = |2"x — to] = to — 2"x.
me

Por otra parte, si € [52%r, 205 ) entonces 2"z € [to, 2%) | luego

L2"r>= ian 12"z —m| = |2"x — to| = 2"z — 1.
me

de donde, se verifica (1.13). 0
También podemos definir la funcién distancia al entero més cercano usando la expansion

binaria de un numero x € R.

o0
, . S . Q;
PROPOSICION 1.3. Consideremos z € [0, 1] con su expasion binaria x = 2—2 =0,a1ay .
i=1

donde a; € {0,1}. Entonces, tenemos que
(i)
0,a1a0a3---, sia; =0,
(1.14) LT >i=
0,@1@2&3 oty St ap = 1.

donde a =1 —a, para a =0 o a =1, es el complemento del digito binario.

0, nt1Gng20n43- -+, Siapy =0,

(1.15) L2"x>i=

07 Qnt10n420n+3 st Apt1 = 1.
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Demostracién: Utilizaremos un razonamiento andlogo a la proposicion (1.2). Tenemos

que el intervalo [0,1) lo podemos particionar de la siguiente manera

0,1) = {0, %) U {%1) .

Para el caso en que x € [0, %) , es decir, a; = 0 se tiene que

o0
. a;
<<x>>=rlnréfz|x—m|:|x—0|:x: ElizO,alag...,
1=

por otra parte, si x € [%, 1) que es equivalente a que a; =1

oo 1 o0
—inf lz—m|=lz-1=1-2=9Y —
Lr> nlzréFL'c m| = |z —1| x Z Z

ool_aZ e}
R

i=1 =1 =1

l\QIS
[\D|@|

Tenemos que para todo entero n > 0, el intervalo [0,1] puede ser particionado de la

2" —1

% 241\ [2+1 242

0.11={J [WW) U {Ww)
t=0

siguiente manera

tomando esto cuenta vamos a proponer los siguientes casos:

En la representacién binaria de un punto z € [0, 1], el término a,; serd igual a cero si

2% 2041 (- . 241 2042
TE (5257, 5rr) Y Gy Serd igual a uno si x €[5t 507 ).

Una vez establecido este razonamiento tenemos que si z € [0, 1], existe un tnico

to€q{0,1,...,2" — 1} tal que

{21&0 2t0+1) [2t0+1 2t0—|—2>
s — 3

2n+1’ 2n+1 2n+1 ) 2n+1

de donde

oy [Qto 2t0+1) g [2t0+1 2t0+2>'

27 2 2 72
Primero, estudiemos el caso en que 2"z € [Qto 2t02+1) , entonces
n o n __on _OO nai_ _n n—i_ . n—i_
<<2x>>—77111éf2]2x—m]—2x—t0—2025 t0—22 az+lz+12 a; — to
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Por otra parte, si 2"z € [2gH 20E2) ' se tiene que

2 0 2
n s n,. o 9N, __ _Oon%: _nn—iA_oo n—i_
<<23:>>—T}1réfz|2x m|=to+1—-2"vr=1ty+1 22 5 to+1 Z2 a; '22 a;
=0 1=0 1=n-+1
0o o 0o 1—011‘ 0o (ii ) )
i=n-+1 i=n-+1 i=n—+1
Quedando (1.15) demostrado O

En general, podemos escribir la funcién distancia al entero més cercano para z € [0, 1] de

la siguiente manera

— a;(1 — l—a
(1.16) LT> = Z ail = a) ; (1-a )a1’ donde a; € {0,1}.
i=1

Por otra parte, se tendra que

ooanil—an + (1 — apyi)an
(117) <<2nl,>>:Z +< +1> 2@( +) +1.

=1



CAPITULO 2

La funcion de Takagi

Anos después que Takagi presentara su funcion, esta fue redescubierta por otros matemaéticos
en diferentes contextos y proporcionaron representaciones alternativas de la misma. Tales
como Van der Waerden en 1930 [20], presenté una variacién de la funcién de Takagi, usando
la representacion en la base 10 de un nimero. En 1933, Hildebrandt en [8], simplificé la
funcién presentada por Van der Waerden usando la representaciéon binaria de un nimero y
asi redescubriendo la funcién de Takagi. En 1957, Georges de Rham en [16] en el contexto de
funciones auto-afines, redescubrié a la funciéon de Takagi, identificAndola como un miembro
de una clase més general de funciones que son soluciones de cierta familia de ecuaciones
funcionales.

En este Capitulo vamos a construir a la funcién de Takagi utilizando aproximaciones
lineales y a partir de las funciones digitos binarios, basandonos en las ideas planteadas por

Abbott en [1] y Lagarias en [13].

14
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SECCION 1
Construccion de la funcion de Takagi a partir de

funciones lineales a trozos

Consideremos la funcién h(z) = |z| en el intervalo [—1, 1] y luego tomemos su extensién
periddica al exigir que h(x + 2) = h(x) para todo = € R. El resultado de esta extensién

periddica es la funcién carpa la cual viene dada en la siguiente figura

F1cura 1. La funcién h(x)

Se puede observar que por construccién, h es una funcién periédica de periodo 2 y

explicitamente se tiene que

x—2t, sixe2t,2t+1],t€Z
(2.1) h(z) =
2t —x, siz €2t —1,2t], t € Z.
Ademads, h es una funcién par, pues si x € [0, 1]

h(=z) = | = x| = [z = h(z).

Por otra parte, se tiene que h(2t) =0y h(2t — 1) = 1 para todo t € Z.

Para cada entero n > 0, definamos las funciones h,, como

(2.2) (1) = 2inh(2”x), TeR.

Veamos como se comporta hy(z) = $h(2x) en el intervalo [—2,2]. Note que al multiplicar

por 2 el argumento de la funcion h, estamos contrayendo en % su dominio, por lo que h; es
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también una funcién periédica pero ahora con periodo 1. Finalmente al multiplicar a h(2x)
por %, estamos contrayendo en % las alturas tomadas por h. En la Figura 2, vemos el gréfico

de h; en el intervalo [—2, 2]

F1GURA 2. Extensién periodica de la funcién hy(x).

y explicitamente se tiene

xr—t sixE[t,%},tEZ
(2.3) hi(z) =
—x+t SICL’G[ } teZ.

Usando un razonamiento analogo al caso anterior, podemos hallar el comportamiento de

ha(z) = 5> h(2%z) y explicitamente se tiene que para todo z € R

x—% six e [t 2t+1] teZ,
(2.4) ha(z) =
—z+1i size 2L L teZ
ademads hy(z) es una funcién periédica de perfodo 1.
En general, se tiene que cada h,, es una funcién periddica de periodo 2,1%1 y es una funciéon

par. Ademds h, () =0, h, (2:1) = & para todo t € Z y |h,(z)| < 5 para todo z € R.

Explicitamente se tiene

T — gt Sl:L‘G[ } teZ

oan—1) 2n

(2.5) hn(x) =

t
T+ 5t swce[ Qn ) gam 1] tez,
Se puede observar, que cada una de las funciones h,, al extenderlas periédicamente en
toda la recta real definen una funcién carpa, solo que a medida que n crece el periodo se

reduce en un factor de QR%
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En esta seccion vamos a construir a la funcién de Takagi como la suma de las funciones h,,.
El resultado de estas sumas son funciones lineales en los intervalos que tienen por extremo
a los racionales diddicos y ademas en cada uno de estos intervalos la pendiente de la recta
varian y como es de esperarse a medida que estos intervalos se vayan haciendo mas pequenos
la suma de las pendientes de las rectas tienden a +00 0 —oc.

La suma parcial de nivel N de la funcién de Takagi, viene dada por

hn ()
TR

(2.6) gn(z) =

A continuacién presentaremos los graficos de la sucesion de sumas parciales para los casos

N=1,2,3.

F1GURA 3. Aproximaciones de la funcién de Takagi: (De izquierda a derecha)

91(2), ga(), gs(x).

DEFINICION 2.1. Considerando las funciones h,, definidas en la ecuacion (2.2) se define

la funcion de Takagi como

[e.9]

> 1
. = ¢ —h(2"z)
(2.7) 9(r) = Xl >

n=0
Nuestro primer paso es garantizar la convergencia uniforme de la serie (2.7), resultado

que demostraremos en el siguiente teorema.
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TEOREMA 2.1. Para todo x €R, la serie

=1
—h(2"

es convergente.

Demostracion: Para verificar este resultado debemos considerar la sucesién de fun-
ciones M, = 2% y el hecho de que para cada n € N, |h,| < M, para todo z € R. Como
> o2 o M, es una serie geométrica de razén r = %, por lo tanto, la serie es convergente, y del
Criterio M de Weierstrass, que la serie (2.7) converge absolutamente en todo R y converge

uniformemente en cualquier subconjunto compacto de R. 0O

El Teorema 2.1, nos garantiza que es posible construir la funcién de Takagi mediante

aproximaciones lineales. Graficamente la funcién g viene dada por

=

0.5

F1GURA 4. Gréfico de la funcién g(x).
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Ahora, vamos a estudiar algunas de las propiedades que satisface esta funcién.

PROPOSICION 2.1. La funcion de Takagi satisface las siquientes propiedades

(i) La funcidn g es periodica de periodo 2.
(ii) La funcion g es par.

(i) La funcion g es continua.
Demostracién: Para demostrar (i) usaremos el hecho que la funcién h tiene periodo 2

y que es par. En efecto, si z €R entonces

o0

1 1
g(2+ ) Zh (2+2) = 2—nh(2”“+2” S h(2'w) = g(x).
n=0

n=0

Veamos que g es una funcién par. Si x € R entonces, como cada funciéon h,, es par

= Zhn(—x) = Zhn(x) = g(x).

Para garantizar la continuidad, usaremos el hecho de que {h,},>1 es una sucesién de
o0

funciones continuas y ademas E h,, converge uniformemente a g entonces g es continua.
n=0
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SECCION 2
La funcion de Takagi a partir de la funcion distancia

al entero mas cercano

Al igual que en la seccién anterior, vamos a construir la funciéon de Takagi como limite de
funciones lineales a trozos pero esta vez lo haremos utilizando la funcién distancia al entero
més cercano. Para esto, consideraremos < x> en el intervalo [0,1] y consideraremos su
extension periddica al exigir que <z + 1 >=< x>, para todo x €R. Graficamente se tiene

1

0.3

F1GURA 5. Extension periddica de < x>

Esta extension periddica nos da como resultado la funcion carpa, pero a diferencia de h

esta tiene una contracciéon de % en sus alturas y su periodo estéd reducido a 1, explicitamente

se tiene
r—1t, sixz € [%,2’52—“),
(2.8) LTr>=
: 2t—1 2
t—az, size 222,

Veamos como se comporta 3 < 2z>> en el intervalo [—1,1]. Tenemos que al multiplicar

por 2 el argumento de la funcion < - >, estamos contrayendo en % su dominio, por lo
1

que % < 2x>> es también una funcién periédica pero ahora con periodo 5. Finalmente al
multiplicar a < 2x>> por %, estamos contrayendo en % las alturas tomadas por < - >. En

la Figura 6, vemos el grafico de 3 < 2z>> en el intervalo [—1,1]
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FIGURA 6. Funcién 1 <2z>>, en el intervalo [—1,1].

y explicitamente se tiene

sixe [L 2] teZ,

DN |+

1

—x + sixe[%,é},tez

DN |+

Usando un razonamiento analogo al caso anterior, podemos hallar el comportamiento de

2% < 22> . Graficamente se tiene

0.30 0.73 1

(R
h

-1 -0.73 —I:I'I.jl} -0.23 0 0.
FIGURA 7. Funcién 5 <2%z>>, en el intervalo [—1,1].
y explicitamente se tiene que para todo x € R

% size [t 2] tez,

8
|
8

1
(2.10) 7% L 2Pr>=

—z+4 size [ L teZ

N

ademas 2% < 222> es una funcién periédica de periodo i.
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En general, se tiene que para todo entero n > 0 los términos 2% < 2"z > son funciones

periddicas de periodo ﬁ y explicitamente se tiene

t : t 2t+1
T — 57 &xE[W,W},tEZ

1 n
(2.11) — L 2"r>=
2n
—x 4+ 2% sixe [gi—ﬂ, Qn%} NASY/
Se puede observar, que cada una de las funciones 2% <K 2"x > al extenderlas periédicamente
en toda la recta real definen una funcién carpa, solo que a medida que n crece el periodo se
1
reduce en un factor de 5.
Como se hizo en la seccién anterior, construiremos la funcién de Takagi como la suma de

las funciones lineales 2% L 2" >,

La suma parcial de nivel n de la funcién de Takagi, viene dada por
I <L 2>
2.12 w(r) = _—
212 nin =355
En la siguiente figura presentaremos el comportamiento de esta suma parcial para el caso

n=1,2,3.

FIGURrA 8. Aproximaciones de la funcién de Takagi: (De izquierda a derecha)

(), To(x), T3(2).

DEFINICION 2.2. La funcion de Takagi viene dada por

o0

(2.13) () =% <<22”—n:c>>

n=0
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Una vez definida 7, nos interesa garantizar la convergencia de la serie (2.13), esto serd

demostrado en el siguiente teorema.

TEOREMA 2.2. Para todo x €R, la serie

o0

L2"r>

(2.14) > —
n=0

es convergente.

Demostracion: Tenemos que la funcién distancia al entero més cercano satisface para
todozeRyn=>0

1

Luego considerando la sucesién de funciones M,, = 2,1% tenemos que 2% L2"r> < M, para
o0

todo z € R. Como Z M,,, es una serie geométrica de razén r = % y por lo tanto convergente,
n=0
se sigue del criterio M de Weierstrass que la serie (2.14) converge absolutamente en todo R

y converge absolutamente en cualquier subconjunto compacto de R. 0

El siguiente Teorema nos muestra una comparacion entre las dos representaciones 7 y
g de la funcién de Takagi que hemos definido. Antes de dar la demostraciéon de este hecho

debemos comprobar el siguiente Lema

LEMA 2.1. Para todo x € [0,1] la funcidn distancia al entero mds cercano satisface la

siguiente relacion con la funcion h.
L2"r>=2"hyp1(2).

Demostracién: Se tiene que la funcién < - > es una contracciéon de la funcién h en
un factor de % en el dominio y también en un factor de % en las alturas, lo que nos dice que
< x>= 3h(2x) = hi(x). Se puede ver en las ecuaciones (2.8) y (2.3) que en efecto estas
funciones coinciden para todo z € R. Igualmente, se tiene a partir de las ecuaciones (2.11) y
(2.4) que 3 <2z>>= 5 h(2%x) = hy(z).

Continuando con este razonamiento, se tiene que para todo entero n > 0

1 n 1 n
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TEOREMA 2.3. Para cada x €[0,1], se tiene que

7(x)

2« 2r> 1
2T o(2q).
; o 59(27)

Demostracion: Del Lema 2.1, se tiene que

LM o= 2R (2)
T(r) =) = > 2—+nl
n=0 n=0
= (@27 li h(2(2"x))
B 2ntl 2 2n
n=0 n=0
1 oo
3 2 fm(20) = 39(20)

Podemos observar que 7 no es idéntica a la funciéon ¢ dada en la Definicion 2.1, pues esta

posee una contraccién en 5 del dominio g, es decir, 7 es una funcién de periodo 1 y una

1
2

contraccion en las alturas de % Graficamente

F1GURA 9. Funciones g y .
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Ahora vamos a estudiar las propiedades de la funcién 7
PROPOSICION 2.2. La funcidn T satisface las siguientes propiedades
(i) 7 es de periodo 1.

(ii) 7 es una funcion par.

(iii) 7 es una funcion continua para todo x €R.

Demostracién: Estas propiedades se siguen del Teorema 2.3 y la Proposicién 2.1. En

efecto
1 1
T(r+1) = §g(2(a: +1)) = 59(2:15 +2)
de la periodicidad de g se tiene que
1
T(r+1) = 59(233) = 7(x).
Para demostrar que 7 es par, usaremos el hecho de que g es una funciéon par
1 1
(1) = 59(2(-2)) = 59(~22) = 59(20) = 7(2).

<L x>

o
son continuas en R y ademas E 5

=0

Como las funciones {@2—96»} converge uni-

120

formemente a 7, se tiene que 7 es continua.
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SECCION 3
Definicion original de Takagi

Las representaciones mas comunes de la funcién de Takagi son las que hemos dado en las
secciones anteriores, es decir, las representaciones dadas en (2.7) y (2.13). Como vimos, estas
representaciones fueron construidas a partir de funciones lineales a trozos. La construccion
que presentaremos en esta seccién se obtiene a partir de las funciones sumas de digitos
binarios y fue la que utilizé Teiji Takagi en el ano 1903 [17].

El siguiente resultado es presentado por Lagarias y Maddock en [12]. Este nos afirma

que la definicién original de Takagi, presentada en [17] coincide con la funcién 7.

- a; ., .
TEOREMA 2.4. Para x = Z 5 = 0,ayaza3 - -+ la funcion de Takagi viene dada por
i=1

(2.15) ()= ;—Z

donde 0 < I,,, = l,,(x) < m, cuenta el nimero de digitos diferentes que hay antes del término

que se encuentra en posicién m, es decir,

(z) = #4001 <0 < m, 05 # am}
En términos de la funcion suma de digitos, se tiene

NI (x), sia,=0,
ln(x) =

N° (z), sia,=1,

0, equivalentemente

(2.16) Im(2) = ap N2 (2) + (1 — a,,)NL_(2).

Demostracién: Para ver que (2.13) y (2.15) son equivalentes, usaremos la relacién dada en

(1.17) para la funcién distancia al entero méas cercano, de donde se tiene que

<L2"r> i Anpi(1 = angr) + (1 — @ngs)angr

(2.17) = T ,

i=1
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luego sustituyendo esta expresién en (2.13), obtenemos que

LS e i (1= ) F (1= i) g
W)= G =2 T

n=0 n=0 =1

Fijando n y haciendo el cambio m = n + ¢ tenemos

(@) = Z Z am(1 — an+1)2—;(1 - am)anH7

n=0 m=n+1

intercambiando las series llegamos al siguiente resultado

Oomflaml—anﬂ + (1 —am)ant1 = | am = 1 —an «

(2.18) ()=

1

B

n=1

1—a, -
]}

Notemos que la expresién (2.18) nos dard una contribucién de % siempre que a, = 0

y an = 1, por otra parte la suma > a, nos dard una contribucién de Q%n siempre que

a, =1y a, =0, es decir, cada una de estas sumas parciales cuenta el nimero de a,, con

1 < n < m que tienen valor contrario a a,,, es decir, si a,, = 1 la serie > (1 — a,) cuenta

la cantidad de ceros antes de a,, v si a,, = 0 la serie Y ' . a, cuenta la cantidad de unos
n=1

antes de a,,. Luego, en términos de la funcién suma de digitos y suma de ceros se tiene

SN LS (VR 1—an) |—
T(x) = 20—2n = Zl {2—m [Zl(l — ay) —I——( o ) [Zlan]}
> amN? _(2)+ (1 —a,)N} | (z Sy
S ()~ eV () _ Shoo
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SECCION 4
Relaciones Funcionales

La funcién de Takagi satisface ciertas ecuaciones funcionales que son de gran ayuda para
el estudio de su derivabilidad. Para estudiar estas propiedades es necesario saber que la

funcién de Takagi es una funcion acotada.

De la Figura 9, es facil ver que la minima altura de esta funcién es cero y en los tinicos
puntos donde la alcanza son x = 0 y x = 1, para el caso del grafico de 7. Por otra parte
2 . . .
veremos que el m[ax] T(z) = 3 y a diferencia del minimo, este es alcanzado en muchos puntos
z€(0,1
del dominio. Es interesante saber que este conjunto cumple con la propiedad de que es un

conjunto de primera categoria y ademas tiene medida de Lebesgue cero. Estos resultados no

seran demostrados en este escrito pero pueden verse en [10] y [12].

TEOREMA 2.5. Para todo z € [0,1] se tiene que 0 < 7(x) < % El valor minimo es

alcanzado en v =0 y x = 1.

Para llevar a cabo estd demostracion debemos hacer una reordenacién de la funcién de

Takagi, para ello debemos considerar la representacién (2.13), dada por

22>
(@) =) — %
=0

Agrupando los términos de esta serie de la siguiente manera

1 1 1
T(z) = (<<:1:>> —|—§ <<2:1:>>> + <1 <L4r> +§ <<8:1:>>) +---,

se tiene que la funcion de Takagi puede ser rescrita como

(2.19) 7(z) = E 75 <2%p> g
=0

<<22i+13: >

Cada uno de estos sumando serd menor que un factor 22%% Una manera sencilla de ver
que esto es cierto es observando la grafica que se obtiene al sumar cada uno de los términos

agrupados dos a dos.
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Para el caso 7 = 0 tenemos que

D T T T T 1
0 02 04 0.6 0.8 1

FIGURA 10. Funciones <>y 1 <22>>.

De este grafico se puede observar que al sumar estas funciones las maximas alturas son

alcanzadas en el intervalo [}1, %} y tendran valor igual a % Graficamente se tiene
0.5 -
023
] T T T T T T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FICURA 11. <z> +1 <22>>.

Para el caso ¢ = 1, tenemos la siguiente suma }1 <Lz > +§ <K 8x >, estas funciones las

podemos observar en la Figura 12.

0.125 -
0.062 -
0 j

FiGura 12. Funciones }L Ldz>y % L 8xr>.
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Como podemos ver, la maxima altura de esta suma de funciones es % alcanzada en los

2k—1 2k+1

intervalos [1—6, e

} ,con 1 <k< 7. Graficamente se tiene

0.125
0.062
I} I I

FIGURA 13. 1 <dz>> +1 <8z>>.

Siguiendo con este proceso, se llega a la conclusion de que los términos de la serie (2.19)

satisfacen la siguiente propiedad

1 i i -
(2.20) 2 < 2% x> —1—22”1 < 2%l 521 para todo entero ¢ > 0.
Luego, de esto es sencillo ver que
— 1 2 1 2+l — 1 1 1 2
() =) on K2w> A5y <2 >><Zm:§ﬂ =3 O
i=0 i=0

Vamos a presentar algunas ecuaciones funcionales que satisface la funciéon de Takagi.

Estas ecuaciones fueron estudiadas por Kaires en [9].

PROPOSICION 2.3. Para todo z€(0,1] la funcién de Takagi satisface las siguientes ecua-

ciones funcionales

(i) Satisface la ecuacion de reflexion
(2.21) T(x) =71(1 —z).
(ii) Satisface las ecuaciones de autosimiliridad diddica

(2.22) T (§> =T+ %T(fv),

(2.23) 7(1”) e L),
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Demostracién: Para demostrar (i), usaremos la relacién dada por el Teorema 2.3,

entonces para x € [0, 1],
1 1
(1 —2) = 59(2(1 - 2)) = 59(2 - 22),

ademas de la Proposicion 2.1 se tiene que ¢ es una funciéon par y de periodo 2, de donde

r(1— 1) = 292 — 22) = 2g(~20) = £9(2x) = 7(x).

Esta ecuacion de reflexién nos dice que la funcién de Takagi es simétrica. Estudiemos ahora,
las ecuaciones (2.22) y (2.23). Sea x €0, 1], entonces se tiene

T L2 > T L2 >

S)=)y ST ekt by

n n=1

Por otro lado,

1+ L2 (14 2) > 1+ L2 >
T( 5 >_ZO o =< — >>+;—2n

3

5 5 + §T(I)

l—2z 1l=<2%2> 11—z
_lor s _
2 2n
n=0
En esta demostracion, se usé el hecho de que como 0 < z < 1, entonces 0 < § < %, y asi
L5>= 7. Anélogamente, se tiene que si 0 < z < 1, entonces % < HTx < 1, de donde

1+ _ 1=
LGE>= 5
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En la siguiente proposicién, vamos a generalizar las ecuaciones dadas en el resultado

anterior.

PROPOSICION 2.4. Para |l € N, x € [0,1], la funcidn de Takagi satisface las ecuaciones

funcionales
k+x k [ —2s(k) 1 _
(2.24) 7'( 51 >:T(i>+Tx+§T(x),/{::O,l,Q,..,jgl 1
k—x k 2s(k—1)—1 1 -
(225) T( 2l ) :T(§)+TZ’+§T($), ]{':1,2,...,2 .

Donde s es la funcion suma de digitos, definida en la formula (1.6). Mds atin, para x = %

conn=1,2...,2" la funcidn T tiene la representacion
n nl 1 =
k=0

Demostracién: Primero comprobaremos la igualdad (2.24), y para ello utilizaremos el

principio de induccion. Para el caso [ = 1, tenemos que k =06 k = 1.

Si k =0, se sigue de (2.22)

(5) =@z

Adems3s

T <§> + l_gﬁx + %T(:L‘) =7(0)+ %S(O)x + %T(l’) = lx + 17'(31:),

es decir, para l =1y k = 0, se satisface (2.24).

Si k=1, de la ecuacién (2.23) se tiene que

k+x 11—z 1
)T @k
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por otra parte

k I — 2s(k) 1 1 1-2s(1) 1
T(@)+—7i—%+57@”—5+——7—%+5“@
1 1-2 1 l—2z 1
=5 5% §T(m)— 5 57’(1‘)

Luego, se concluye que la igualdad (2.24) es cierta para [=1y k = 1.

Ahora supongamos que la igualdad es cierta para un entero [ > 1, es decir, para todo

ke{0,1,...,21 =1} y x € [0,1], se tiene que

(2.27) 7(5%3>:= (§>—%51§i@~+57@)

Esta sera nuestra hipotesis inductiva, ahora veamos que es cierto para [+1, es decir, queremos

ver que si k € {0,1,...,2"1 — 1} y 2 € [0, 1], entonces

kit O\ l+1-2s(k) 1
o ) =7 \gm ) T olt1 +2l+1T(I)’

Supongamos primero que k es par, entonces existe ng € {0,1,..., 2l — 1} tal que k = 2ny,

luego usando la hipétesis inductiva, (2.22) y (1.7)
k+x 2ny, + @ ng+ 5 ny l=2s(ng)xz 1 /x
7(@?)ITC@HJ:T<QZ)IT@ﬁ+—7r—§+7(ﬂ

2 | — 2s(2 1
(nk)+ s(2ny,) x

ol+1 ot U o T 21+1T(w)

2ny I+ 1—2s(2n) 1
=7 (2l+1) oI+ 1 T+ 2l+17<x>

:T(A:)+l+1—24m 1

ol+1 o1 LT o 7(2).
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Si k es impar, entonces existe ny, € {0,1,...,2' — 1} tal que k = 2n; + 1 y se tiene por la

hipdtesis inductiva y (2.23) que
k+x 2ng +1+x ny + 21 N [ —2s(ng) (z+1) 1 [x+1
() o (B0) - (52 - ) e

ng [ —2s(ng) l—x 1
=7 (5) =@+ D+ )

(g [ —2s(ng) 1 [ —2s(ng) x 1
-7 (3)

oI+ i1 o1 T i 21+1T(93)

ng [ —2s(ng) 1 [ —1—2s(ng) 1
=7 (ﬁ) oI+ olF1 o1 t 21+1T(x)'

Usando la hipotesis inductiva para x = %, se tiene que
oy + 1 ng+ % N I —2s(np)1 1 (1
T(T):( )= (G e (s

. (nk> [ —2s(ny) 1

ol 9l+1 oU+17

de esto se sigue, usando (1.8)

T<k+x>:T<nk>+l—2s(nk)+ 1 1—1—2s(ng) 1

oI+ o oI+ i1 i1 T o 7()

o+ 1\ [—1-2(s(2np+1)—1) 1
=T olF1 olF1 21+17’(m)

2ny + 1 [+1—2s(2n, +1) 1
- oIt 1 oI+ 1 oIt 1 7(z)

B k l+1—28(2nk+1) 1
=T 9l+1 9l+1 9l+1 T(x)
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Con lo que hemos demostrado que las 2!*! igualdades son ciertas y por lo tanto (2.24) se

cumple para todo [ € N.

Para verificar (2.25) consideraremos k € {1,2...,2!} v o € [0, 1], entonces se tiene que

k—1€{0,1,...,2' =1} y 1 — 2 € [0,1]. Luego, se obtiene de (2.24) que

T(k—x) :T(w) :T<k_1)+l_282<1k_1)(1_x)+%7'(1—1‘>.

2! 2! 2t

Por otra parte, aplicando (2.24) para = 1 se tiene que

k k—1+1 k—1\ 1—2s(k—1) 1
r(g)=m(——)=7(—5")+ 3 + 57 (1).

Usando el hecho de que 7(1) = 0 se concluye que

T(k;l) _T@) +2$(/{;—211)—l'

De la periocidad de 7 se obtiene la siguiente igualdad

1 1
ET(l—l‘):—T(ZE).

Luego, se tiene que

k—x E—1\ 1-2s(k—1) 2s(k—1)—1 1
T o1 =T 5 + o + 5 :E~|—§T(:1:)

T+ 57 ()

k 2s(k—1)—1 1—2s(k—1) 2s(k—1)—1 1
T( )+ 51 + o + 5 5

k 2s(k—1) =1 1
ﬂ(@)*%”@f@“%

concluyendo que la igualdad (2.25) se cumple para todo [ € N.

Para verificar la igualdad (2.26) usaremos (2.24) con z = 1y el hecho de que 7(0) = 7(1) = 0.
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Paran =1y [ € N fijo, se tiene que

) 5) - ()

luego para n = 2, tenemos que

(3 (5o (2) 5 oo

Supongamos que es cierto para n = N, entonces se tiene que
N-1
N Nl
g (5) =5~ 2 s(h),
k=0

veamos que es cierto para n = N + 1. Por (2.24)

() (X) 20 Ly

k=0 k=0

Con lo que se cumple (2.26) paran =1,2...,2".

[
Una consecuencia de esta proposicién es que paral € N, k € {1,2,...,2' —1} yz € [0, 1]

la funcién de Takagi satisface

T(k;x) _T(k;x> _ Z—s(k)Ql—_ls(k—nx_
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Para el caso en que k =1 =1y z € [0, 1] esta igualdad expresa la simetria de la funcién de

: 1
Takagi con respecto a 3.

Los siguientes resultados estédn presentados en [10] y nos ilustran como es el comportamiento

asintdtico de la funcién de Takagi a lo largo del intervalo [0, 1].

LEMA 2.2, Sea 0 < x < % la funcion de Takagi satisface el estimado

1 1
(2.28) x log, <—> < 71(z) < zlog, (—) +cx
X T

donde ¢ es una constante tal que ¢ < %

Demostracién: Para 0 < z < % consideremos la siguiente funcién

L
¢ x log, (%)

Y

1

o1, con [ € N se cumple

Yy veamos que para 21% <x <

(2.29) 1<C(x) <1+

De (2.22) obtenemos lo siguiente

o 5y (2) - [<_g)] o (2) =2 [1+ e =1+ T2 2 T8 )
— 1+ C() log, (i) |

Restando log, (—) a ambos lados de la igualdad y utilizando la identidad log,(a) = 1 se tiene

1
T

(5 (5) e () =+t (1) v )

que

de donde

¢ (5) 1ox, (;) ~log, (i) “log, (2) = {C(x) — 1} log, (i) |

Luego, de las propiedades de la funcién logaritmo se sigue que

C(5)10m (2) =108 (2) = (i)~ 110w, (1),
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de donde se conluye la siguiente igualdad
2 1
(2.30) (c (f) ~1}log, (—) — {C(z) — 1} log, (—)
2 x x
Vamos a demostrar primero que se cumple que C'(x) > 1 para i <z < %, para esto usaremos
el hecho de que 7(z) > 13(z). De (2.12) se sigue que 73(x) tiene la siguiente forma
1 13
5 +x parax € [17 g},
T3(2) =

1—xz paraze€[2 1]

Consideremos la funcién f(z) = zlog, (1). Si + <z < 2 entonces tenemos que

1) 2 () 1 —l4l() () +n()

C22In(2) Wn(2) Wn(2)  In(2) In(2)

T

ﬁ@:b&(

In(2) ’ In(2) In(2)

De la monotonia de la integral se tiene

[ﬂ f()dt < [E 75(t)dt,

por lo tanto
o< [ o - rea

Por el Teorema Fundamental del Calculo, se sigue que

0 < 75(x) — f(z) — 75 (}1) by G) |

Ahora bien T3 (}l) =f (}l) = %, de donde se concluye que si i <z< %, entonces 73(x) > f(z),

lo que implica que

) — 7(x) 73(2) _ 73(7)
O e ()7 P ()~ ) 7 )

para los valores de x € (%, %) )
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Ahora estudiemos el caso en que g <zr< % Tenemos que

p ()1 1o —nfer) _In(5)  In(e) ~ In2)
FO=10 v~ wm@ - m@ Cme - e
— }EEZ; —1= ln(eln(Q)) —1=In(2) — 1> —1=73(x),

utilizando el mismo razonamiento que la parte anterior se tiene que

/z : Fi(t)dt > / : H(t)dt,

de las propiedades de la integral

[ " P < / (bt

Por el Teorema Fundamental del Calculo obtenemos el siguiente resultado

0< [( 40 - FOyt = (o) - f0) = (5) + £ (5).

2

=

usando el hecho de que T3 (%) = % =f (%) , se sigue que si % << %, entonces 13(z) = f(x).

11

Igual que antes, se cumple también que C(x) > 1, de donde para x € (3, 5], tenemos que

C(z) = 1. De la igualdad (2.24) y usando un argumento inductivo se sigue el resultado para

todo z € (0, 3].

Para verificar la desigualdad restante en (2.29), utilizaremos un razonamiento inductivo y

ademas estudiaremos el comportamiento de la funcién ﬁ para x € (21%, %) y [ € N. Para
1

[ = 1 tenemos que }1 <z < %, 7o 8 creciente para r > % y decreciente para 0 < z < %

Veamos que en efecto es cierto

(L)/ _ ( 1 >/ _ ( In(2) )/ _ —In(2) [In (1) + 2=%]
f(z) zlog, (1) zln (1) 22 In? (1)
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De esto concluimos que es creciente si y solo si ln(i) < 0, es decir, si z > % Por

1
f(z)
1 . . . 1 . . 1 1
Ty ©S decreciente si y solo si In(=) > 0, es decir, si 0 < z < 2. Como @)

11

continua en el intervalo acotado (Z? 5) entonces debe alcanzar maximos en x = % yxr=

otra parte es

1
1

1 1 1 1y _ (1) _ 1 ; 1
De donde 75 <§rnax<{f( ) A )} y como f(3) = f(3) = 3, se tiene que 75 < 2 para

].

N = §/

todo x € [%,

Por otra parte tenemos que 7(z) < 2 para todo z € [0, 1] y asf se concluye que

2
3

() 2 4
Cel =T <32 3 M

es decir, la desigualdad (2.29) es cierta para el caso [ = 1 y una constante ¢ < % Supongamos

que la desigualdad es cierta para algin [ € N, entonces tenemos que para 21% <z < %

c
Clr) <1+ 1
De (2.30) tenemos que para 5 < < o
C(%)—1 log, (1) log, () 1 1 [+1
= = =l-—F<1——=—
C(x) =1  logy (%) 1+log,(3) 1+log, (2) I+2 1+2

utilizando la hipotesis inductiva llegamos a que

l—|—1< c l+1_ c
[+2 S 1+1171+2 1+2

C(g) 1< {C@x)— 1)

para 55 < % < o, es decir, la desigualdad (2.29) es cierta también para [ + 1y por lo

tanto para todo | € N. Finalmente para 21% < x se tiene que l%l < ﬁ, de donde
22

c c
< < _
C(z) < 1+l+1 < 1+10g2(%)’
asi
7(z) c
1 1+
x log, (%) log, (—)

por lo tanto

1g(1)< (z) < lg(l)Jr
rvlogy | — ) < 7(x) < zlogy | — cx.
A X
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PROPOSICION 2.5. La funcién de Takagi T satisface en cada punto racional diddico v = 5

la siguiente relacion

lim T(x 4+ h) — 7(x)

.
h0 |h|logy oy

Demostracion: Para el caso en que =0, nos queda el siguiente limite

fim )
w0 [hlog, i

En primer lugar, estudiaremos el comportamiento de este limite cuando h — 0T, es decir,

debemos ver que

(2.31) lim T(h)l —1
h—0+ hlog, +

Tomando 0 < h < % y por el Lema 2.2, se tiene que

7(h) ch c
< <1 1 T
hlog, 5 hlog, 3 log, &

es facil comprobar que lim - = 0, de donde se sigue el resultado.
h—0t logy 3

Por otra parte, si h — 07, tenemos el siguiente limite

lim —T(h) T
h—0- —hlogy, =

mediante un cambio de variable y de la simetria de la funcién de Takagi

r(=h) _ . 7(h)

1m T = 1"
h—0t hlogy 5 h—0+ hlog,

Luego, de la parte anterior y devolviendo el cambio de variable, concluimos que

lim 7(h)

— =1
h—0- —hlogy =

por lo tanto,
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k.

Ya que 7 es simétrica, solo estudiaremos el caso en que x > 0, para ello consideremos z = ;

conleN,0< k<2 —1y0<h< 4. Deacuerdo a la ecuacién (2.24) tenemos el siguiente

teonsr=o () () () ()

_; (g) - 2s2(lk)}2lh . %T(th) - (g)

resultado

= {l —2s(k)}h + %7(2%).

Dividiendo esta ultima expresién entre hlog, %, se tiene que

T(x+h)—7(x) [— 23(1k:) 7(2'h)

= + :
hlog, + log, 2'hlog, +

Tomando t = 2'h, el segundo término del lado derecho de la expresién anterior puede ser

escrito de la siguiente manera

() () o ()
tlog, (27[) tlog,(2!) —logy(t)]  t[l + log, (%)] tlog, (%) [1- @]

Tenemos que @ — 0 cuando t — 0%, por (2.31) se concluye que esta tltima expresién

ll_s(kl) — 0, cuando h — 07,
082 7

tiende a 1 cuando ¢ — 0. Por otra parte,

T(z+h) —7(2)

lim =1.

h—0+ hlog, %

Para el caso en que h < 0, tenemos el siguiente limite
h) —
i T (@)
h—0-  —hlog, (_—h)
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Haciendo el cambio de variable r = —h, tenemos que

T(x —7r)—71(2)

. T(x+h)—T1(x) _
1 =1
ho- —hlog, (25) r0+ rlog, (4)

Por otra parte, de la igualdad (2.23), se sigue el siguiente resultado
k k k — 2y k
T(x—r)—1(x)="T g ") Tl ) =T 5 g

=7 (k> 4 2 ;ll) “lyy TR <5> sk — 1) — 1 727

2 2! 2! ol 7
dividiendo entre r log, (%) , la ultima expresién obtenemos
2s(k—1)—1 7(2r)
T(z—r)—7(x) = 1 l T
log, (;) 2irlog, (;)

Usando un razonamiento andlogo al caso h > 0, se concluye que este limite tiende a 1 y por

lo tanto se conluye
lim T(x 4+ h) —7(x)

=1,
w0 Jhllog, o




CAPITULO 3

Diferenciabilidad

A principios del siglo XIX los grandes matematicos de la época creian que las funciones
continuas eran diferenciables en casi todo su dominio, salvo en una cantidad finita de pun-
tos [19]. Algunos intentaron demostrar este hecho pero ninguno llegd a dar una respuesta
concreta. No fue hasta el ano 1872, cuando Karl Weierstrass dio a conocer en uno de sus

seminarios de analisis el siguiente resultado:

Si0<a<lyab>1+ 32—”, entonces, la funcion

W(z) = Z a® cos(bFrx),
k=0

es continua para todo x €R y en ninguno de los puntos de su dominio es diferenciable.

Esta funcién conmovié a toda la sociedad matematica y en 1875 fue publicada en un
articulo escrito por Duboys-Reymond [6], con el debido crédito al maestro. La funcién de
Takagi entra en esta clase de funciones pero a diferencia de la funcién de Weierstrass, esta
posee derivadas en un conjunto de puntos siempre que aceptamos la definicién de derivada

impropia.

Antes de dar inicio al estudio de estas propiedades, debemos mencionar la notacién que
serd usada para representar la funcion de Takagi, pues, en primera instancia usaremos la

representacion

o) =3 M2,

n=0

44
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dada en la Definicién 2.1. Esta representacion serd usada para demostrar que la funcién de
Takagi no posee derivada finita en ningin punto. Aunque varios autores han demostrado

este hecho, nosotros nos basaremos en la idea presentada por Abbott en [1].
TEOREMA 3.1. La funcion de Takagi no posee derivada finita en ningun punto.

Demostracion: La idea de esta demostracion esta que al suponer la existencia de la

derivada en un punto z, € [0, 1], el limte

o 9(2) = glao)
T—x0 r — 2o

debe existir y ser finito y supongamos que este vale L. Pero al aproximarnos a x, por suce-
siones veremos que ¢'(xp) tiende a infinito y contradice el hecho de la existencia de la derivada

en este punto.

Comenzaremos estudiando la derivada en los puntos =0, z=1, x = % Luego, estudia-
remos el caso z = 4, es decir, cuando es un racional diddico y por 1ltimo para cualquier

zeR.

Supongamos que ¢'(0) existe, entonces, para toda sucesién {z,,}m>1 C [0,1] tal que

lim z,, = 0, se tiene que
m—00

i 9n) = 900

m—00 Ty — 0

/
= g'(0).
Considerando la sucesion z,, = Q%n, llegaremos a que

9(rm) — g(0)

(3.1) p—

=m+ 1.

Esto contradice el hecho que supusimos, es decir, que la derivada en cero es un nimero.
Sin embargo, este resultado podria incitarnos a pensar que es posible que ¢'(0) = 400 (si
permitimos que la derivada tome valores en los reales extendidos), pero esto tampoco es

cierto, pues si se considera la sucesion y,, = —QLm, se puede ver que

(3.2) 9m) =90 _

ym_o
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Veamos que en efecto (3.1) es cierto, para ello debemos evaluar g en =0, obteniendo el

siguiente resultado
o

1
g(0)= 2—nh(2"0):0.
n=0
Por otra parte, calculemos el valor de ¢(z,,) para un m € N fijo. Esto lo haremos

considerando la sucesion de sumas parciales de g y tomando N €N con N > m, de donde

N 1 N m 1 N 1
3.3 m) =D soh(2%ry) = h2”m —h(2"™) —h(2"™),
(33)  gn(wm) 2o (2"2m) 2.5 2o nzmjﬂ 5 (2"

luego para n < m tenemos que 0 < 2"~™ < 1, obteniendo el siguiente resultado
h(2"7™) =2,

Por otro lado, si n > m entonces 2"~™ > 1 y es un ntimero par y por lo tanto
h(2"7™) = 0.

Sustituyendo en (3.3), tenemos que

=1 =1 7n+1
) =Ygy =S
n=0 =0
Luego, tomando N — oo se tiene que
N
1 nemy . m+1  m+1
olom) = 0, 2 M) = I T = T
Asi
m) O m_jr_zl_O

Tm—0  2m—(

resultado al cual queriamos llegar.

Ahora veamos que (3.2) se cumple. Para comprobar este hecho utilizaremos el mismo

razonamiento de la parte anterior. Entonces, para N > m, se tiene que

"1
4 —h(=2""") —n-m
(3 ) = on + Z >’

n= m+1
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luego paran < m, —1 < —2""" < 0, de donde
h(=2""") = 2",

Por otro lado si n > m entonces —2"~™ < —1 y es un numero par, asi
h(=2""™) =0,

luego al sustituir en (3.4) y tomando N — oo

N m

: Uopem I m+1
o) = Jim > 2= o = o

n=0 n=0

por lo tanto se concluye que

9lym) =0 _ 52 =
Ym =0 —gm —

Como podemos ver, el hecho de suponer la existencia de la derivada en x = 0 nos ha

llevado a una contradiccién, pues existe un sucesién z,, — 0T, tal que

"(xm) — g(0
lim —g( )= 9(0) = +00.
m—00 Ty — 0
Por otra parte, si aceptamos que ¢'(xg) tome el valor infinito entonces la derivada tampoco

existe pues existe una sucesion y,,, — 07, tal que

/ —_—
iy 9 Wm) —9(0) _
m—00 Y — 0

El siguiente paso es demostrar que g no es diferenciable en z = 1, para esto considera-
remos un razonamiento analogo al caso z = 0, es decir, vamos a suponer que ¢'(1) existe
y nos acercaremos a este punto mediante dos sucesiones, una por la derecha y otra por la
izquierda y al igual que en el caso anterior obtendremos valores diferentes.

Entonces, supongamos que ¢'(1) existe, es decir,

1 —g(1
o 80 5) —0(1) _

Como h(2t) = 0 para todo t € Z, entonces
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Luego, utilizando el mismo argumento que en (3.1), se tiene que para N > m

N m N
1 n 1 1 n—m n 1 n—m n
(3.5)  gv(1+zy) = nZ%Q_nh (2 [2_’”“}) = ;%2—nh(2 +2 anm;l S h(20 2.

Sim > n > 0 tenemos que 2" < 1 y por la periodicidad de h
h(2"7™ 4 2™) = h(2"T) = 2nT™,
Por otro lado, si n > m entonces 2"~ > 1 y es un nimero par, por lo tanto
h(2"™" +2") = 0.

Para el caso n = 0, se satisface que 1 < 55z +1 < 2, para cualquier m €N, y de la ecuacién

(2.1), se tiene que

1 1 1
h—+1)=2—(—41)=1-—.
(1) =2 (3 +1) =1

Sustituyendo estos valores de h en la expresién (3.5) y haciendo N — oo

N
1 1
g(1+xm)=22—nh(2“{2—m+1]> h(27™ 4+ 1) +Z—2nm

(3.6) 1=+ — = +1.

De donde

g(1+xm)—g(1)_m—_1—|—1—1

=m — 1.
1+2x,—1 +1-1

277L
Al igual que en el caso x = 0, es tentador pensar que ¢'(1) = oo, pero si consideramos la

sucesion y,, = Qm, tendremos que para N > m

1—2%1)

1
h(2" —2m7m —h(2" =2""").

0
n=0 n=m-+1

1

iy
=2

(3.7)
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Luego, para el caso en que 0 <n < m, —1< —=2""" <0y por la periodicidad de h,

_9gn—m

Por otro parte, si n > m, entonces es un numero par, por lo tanto

B2 —2"™) = 0.

L

5w < 1, para cualquier m € N y de la

Por 1ltimo, cuando n = 0, tenemos que 0 < 1 —

ecuacién (2.1), se tiene que

1 1 1
h(l——)=1—-——-0=1-—

Sustituyendo estos resultados en (3.7) y tomando N — oo, se concluye que

N m
o) = fim 3o (2 1= 5] ) = (1o g =g = T
n=0 n=1

De donde

g(1+ym)—g(1)_’”’;—;f+1—1_1
= 1 = — m.
14y —1 1- L1

Utilizando un razonamiento similar al caso en x = 0 concluimos que ¢'(1) no existe.

Ahora estudiaremos el caso r = %7 al igual que los casos anteriores, vamos a suponer que

q (%) existe. Entonces se tiene que

(3.8) i LG ¥ T Z90G) (1> .

1 1
ﬁ — —_— =
m—o0 2—|—xm 3

Ahora bien

1\ 1 AN AN — 1y 11
9(5)_22—nh(2§>_h(2)+2h(1)+22nh(2 )—2+2_1,

n=0

y para N > m

m N
(3.9) =h (— + 2—m> +oh (142 ) 2inh(zn—m +2 )+ Y %h@”—m +2m ),

n=2 n=m+1
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Luego para 1 <n <m, 2"t es par y 0 < 2"~™ < 1, por lo tanto
h(2"™ 42" = (2 = 2"
Para n > m, 2"~ 4 2”1 > 1 es par, de donde
h(2"™ + 2771 = 0.
Para el caso n = 0, se tiene que 0 < 27™ 4 27! < 1 para todo entero m > 1, y de la ecuacién (2.1)
h(2Tm 427 ) =2 427 —0=2"1 27

Para el caso n = 1, se tiene que 1 < 2'7™ 41 < 2, para todo entero m > 1 y de la ecuacién

(2.1), se tiene que

2+ 2%) =2 (2" + 1) =12

Sustituyendo en (3.9) y haciendo N — oo

1 1 —1
2—m+2—1+(1_21—m)_+z_2n—m :1+m X

L + = li
I\ Tom ) = %
Asi

1 m—1
glz+2m )| =14+ ——
2 m
y sustituyendo en (3.8), obtenemos que
1 1 m—1 m—1
g(Gtmm)—g(3) _1+% -1 5% —m—1
T, 1 T, 1_1 L = '
2 Ttm T3 2m T2 72

Por otra parte, si consideramos la sucesién y,,, se tiene que

(3.10) i LG Hm) =9 G) <1> .

1 1

Luego, para N > m
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Luego, para 1 <n <m, 2" tes pary 1 < —2""™ < 0, por lo tanto
h(2"1 — 27T = (2" = 2nm,
Para n > m, 2"~!1 —2"=™ > 1 es par, de donde
h(2" ™+ 21 = 0.
Para el caso n = 0, se tiene que 0 < 27! — 2™ < 1 para todo entero m > 1, y de la ecuacién (2.1)

h2 -2y =212 _(g=2"1-2""

Para el caso n = 1, se tiene que 0 < 1 —2'"™ + 1 < 1 para todo entero m > 1y de la

ecuacién (2.1), se tiene que

h(1—-2"")=1-2""—-0=1-2""™

Sustituyendo en (3.20) y haciendo N — oo

1 : -1 —m 1-m 1 - 1 n—m| __ m—1
g<§+ym>_Nh£%O 27 2T (12 )§+;272 =1+
sustituyendo en (3.10), obtenemos que
1 1 m—1 m—1
9G+ym)—9(3) 1+5+ -1 5
I 1 =11 _1- 1 -1-m
2T Un =3 2T Ty

Usando el mismo razonamiento aplicado para el caso x = 0, se tiene que ¢ (%) no existe.

En general se tendra que

9 (5 +2m) =9 (55)
T Tm — 5

=m—1,

y para cualquier entero n > 0, y usando el mismo razonamiento que en los casos anteriores

podemos concluir que ¢’ (2%) no existe.

Ahora nos tomaremos la tarea de demostrar que ¢'(z) no existe para ningin nimero

racional diddico. Sea v = % con p € Z y k € N, un racional diddico y supongamos que la

derivada existe en dicho punto, entonces se tiene que
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(3.12) lim 2 (z%p+ o) —9 @) _ (£)

como antes, veamos cuanto vale

Para N > k, se tiene que

y como p € {1,--- 28 —1} C[1,2%) = U;:é[Zj,QjH) existe un unico j € {1,--- ,k — 1} tal

que p € [27,27%1) asi

gitn-k < ZP_gjen-ki1,

Luego, tenemos que sin < k—j — 1, entonces j +n —k+ 1 < 0 y por lo tanto

2"p
2k

2"p 2"p
(5)-F

Si n > k, tenemos que % es un multiplo de 2, luego

2"p

Sin >k —j,esdecir j +n —k < 0, entonces

0< <20=1

De donde,

2"p
_ o0
1=2 <?,

para este caso, cuando k — 7 < n < k, no podemos dar con el valor explicito de h (%), ya

que h depende de p, entonces se presentan dos casos. Si p es impar entonces h describe una

recta con pendiente negativa, si p es par h dscribe una recta con pendiente positiva. Mas
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adelante veremos que no es necasario calcularlo. Finalmente tenemos que

k—j—1 n k n N n
)= Ly (Er Ly (Ep L, (%
9N<2k on <2k + Z'Qn ok + Z on ok
n=0 n=k—j n=k+1
k—j—1 k
12" 1 2"p
= -z £ By A
> gt X (5
n=0 n=k—j
o1 /o
=(k—=jp2 "+ Y 2—h(—k)
n=k—j

Haciendo N — oo
k k
Py — )p2k Lo (2PN ok 1. (2"
9 (3¢) = Jim, [Uf e 3 g (5 )] St Y Sa(22).
Ahora calculemos ¢ (2% + xm) . Para N > m, tenemos que

(o) =St (g 2]) < e

—Jj—
1 1
(313) § o 2n kp+2n m)+ E h on— k +2n m + E 2n kp+2n m)+ 2 th(ankp+2nfm)
n=0 n=k— ] n= k+1 n=m+1

Luego, si 0 < n < k—j—1, entonces 22 < 1y por la propiedad Arquimedeana existe m € N

tal que
2" 2"p
— <1 - —
2m 2k
de donde L+ 2—m < 1. Luego, para m suficientemente grande
2"p 2" 2"p 2"
hi—+— | =—+ —.
( 9k + 2m) 9ok + om
Sik+1<n < m, entonces % es un multiplo de 2 y < 1, por la periodicidad de h se
tiene que

2"p 2" 2" 2"
h — | =h|— ) =—.
< 21€ + 2m) (2771) am

Sim+1<n<N\,?2 Qk +2—m es un multiplo de 2 y por lo tanto

onp  on
h =) =0
(5+5) -

para el caso restante, es decir, cuando k£ — j < n < k no podemos dar el valor explicito de
h (an + Qm) ya que esta expresion depende del valor de p y de acuerdo la escogencia de

este valor podemos caer en un intervalo donde h sea una recta con pendiente positiva o una
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recta con pendiente negativa. Sustituyendo en (3.13) y haciendo N — oo tenemos que para

m suficientemente grande

k—j—1 k m
| 1 fonp  on 1 (o o 1o
W) =1 (2R, (22, 2 2
9 (¢ +om) leéo[; zn(zk +2m>+ 2 (Qk +2m)+ ;12”2’”]

US| 2"p 2"\ m —k o 2"p
(k—j)p_| k—j — N~k
D —nh< | m): - %k—j)p2 +> = (—)]

= _'7 n:k_]
5 o 5 -
k
- 1 onp on on
m—j il A el _
3 w ) (35) ()]
(3.14) = -
om

Veamos como escribir esta ultima suma, para ello consideremos la particion
oo
=1+ 1),
=1

tenemos que para k —j < n < k existe un unico lp €N tal que % €llo,lo + 1), luego para m

suficientemente grande L4 22; [lo,lo + 1). consideremos dos casos.

Si Iy es par, de la ecuacién (2.1) tenemos que

2"p 2"p
(F)-F -

2"p 2™\ 2'p 2"
h(?+2_m>_2k+2k_l

ademaés

luego
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Por otra parte, si [y es impar, nuevamente de la ecuacién (2.1) se tiene que

on on
h( p)z——p+l+1

2k 2k
y
2"p 2" 2"p 2"
hl—+—|=—7——+1+1.
(2"3 +2m> 2k 2m+ *
Luego

2"p 2" 2"p\ 2"
h(y*%)”(%)szw

De donde se concluye que para cualquiera de los dos casos

2" 2" 2" 2"
p h _

Wi+ 5m) = M5m) = engar

con €, = +1. Sustituyendo la expresién anterior en (3.14) tenemos que

1o
m=j i E ( — e, —
2m on - 9m k
9 (3 +2m) =9 () _ i o
(3.15) F— = 5m =m-—7J+ Z En

y al hacer m — oo se tiene que z,, + & — 2, de donde

k
(PN .
o (gr) = Jim, [m—ﬁ > ] 7
n=k—j
asi se concluye que ¢’ (2%) .
Ahora solo nos queda por comprobar que g no es diferenciable para valores no racionales
diddicos, es decir, tomaremos = € [0, 1] arbitrario. Para llevar a cabo esta demostracién

haremos uso del siguiente Lema:

LEMA 3.1. Sean {a,} y {b.} dos sucesiones tales que a < a, < x < b, < b para todo
n € N y ademas a, -z y b, — x. Si f:|a,b] = R es una funcion continua y f'(x) eziste

entonces

f(bn) — f(an)

bn_an

= f'(x).
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Demostracion: tenemos que

b, — x b, — ay, b, — x b, — a,
b, —an| — |b, — an =1 Y b, —a,| ~ b, —an =L
Usando esto podemos concluir que
f n) f ) f<x> — f(an) /
’ b, — a, B ‘ b, — ay, * b, — ay, —f(x)’
_ | O =2)(f(bn) = (=) | (a0 = 2)(f(2) = fan)) | (an = 2)f(2) = (bn = 2)f'(2)
(by, — ) (by, — ay) (an — ) (by — ay) b, — a,

| (M t) ) (S ) )

(
b, — an (b, — ) b, — ay, (an, — )
by —x || f(by) — f(x) , an, —x || flan) — f(x) ,
S by, — an, (b, — 7) AR bn—an (an, — ) AR
F0) = 1)l [He) = 1@
<[ - |+ [ - e

de donde esta expresion tiende a cero, cuando n — oco. Asi

lim f(bn) — f(an) _ f/(ﬂf) 0

n—o0 b, — an,

Aproximémonos a x de la siguiente manera, fijemos m € Ny p,, € Z, entonces se tiene

que x se encuentra entre dos nimeros racionales diddicos sucesivos, es decir,

Repitiendo este procedimiento para cada m, llegamos a que existen dos suceciones z,, = 52

mezpm+ tales que lim z,, = hm Yn =T Y Ty < T < Yp.
m—0o0 m—r
Supongamos que ¢'(z) existe y consuderernos las sucesiones ,, = 5% y y,, = P 'g,f L

tenemos que estas sucesiones satisfacen las hipétesis del Lema 3.1, por lo tanto se tiene que

m—00 ym — xm

Como hemos visto antes, h(2y,,) = h(2*x,,) = 0 para k > m, de donde solo considera-

remos el caso 0 < k < m. Por el grafico de h, tenemos que esta funcién es lineal en los
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intervalos que tienen por extremos numeros racionales diddicos, ademas si t < [ se tiene que

% < 2—1,5 de donde [pl pl“} C [%, pOH}. Luego para k < m

oty 9l ot
Pm Pm +1 J Jj+1
= [£Z c |

para algin j € Z. De esto se obtiene que {z,,} v {ym} estdn sobre la misma recta, por lo

tanto poseen la misma pendiente. De la ecuacién (2.1) se tiene que h(2*y,,) — h(2"z,,) = 5

si p es par y h(2%y,,) — h(2"z,,) = —2% si p es impar, donde r = m — k. Luego

"1 A(2%b,) — h(2%a,) =270 &
R oo
k=0 k=0 k=0
al hacer n — oo la serie diverge y esto contradice el hecho de que ¢’ exista, por lo tanto

g no es diferenciable en ningiin z € R.

Debemos mencionar que a partir de este punto haremos uso de la representacion

o0

L2"r>
n=0
dada en la Definicién 2.2. No daremos una prueba directa que esta representacion no posee
derivadas finitas en todo su dominio, ya que este hecho es una consecuencia directa del

Teorema 2.3 presentado en [7], que nos dice

1
T(z) = §g(2x), para todo z € [0, 1].
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SECCION 1
Derivadas impropias para puntos racionales diadicos

De las nociones de célculo, hemos manejado el concepto de derivada de una funcién f en

un punto zy de su dominio como el siguiente limite [1]

(3.16) i 18) = f(20) f(x”),

T—TQ Xr — ,I’O

siempre que este exista y esto geométricamente representa la pendiente de la recta tangente
a f en el punto xy. En el caso que (3.16) sea divergente, es interesante saber que significado
tiene como derivada. Desde un punto de vista geométrico, nos dice la recta tangente a la

curva f en el punto xy es paralelo al eje vertical.

Debemos aclarar que en lo que sigue vamos trabajar en el conjunto de los niimeros reales
extendidos, por lo tanto la derivada puede tomar el valores +00 0 —oo. Esto nos conduce a

definir la derivada impropia en un punto como el siguiente limite

Los resultados que vamos a presentar son consecuencia de la Proposicion 2.5, dada por
Kriippel en [11]. Estos nos garantizaran la existencia de las derivada lateral impropia en los

puntos racionales diddicos, es decir, para los puntos de la forma g, p€Z, k€N.

PROPOSICION 3.1. Para cada racional diddico, x = a5, con pEZ y k€N, se tiene que

(1) La derivada impropia a la derecha eziste

: +h) —
Ty (z) = hlggl+ Tl })L (@) = +00.

(2) La derivada impropia a la izquierda existe

o e h) = ()
(@) = lim 2 =~
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(8) Para el valor absoluto se satisface

Demostracién: Para 0 < h < 3 v de la igualdad (2.24)

rlo ) = r(a) = (5 ) = rlo) = (b - 2500} + g2

dividiendo entre h esta ultima expresion obtenemos

T(x + h) — 7(x)
h

= (k= 25(p)} + 5 7(2R).

Por el Lema 2.2, tenemos que para k suficientemente grande

log, (1) _ 7(2*n) _logy (+) ¢
F ST STt

de donde, se tiene que

por lo tanto

: +h) —
7, (x) :hlgéh iz 21 (@) = +00.

Para calcular 7/ (z) notemos que

. 1m(x+h)—T1(x)
/ — 1
(@) hgtr)l— h h—0+ h
Luego, de la ecuacién (2.25) se tiene
p—2Fh
ok

T($—h)—7‘(:ﬂ)=7‘<

Con un razonamiento analogo al caso anterior, vemos que

—h) —
lim Tz ) —7(x) = 400,
h—0t h
lo que implica que 7’ (x) = —oo. Ademas, se tiene que

) —7(z) = {2s(p—1) — k}h + 2—1,;<2‘”'h).

59
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Estamos interesados en saber como es la variacién de la funcién de Takagi para valores
muy cercanos, ya que esto nos da una idea de como es el comportamiento de la derivada.

En lo que sigue usaremos la representacién binaria dada en (1.5).

DEFINICION 3.1. Sea x € [0,1] con expresiones binarias © = 7, 5§ = 0, .

entonces se tiene que que paran = 1

o0

(3.17) Tn, Z G _ 0, Api1Gpag-- - = .

217n
i=n+1

Utilizaremos la notacion la notacion a = 1 — a para representar el complemento binario

del término i de la representacion binaria.

La siguiente Proposicién nos muestra como es la variacion de la funcién de Takagi para

valores del dominio que se encuentran muy cercanos

PROPOSICION 3.2. Sean x ey puntos diferentes en [0, 1] con representacidén binaria dada

por

ZL’:Z%:(),CLI(IQ,..., yzzizo,blb%

i=1 i=1
Ademds, vamos a suponer que estos términos satisfacen la siguiente condicion, a; = b; para

1 < n € N es decir, los primeros n — 1 términos de la representacion binaria coinciden.

Entonces se tiene que x,, y vy, también son diferentes, y

(3.18) %;(y): (—1)% +

7(@n) = 7(yn)
T — UYn

En particular, st b; = 1 — a;, para todo © > n, es decir, x, + y, = 1, entonces tenemos que

|z — y| < 5= y ademds

n—1
(3 19) M = (—1)‘“
: p—y ‘ .
=0
Demostracién: Consideremos k, = [2"7'z], como la parte entera de 2" 'z, es decir,

n—1
k, = Z 2714, De donde,
i=1

2k, + x, 2k, + yn

v on on
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Por lo tanto

Tn — Yn

2 —y =
(3.20) T -y 5

De la igualdad (2.24), obtenemos que

r(z) =1 (M) _ (%) Lo 2@k ()

(2katyn )\ [(2ka\ | 0= 25(2k,) 7(Yn)
= () o (L) 22208, )
Restando estos términos, llegamos a que
n — 2s(2k, T(xy — T(Yn
321 le) —rly) = o gy g T TG))
dividiendo (3.20) entre (3.21), se tiene que
(3.22) T@) -7y _ 25(2k,) + 7(@n) = 7(yn)
r—y r—y

Por otra parte, tenemos que el primer término de la parte derecha de la igualdad anterior lo

podemos reescribir de la siguiente manera

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
n—2s(2k,) =Y 1-2s(ky) = 1-2) a;=>» (1-2a;)=>)» (-1)".
=0 =0 =0 =0 =0

Sustituyendo esta ultima igualdad en (3.25), llegamos al resultado requerido, es decir

n—

e @) = 7).
z:o( v =y

()~ r(y)
T -y

Para el caso en que y, = 1 — x,, usaremos la simetria de la funcién de Takagi, de donde

T(x,) = 7(1 — 2,) = 7(y,) y asi se tiene que

(-1

@)= 7(y)
=Y =0
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Por dltimo, de la igualdad (3.20) tenemos que

’ yn |&k - bk\ ’ak - bk
(3.23) |z —yl =— on ~on Z ok—n+1 2n Z ok—n+1 Z 2k+1
I =1 1 5 1
(3.24) 52725 l:2_n
k=n 2
O

A continuacion presentaremos un Corolario que nos dice como es el comportamiento de
la funcién D,, (suma de digitos deficiente) si asumimos la existencia de la derivada impropia

n
en un punto, no solamente racional diadico sino arbitrario. Este resultado se desprende de

la ecuacién (3.19) y fue publicado por Kriippel en [11]
, st existe la derivada impropia y es tal

COROLARIO 3.1. Sea z = 22—2 = ag, 102
i=0

= 400 entonces

que 7'(x) =
(3.25) i(—l)a’ = 00,
i=0
y si 7'(x) = —oo entonces
i(—l)a’ = —00

(3.26)

Es importante resaltar que el reciproco de este Corolario no siempre es cierto, mas ade-
(o]
* garantice la existencia de

lante estudiaremos las condiciones para que la expresion E
=0

la derivada impropia.

En lo que sigue, nos enfocaremos en aquellos niimeros en los que su representacion binaria

es periddica y para ello tomaremos en cuenta la siguiente definicion

DEFINICION 3.2. Un numero x tiene una representacion binaria periddica de periodo
(p4p SE TEPILEN

p, st a partir de un cierto n = 1 se tiene que los términos G, 10,10

consecutivamente.
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EJEMPLO 3.1. Podemos ver que a partir de i = 2, los términos (1001) se repiten consecu-

tivamente

0,3 =0,0100110011001...

Por otra parte, vamos a definir una repiticién como una secuencia de ceros o unos que

aparece consecutivamente en la representacion binaria de un ntumero x.

EJEMPLO 3.2. Para ilustrar la idea de una repiticion, tomemos un valor x € [0, 1] arbi-

trario y supongamos que este posee la siguiente representacion binaria
x =0,0001110110011 ...

Podemos notar, que en la representacion binraria de este término aparecen ceros y unos
consecutivamente. A estas secuencias las llamaremos repiticiones y las denotaremos como

R;. Si consideramos a x con la representacion dada anteriormente, se tiene

r=20,000 111 _0 11 00 11 ...
B N

R1 RQ Rg R4 R5 RG

Una vez que se entiende lo que es una repeticién, nos interesa contar la cantidad de
términos consecutivos que hay en cada una. Para ello, vamos a denotar por #R; como la

cantidad de digitos iguales en la i-ésima repeticiion. En el Ejemplo 3.2.

#R; =3
#Ry =3
#Ry =1
#Ry =2
#Ry =2

#Rg =2
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En nuestro estudio sobre las derivadas, nos enfocaremos en aquellos nimeros para los
cuales sup #R; < oco. Un caso particular de los nimeros que cumplen esta propiedad, son

7
los puntos con representacion periodica p.

Es importante notar que #R; < oo para todo ¢ no garantiza que sup #R; < oco. Por
i

ejemplo, si consideramos un valor y €R con la siguiente representacion binaria
y = 0,011000111100000111111 ...,

es facil ver que las #R; < oo para todo i € N. Pero se tiene que el sup #R; no satisface la
ieN
condicién sup #R; < oo, pues conjunto de los enteros positivos no es acotado superiormente.
ieN

El siguiente Teorema presentado en [11], garantiza la derivada para los cuales sup #R; <
ieN

TEOREMA 3.2. Si en la representacion binaria de un niumero x se tiene que sup #R; < 0o
i

entonces
(i) Si Z(—l)‘“ = 400 se tiene que existe la derivada impropia y ademds 7' (x) = 400
=0
(i) Si Z(—l)ai = —00 se tiene que existe la derivada impropia y ademds 7'(x) = —o0
=0

Demostracién: Consideremos y # x y sea n el mayor entero tal que a; = b;. De la
Proposicién 3.2 se sigue que

T(2) = 7() =, e
— > (1)

T
=0

7(#n) = 7(Yn)
Tn = Yn

Si d = sup#R;, es decir, d representa la maxima cantidad de digitos en la -ésima
N

repeticion, entonces para el caso en que a,, = 1, b, = 0 tenemos que x,, > % + Qd%
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Veamos que se cumple esta desigualdad, para ello vamos a garantizar que existe ig tal
quen <iyg<n+d+2ya;, = 1. Esto lo podemos verificar utilizando reduccién al absurdo,
en efecto, si para todo n <i<n+d+2a; =0 entonces hay d+ 1 términos consecutivos
que son iguales a cero. Esto contradice la escongencia de d como la maxima cantidad de

repeticiones, luego existe n <i <n+d+ 2 tal que a;, =1

De donde, tenemos que

. > a; a; Aj, 1 1
Tn = Z 9i—n+1 T 9 T Qio—n+1 > 92 T io—n+1

Usando el hecho de que 1o —n+1<n+d+2—n-+1=d+ 3, se tiene que o= n+1 > 2d+3.

Luego se tiene que

1
Ty > 5 + %
Por otra parte, tenemos que
= bz = n—l—z 1 = n—l—z ]- = 1 1 % 1
I I i) A L el B
i—n i=1 ‘ i=1 2

Luego, concluimos que

11 1 1
A 2 A A T

% — 2d+3 Para deducir este resul-

En el caso en que a, = 0y b, = 1, se tiene que x, <
tado, debemos utilizar un razonamiento analogo al caso anterior, es decir, de acuerdo a la

escogencia de d podemos garantizar la existencia a; = 0 para n < ¢ < n+d+ 2, de donde

[e'e) %) 00
1 a; 1
In = Z 9i— n+1 B Z Qi— n+1 Z 9i—n+1 - Z i—n+1 o 9ip—n+1
1=n+1 1=n-+1 1=n+1 i=n+1
i#ko 1#io

o 1 1[ 1 1 1 1
_;2i+2_2i0—n+1_§ 1—1 © Qig—nt+l 9 Qig—n+l
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Usando el hecho de que n < 19 < n+d+2, se tiene que n—n+1 < ip—n+1 < n+d+2—n+1 =

d+ 3. De esto, se concluye que 2 < 207" < 293 Tlegando gt > 5775. Asi. se tiene que

1 1
TS Gns
y ademas se tiene que
- bk - bi+n71 1 = bi+n71 1
Luego, concluimos que
1 1 1 1
Yn—Tn > 5= 5" 513 = " oi3

2 2 2d+3 2d+3

De las propiedades de la funciéon de Takagi, se tiene que

() = 7n)] < 5,

de donde
7(zn) — 7(yn) < 22d+3'
Tn — Yn 3
Tomando C = 22%73 se tiene que
n—1
7(z) — 7(y) .
- 7 7 _1 a;
P ;< )4 < C
r(r) — () _
-1)"-C< < Y+ C
;( ) pr— ;( )

Podemos ver de esta ultima desigualdad, que en el caso en que el nimero de 0 sea mayor
que el nimero de 1, se cumple (3.25), es decir, 7/(z) = oo. Por otra parte, si la cantidad
de digitos iguales a 1 es mayor que la cantidad de digitos iguales a 0 en la representacién

binaria, entonces se satisface la igualdad (3.26), es decir, 7/(x) = —oc0. 0
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El siguiente Corolario es consecuencia directa del Teorema 3.2 y garantiza la existen-
cia la derivda impropia para los racionales peridédicos, pues estos satisfacen la propiedad

sup #R; < oo.
N

COROLARIO 3.2. Sea x un racional periddico de periodo Gpny1Qnia ... anip, entonces se

tiene lo siguiente

(327) Ap41Qn42 - - - An4p = > g’ T’(I) = —0

=2, 7'(x) no existe la derivada

En el dltimo caso, p debe ser un nimero par.

Se puede observar que la condicién @, 1an42 ... antp < £, nos indica que la cantidad de

29
digitos iguales a cero es mayor que la cantidad de digitos iguales a unoy de acuerdo al

Teorema 3.2, se tiene que 7'(z) = oo. Por otro lado, si ayt41@n42 ... a0y, > £, entonces el

p
27
nimero de 1 en las repeticiones es mayor que el nimero de 0, y del Teorema 3.2 se tiene que

7'(x) = —o0.

Por 1ultimo, en el caso en que p sea par, tenemos que el nimero de 0 y 1 son iguales, de
o

donde se concluye que E (—1)% es divergente y por lo tanto no existe la derivada impropia.
k=0
En resumen, este Corolario dice que si un racional periddico z, es de periodo impar,

siempre podemos garantizar la existencia de su derivada impropia.

EJEMPLO 3.3. Six = % = 0,001001 ..., entoces este tiene periodo 001 y del Corolario
3.2, tenemos que su derivada es T'(x) = oo.
Ahora tomemos, x = g = 0,110110..., entonces este numero tiene periodo 110 y del

Corolario 3.2 se sigue que 7'(x) = —o0.
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SECCION 2
Derivada impropia para r € R arbitrario

En esta seccién estudiaremos la derivada impropia para puntos no racionales diadicos, es
decir, aquellos puntos que en su representacién binaria, los digitos cambian constantemente
a ceros y a unos. No daremos una prueba detallada de este hecho, ya que se sale de los
lineamientos de esta disertacién. Podemos encontrar una demostracion completa en [3] y en

11].

Estos autores proponen que para garantizar la derivada impropia en un punto no racional
diddico se debe estudiar las derivadas laterales impropias por seperado. De la ecuacién (2.21),
presentada por Kaires en [9], tenemos que la funcién de Takagi satisface la siguiente relacién
7(z) = 7(1 — z), entonces se tiene que 7, = F00 si y solo si 7_(x) = +o0, por lo tanto, solo

nos centraremos en el estudio de 7, (z) = +o0.

Para los puntos z € [0, 1] no racionales diddicos, vamos a considerar la siguiente repre-

sentacion

(3.28) r = i 2%,

n=1

donde a; < as < ... es una sucesion de enteros positivos creciente.

EJEMPLO 3.4. si consideramos la sucesion a, = 4", tenemos que x posee la siguiente

representacion binaria

1 1 1
T=o + 316 + 561 + ---=0.000100000000000100000. . .

podemos observar que para este ejemplo la cantidad de digitos iguales a ceros crece muy
rapido y nos conduce a pensar que 7'(z) = 400, aunque debemos ser cuidadosos al decir
esta afirmacion, ya que no siempre es cierta. El siguiente Teorema fue presentado por Allart
y Kawamura en [3] y caracteriza la existencia de la derivada para los puntos no racionales

diddicos. Como mencionamos anteriormente, no se dara una demostracion completa de este
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hecho.

TEOREMA 3.3. Sea x € [0,1] arbitrario que no tiene representacion x = ¢, con p € Z,

keN y considerando la siguiente representacion de dicho nimero

o [e.e]

(3.29) r=y 27" l—z=>) 27"

donde {a,} y{b,} son sucesiones de enteros positivos, mondtonas crecientes, las cuales estan
determinadas unicamente por x. Entonces
(i) 7 (x) = 400 siy solo si a, —2n — 400

(ii) 7. (x) = +oo si y solo si

(3.30) Upi1 — 20, + 2n — logy(apy1 — ap) — —00.
(iii) 7, () = —o0 si y solo si

(3.31) bnt1 — 2b, + 2n — logy(bpy1 — by) — —00.
(iv) 77 (x) = —o0 st y solo si b, —2n — o0

Las condiciones (3.30) y (3.31) son las més importantes para determinar la derivada im-
propia en un punto que no es de la forma . Daremos algunos unos ejemplos presentados
en [3], que ilustran como es el comportamiento de estos términos. Ya que estas condiciones

son analogas estudiaremos solo (3.30).

EJEMPLO 3.5. Si consideramos un punto x € [0, 1] con la representacion dada en (3.28)

y ademds exigimos que este cumpla con la condicion d = sup #R; < oo, se tendrd que la
ieN

diferencia entre dos términos consecutivos de la sucesion de enteros positivos {ay}nen, 10

puede excederse del valor d a,+1 —a, < d+ 1, luego

N

U1 — 20, + 20 — 108y (anr1 — ap) < (Ape1 — an) — ap + 2n —logy(d + 1)
<d+1—(a, —2n) —logy(M + 1)

<d+1—(ap1 —2n)
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Vemos que que esta desigualdad nos conduce al Teorema 3.2 presentado Kriippel en [11].
Vemos que si D,, — 400 y la cantidad de ceros es acotada se sigue que 7/(x) = +o00. Por

otra parte, si D,, = —oo y la cantidad de unos es acotada, entonces 7/(x) = —o0.

EJEMPLO 3.6. En la condicion (i) del Teorema 3.3, el término a, —2n = D, , por lo

tanto esta afirmacion es equivalente a decir que 7' (x) = +00 si y solo si D,, — 400.

De la simetria de la funcién de Takagi, basta probar solo las condiciones (i) y (iii).
El siguiente Coralario nos muestra la la importancia que tiene el término (3.30) y (3.31)

para determinar la derivada en un punto no racional diadico.

COROLARIO 3.3. En notacion del Teorema 3.3, se tiene que

(i) 7'(z) = 400 st y solo si se satisface (3.30).

(i) 7'(z) = —oo si solo si se satisface (3.31).
Demostracién: Si asumimos que (3.30) es cierto, se tiene que
Api1 — 2a, + 2n —1ogy(ani1 — ap) = apy1 — ay — logy(ani1 — ay) — (a, — 2n)
> g1 — Gp — (Qpa1 — ap) — (@, — 2n)
= —(a, — 2n).

Lo que implica que a,, —2n — +o00 y por lo tanto 7 (z) = +0c. Como las derivadas laterales
coinciden se tiene que 7'(z) = +00. Andlogamente se demuestra que 7/(z) = —oo si (3.31)

es clerta. 0



3. EL CONTRAEJEMPLO DE KRUPPEL 71

SECCION 3
El contraejemplo de Kruppel

A pesar de que Takagi dio su propia demostracion sobre el hecho de que su funcién no
tenfa derivada finita en ningin punto [17], otros autores como Hildebrandt [8] y De Rham

[16] dieron una demostracién alternas del mismo hecho basandose en la misma idea lgica.

En el Teorema 3.1, presentado al inicio de este capitulo, vimos que para un punto arbi-

trario la derivada estaba determinada por el siguiente factor

Zn: +1.
k=0

Esta argumento nos lleva a pensar a que la derivada puede existir en algunos puntos
siempre y cuando aceptemos la definicién de derivada impropia. Hildebrandt en [8], dejo
una nota donde le pedia a los lectores tratar de caracterizar el conjunto de puntos donde
la funcién de Takagi aceptaba la definicién de derivada impropia. Tres anos despies, Begle
y Ayres en [4], respodieron la nota dejada por Hildebrandt, donde estos exponian que que
7'(xz) = oo si la funcién suma de digitos deficiente cumplia con la condicién D,, — ooy

ademds se tenfa que 7'(r) = —o0 si D,, — —oc.

A primera vista esta condicién parace ser cierta, pero en realidad no lo es, pues Kriippel
[11] dio un contraejemplo de un punto tal que D,, — oo pero 7/(x) # +oo. Finalizaremos
este trabajo con una idea que apunta al contraejemplo dado por Kriippel en [11]. Como
antes debemos considerar a un x no racional diddico con la representacién dada en (3.28).

Haremos uso de la representacién

o0

1
=D g
n=1
dada en (3.28) para representar a un nimero no racional diddico. Donde {ay, }nay s una

sucesion creciente de enteros positivos. Tomemos a,, = 4", del Ejemplo 3.4 se puede observar

que x cumple con la condicién D,, — oo.
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De la Proposicion 2.4, se tiene que para todo racional diddico se satisface la condicién

T(ﬁ> :n—l—i s(k).

2l

k+1
2l

(5) ()35 Sow] 20w - o

Para [ fijo, sea k el entero tal que 5 <zr< entonces se tiene que

De donde se tiene que la diferencias de las alturas tienden a infinito. Sin embargo, si
tomamos m = a,,; — 1, entonces s(k) = n, mientras que s(k — 1) = n + a1 — ap, — 2
y s(k —2) =n+ apy1 — a, — 3. Luego, se tiene

s A T R 1 X2
) k;(f’)Igli‘ﬁzﬂ’f)—G‘Fzs(k))]

o k=0

2! 2!

= % [3m — 2s(k) — 2s(k — 1) — 2s(k — 2)] = % [4a, — api1 —6n+7].

Se tiene por regla de crecimiento que la ultima expresion tiende al infinito negativo siempre

que n — oo. Con lo que se concluye que es falso la afirmacién de Beagle y Ayres.
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