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Introduccién

Con frecuencia se afirma que: “Las Matematicas estan en todo”, aunque intrinsecamente
cierto, a veces los estudios matematicos no aparecen de forma explicita. Por ejemplo, no re-
sulta obvio que las ecuaciones diferenciales pueden aplicarse para determinar la autenticidad
de un cuadro. El conocimiento de estructuras de grupos se puede aplicar en la descripcién
de un cristal, luego, vale la pena preguntarse entonces si: se puede escuchar una acciéon sobre
un grupo? ... Tal vez puedan describir como escuchamos la musica también. En este trabajo
veremos como la musica puede ser interpretada en términos de la estructura del grupo die-
dral de orden 24 y su centralizacion, mediante la accién de dicho grupo sobre un conjunto
de acordes musicales. El grupo diedral de orden 24 es el grupo de simetrias de un poligono
regular de 12 lados, donde se pueden representar las 12 notas de la escala musical cromética
y observar, por ejemplo, como se transporta un acorde hacia otro, que no es mas que una
rotacién sobre el poligono. En el articulo “Musical Actions of Dihedral Groups” escrito por
Alissa Crans, Thomas Fiore y Ramon Satyendra [1], se ilustra como actia el grupo diedral,
sobre un conjunto de acordes musicales denominado Triadas Consonantes, mediante dos ac-
ciones. La primera accion musical del grupo diedral de orden 24 son las transposiciones y
las inversiones. Una transposiciéon mueve secuencias de acordes hacia arriba y hacia abajo.
Cuando cantantes deciden cantar una cancién en un registro mas alto, por ejemplo, ellos
hacen esto mediante transposiciéon de la melodia. Una inversiéon por otra parte es una re-
flexion con respecto a los ejes, como reflejar un rostro en un reloj con respecto a el eje de
las 0 a las 6 horas. La transposicion y la inversion forman un grupo llamado Grupo T'I. La
segunda accién del grupo diedral de orden 24 son las operaciones musicales conocidas como:
P (la operacién paralela), L (Leading tone exchange) y R (la operacién relativa). Estas ope-
raciones forman un grupo denotado como el Grupo PLR, el cual también actia sobre las
triadas consonantes. Lewin introdujo una nocién de dualidad para grupos, la cual se conoce
como dualidad de Lewin y establece que dos subgrupos, H y K, de un grupo G son duales

si el centralizador de K es igual a H y viceversa. Los autores demuestran que el grupo 7’1 y
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el grupo PLR son duales en el sentido de Lewin. El objetivo de este trabajo es generalizar
el modelo introducido por Crans para las triadas, estudiando los acordes de cuatro notas
(tétradas) y como se escriben los operadores P, L y R en este caso, asi como la dualidad de

Lewin.



Capitulo 1

Preliminares Algebraicos

1. Teoria de Grupos

DEFINICION 1.1. Un conjunto no vacio G se denomina Grupo si en él estd definida una

operacién binaria, a la que llamaremos producto, denotada por . , tal que:

e Sia,b € G entonces a.b € G.
e Sia,b,c € G entonces a.(b.c) = (a.b).c.
e Existe un elemento e € G tal que a.e = e.a = a para todo a € G.

e Para todo a € G existe un elemento a~! tal que a.a™! =a"t.a =e.

NOTA. Un grupo G se denomina Abeliano (o conmutativo) si para cualesquiera a,b € G
se tiene que ab = ba.

Una caracteristica importante de un grupo G es el nimero de elementos que contiene,
este numero se denomina orden de G y lo denotamos por O(G). En éste trabajo nos centra-

remos en los grupos de orden finito.

1.1. Ejemplos de Grupos. Daremos ejemplos de grupos muy relevantes para nuestro

estudio sobre las acciones musicales:

EJEMPLO 1.2 (El Grupo de Simetria). Dado un conjunto no vacio S, el grupo de simetrias
consiste en todas las biyecciones de S en si mismo, donde la operacion binaria definida es la

composicién de funciones. Comunmente es denotado por S, si el cardinal de S es n, o por

Sym(S)

EJsEMPLO 1.3 (El Grupo Ciclico). Consiste en todos los términos de la forma a’,i =

0,1,2...,mn — 1 con n € Z, donde se cumple que: a’ = a" = e,a’.a/ =aVsii+j<ny

al.ad =at " sii+ > n.
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EJEMPLO 1.4 (EI Grupo Diedro o diedral). Algebraicamente, el grupo diédrico o diedro
de orden n es generado por dos elementos S y T' sujetos a las siguientes relaciones:
o S"=T?%=1, paran > 2.
e 7S =S571T.

Ahora bien, el grupo diedro posee una representacién geométrica importante: sea S una
rotacién del plano euclidiano alrededor del origen con un dngulo de giro de 27 /n radianes y
sea T la reflexién con respecto al eje vertical. Luego el grupo G es el grupo de movimiento
del plano generado por S y T'. En particular nos centraremos en el estudio del grupo diedro

de orden 24.

1.2. Subgrupos.

DEFINICION 1.5. Un subconjunto H de un grupo G se dice que es un subgrupo de G si,

respecto al producto definido en GG, H es también un grupo.

Es de suma importancia tener algin criterio que nos permita verificar cuando un sub-

conjunto de un grupo es un subgrupo, para ello los siguentes lemas:

LEMA 1.6. Un subconjunto no vacio H del grupo G es un subgrupo de G si y solo si se
satisfacen las siguientes condiciones:
(1) a,b € H implica que ab € H.
(2) a € H implica que a™' € H.

Demostracién. Supongamos que H es un subconjunto de G para el cual se verifican 1) y 2).
Para comprobar que H es un subgrupo solo hace falta probar que e € H y que se verifica
la ley asociativa; esto tltimo es trivial puesto que H es subconjunto de G. Por 2); a™! € H,

luego por 1) podemos escribir ¢ = aa™! lo cual completa la demostracién. Bl
En el caso especial de un grupo finito, la situaciéon es atin mas sencilla y mas apropiada
para el enfoque de este documento, para ello es muy 1til el siguiente lema:

LEMA 1.7. 81 H es un subconjunto no vacio de un grupo G, y H es cerrado respecto a

la multiplicacion, entonces H es un subgrupo de G.
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Demostraciéon. Gracias al lema anterior, solo debemos probar la existencia del elemento in-
verso. Supongamos que a € H; entonces a™ € H ya que por hipotesis H es cerrado. Luego

m

la secuencia a,a?,...,a™,... debe estar contenida en H, que es un subconjunto finito de

G. Luego debe haber repeticiones en esta secuencia, es decir, para algunos enteros r, s con
r > s >0, a" = a*. Por la ley de cancelacién en G, a"* ! €¢ Hya ! = a5 ya que

aa’ 51 =ag"*%=¢e. Porlotantoa ' € H. R

DEFINICION 1.8. Un subgrupo N de G se dice que es un subgrupo Normal de G si para
todo g € Gy todon € N, gNg~* € N.

1

Es claro que si por gng~! representamos el conjunto de todos los gng=!, con n € N,

entonces N es un subgrupo normal de G si y sélo si gNg~! C N para todo g € G.
LEMA 1.9. N es un subgrupo normal de G si y sélo si gNg=* = N para todo g € G.

Demostracién. Si gNg=! = N para todo g € G, es claro que gNg=! C N, luego N es
normal en G. Supongamos que N es normal en G. Entonces si ¢ € G, gNg! C¢ N y
g 'Ng=g*N(g7")™' C N. Pero como g7'Ng C N, N = g(¢g7*Ng)g~! C gNg~!, de donde
N=gNg ‘I

LEMA 1.10. El subgrupo N de G es un subgrupo normal de G si y sélo si toda clase

lateral izquierda de N en G es una clase lateral derecha de N en G.

Demostracién. Si N es un subgrupo normal de G, entonces para todo g € G, gNg~* = N,
de donde (¢Ng~')g = Ng. Luego gN = Ng. Ahora supongamos que gN = Ng. Es decir,
para g € G la clase lateral izquierda g/N debe ser también una clase lateral derecha. Veamos
lo siguiente: como g = ge € g, cualquiera que sea la clase lateral derecha resultante, g/N
debe contener al elemento g; pero g esta en la clase lateral derecha Ng y dos clases laterales

distintas no tienen ningun elemento en comun, por lo tanto esta clase lateral derecha es

1 1

Unica. Luego gNg= = Ngg~ = N lo cual implica que N es un subgrupo normal de G.

Denotemos por G/N la coleccion de las clases laterales derechas de N en G.H
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TEOREMA 1.11. Si G es un grupo y N es un subgrupo normal de G entonces G/N es

también un grupo. Se le llama grupo cociente de G por N.

Demostracién. Usemos el producto usual de subconjuntos de G para obtener un producto
de G/N. Bajo estas condiciones verifiquemos que G/N es un grupo. Sean x = Na, y = Nb,
z = Nc € G/N para algunos a, b, c € G. Luego: 1)

xy = NaNb= Nab € G/N.
2) (xy)z = (NaNb)Nc = N(ab)Nc = Na(bc) (por la asociatividad en G)
= Na(Nbc = Na(NbNc¢) = x(yz).

3) Sea N = Ne € G/N. Entonces

*N = NaNe = Nae = Na = .
Analogamente Nz = . 4) Es claro que 27! = Na™! € G/N. Luego

vr ' = NaNa ' = Naa™' =e.
Anédlogamente 7'z = e. De 1) , 2) , 3) , 4) se deduce que G/N es un grupo.

LEMA 1.12. 57 G es un grupo finito y N es un subgrupo normal de G, entonces
O(G/N) = O(G)/O(N).

Demostracién. Por definicion de G/N, este tiene como elementos las clases laterales dere-
chas de N en G, y como el nimero de estas es precisamente i¢(N) = O(G)/O(N) podemos

afirmar el enunciado lema.l

DEFINICION 1.13. Una aplicacién ¢ de un grupo G en un grupo G* se dice que es un

homomorfismo si para a,b € G cualesquiera siempre, se tiene que ¢(ab) = ¢(a)p(b).

NOTA. En el primer miembro de esta relacién, el producto ab se calcula en GG, mientras

que en el segundo miembro se utiliza el producto en G*.

LEMA 1.14. Supongamos que G es un grupo y que N es un subgrupo normal de G;
definamos la aplicacion ¢ de G en G/N por ¢(x) = Nz para todo x € G. Entonces ¢ es un
homomorfismo de G en G/N.
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Demostracién. Es claro que todo elemento = € G/N es de la forma x = Ny, y € G, luego

x = ¢(y), por lo tanto ¢ estd bien definida. Sean a,b € G. Luego:

¢(ab) = Nab = NaNb = ¢(a)p(b).

DEFINICION 1.15. Si ¢ es un homomorfismo de G en G*, el nicleo de ¢, Ker(¢), se define

por:
Ker(¢) = {x € G/¢(x) = e’}

donde e* es el elemento identidad en G*.

LEMA 1.16. Si ¢ es un homomorfismo de G en G* nicleo K, entonces K es un subgrupo

normal de G.

Demostracién. Si z,y € K, entonces ¢(z) = e*, ¢p(y) = e*. Luego

o(zy) = o(x)o(y) = e'e” =€,

de donde zy € K. Ademas para x € K, por el lema anterior,
$la™) = (z)™" = ()7 = ¢,

por lo tanto 27! € K. Los argumentos expuestos anteriormente demuestran que K es un
subgrupo de G. Probemos la normalidad de K. Para k € K, ¢(gkg™') = e* con ¢(k) = e*.
Luego:

d(gkg™") = ¢(9)o(k)e(g™") = d(g)e"d(g) ™" = dlg)p(g) " = €.

DEFINICION 1.17. Un homomorfismo ¢ de G en G* se dice que es un isomorfismo si ¢

es biyectivo.

DEFINICION 1.18. Dos grupos G, G* son isomorfos si hay un isomorfismo de G sobre G*.

En este caso escribiremos G = G*.
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DEFINICION 1.19. Sea H un subgrupo de un grupo G. Se define el centralizador de H

como el conjunto de elementos de G que conmutan con todos los elementos de H, esto es:
Ce(H) = {9 € G/gh = hg, para todo,h € H} .

La definicién anterior es de mucha importancia porque nos permite dar el concepto de
Dualidad en el sentido de Lewin (o Dualidad Lewiniana), el cual es crucial para el estudio

de las acciones musicales en el presente trabajo.

DEFINICION 1.20. Sean H y K dos subgrupos de un grupo G. Decimos que H y K son
duales Lewin si Cq(H) = K y si Cq(K) = H.

2. Acciones de Grupos

Sea Q = {a, [, ...... , } un conjunto no vacio y finito. Recordemos que el conjunto Sq de

todas las biyecciones de €) se denomina grupo de simetria sobre ).

DEFINICION 1.21. Una accidn de un grupo G sobre un conjunto €2 es un homomorfismo

7 : G — Sq. Lo denotaremos por 7, é m(g).

DEFINICION 1.22. Diremos que el grupo G actiia en un conjunto € si existe una funcién:

T:Gx0—0

(9,7) — 7(g,2),

donde 7(g, z) se denotard por gz, tal que se cumpla:
(e,x) &> m(le,x) =ex =2z

y que
(99", x) = m(g9’,x) = (99")x = g(g'z).

Si se tiene que G actiia en € se dice que € es un G — conjunto. En la notacién (g, x) —
7(g,z) = gz, el hecho de escribir gz es un abuso de notacién y estd definido de manera

particular en cada caso.

A continuacion daremos dos ejemplos de acciones de grupos que se utilizan con frecuencia.
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2.1. Ejemplos de Acciones.

EJjEMPLO 1.23. Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Una accién de H sobre G

(mirando a G como conjunto) es dada por
mw(h,z) = hx
donde hx es el producto en G.

EJEmMpPLO 1.24 (La Conjugacién). Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Otra accién
de H sobre G es dada por
m(h,z) = hah™.

El elemento haxh~! se define como el conjugado de .

DEFINICION 1.25. Un subconjunto Y C € es denominado G-invariante si my(y) € Y

paratodoy €Y, g € G.

Siempre se puede tener una particiéon de {2 de subconjuntos minimales invariantes llama-

dos orbitas.

DEFINICION 1.26. Sea 7 : G — Sq una accién de grupos. La  drbita de x € Q bajo G

es el conjunto O, = {gxr =y/g € G}, con z,y € Q.

Nétese que las orbitas son G-invariantes. Se puede probar que érbitas distintas son dis-

juntas y que la unién de todas ellas es el conjunto €2, es decir, ellas forman una particion de

Q.

DEFINICION 1.27. Sea 7 : G — Sq una accién de grupos. El estabilizador de x €

bajo G es el conjunto G, = {g € G/gx = z}.

DEFINICION 1.28. Una accién de grupo 7 : G — Sq es transitiva si s6lo existe una sola

orbita de G sobre ).
EJEMPLO 1.29. Si G es un grupo y H un subgrupo de (G, existe una accién:
.G — Sg/H,

dada por
ng(xH) = gz H.
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Esta accién es transitiva.

DEFINICION 1.30. Una accién del grupo G sobre el conjunto € es libre si para g, h € G,
y x € ) se cumple que g.x # h.x. Esta condicién es equivalente a que g.x = x si, y sdlo si,

g es el elemento identidad de G.

DEFINICION 1.31. Una accién del grupo G sobre el conjunto €2 es reqular si es transitiva

y libre.

Sea 2 un G-conjunto con 7 : G x 2 — €. Diremos que dos elementos z,y € ) estan
relacionados (y escribiremos x ~ y) si, y sélo si, existe g € G tal que 7(g,z) = gx = y para

algun g € G.

PROPOSICION 1.32. Sea Q un G-conjunto. Se tiene que:

e i) ~ es una relacion de equivalencia, y sus clases son las drbitas de la accion.
e i) Para cada v € Q, G, = {g € G/gz =z} (es decir, el estabilizador de x) es un
subgrupo de G.

Demostracién. i) Verifiquemos que ~ es reflexiva, simétrica y transitiva. Para cada x € X,
ex = x, entonces x ~ x. Si x ~ y entonces existe g € G tal que gr = y para algin
g € G. Luego, v = ex = (¢g7'g)x = g '(gr) = g'y, por lo tanto y ~ x. Siz ~ ¥y, y
y ~ z, entonces existen ¢g,¢" € G tales que gr = vy, y ¢'y = z para ¢g,¢" € G. Entonces

(¢'g9)r =¢'(g9x) = g'y = z, luego = ~ z.

ii) Ahora veamos que G, es un subgrupo de G. Sean g, ¢ € G,. Luego gr =z y ¢’z = z.
Asi, (g¢")xr = g(¢'z) = gr = x. Por lo tanto, g¢’ € G,. Nétese que ex = z, luego e € G,.
Finalmente, si g € G, entonces gr =1y x = ex = (g 'g)xr = g '(g9x) = g 'x. Por lo tanto,

g ' € G,. Luego, G, es un subgrupo de G.1

El resultado fundamental sobre acciones de grupos es el siguiente:

TEOREMA 1.33 (El Teorema de la Orbita). Sea Q un G-conjunto con7: G x X — X.

St x € Q), entonces el numero de elementos de ©, es igual al indice de G, en G, es decir,

10, = |G : G,
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Demostracién. Definamos ¢ : ©, — G//G, dada por:

p(gr) = 9Ga.
Notemos que gz = hx siy sélosi hlgr = x,siysélosi h=tg € Gy, siysélosi gG, = hG,,
por lo tanto ¢ estd bien definida, es inyectiva y sobreyectiva. Luego, existe una biyeccion

entre el conjunto G/G, y el conjunto 6,.1



Capitulo 2

Preliminares Musicales

En este capitulo se expondran las nociones necesarias sobre la teoria musical indispen-
sables para el estudio y la comprensién de las acciones de grupos sobre distintas clases de
acordes. Primero definiremos de forma sencilla el sonido y sus propiedades, para luego dar los

conceptos de armonia que se requieren como soporte para el estudio de las acciones musicales.

1. El Sonido y sus propiedades

DEFINICION 2.1 (Sonido). Consiste en vibraciones en el aire, el cual es producido por
colisiones de las particulas en un medio completamente elastico, donde se propaga en forma

de ondas sonoras.

La velocidad media de moléculas de aire en condiciones normales estd entre 450 y 500
metros por segundos; el desplazamiento libre de dichas moleculas es de 6 x 10~® metros, con

lo cual se puede calcular la frecuencia de colisiones mediante la siguente férmula [2]:

Velocidad Med:
Frecuencia de Colision = coct a‘ ‘ zq ~ 10
Desplazamiento Libre

colisiones por segundo. Las vibraciones habitualmente percibidas por el oido del hombre

varian en numero desde 16 hasta 15,000 por segundo aproximadamente.

Las ondas sonoras poseen cuatro propiedades fiscas que insiden directamente en como

nuestro oido percibe el sonido, dichas propiedades son las siguentes:

e Amplitud: es el tamano de la vibracién, la cual es percibida como Intensidad.

e Frecuencia: se refiere a la frecuencia de las vibraciones, cuya percepcién auditvia se
traduce en Armonicos.

e Espectro: forma de la frecuencia del sonido, lo cual nos permite distinguir su tipo,
es decir, su Timbre.

e Distancia: que mide el tiempo que dura un sonido, es decir, la Duracion.

12
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Estas nociones pueden sufrir modificaciones por multiples razones, una de ellas, por
ejemplo, es que muchas vibraciones no consisten en una sola frecuencia. La mas importante
es que dichas nociones estan definidas desde el punto de vista de la percepcién auditiva del
sonido, y no en términos del sonido en si mismo. La mayor parte de las vibraciones musicales
son de tal naturaleza que el oido las descompone espontdneamente en cierto nimero de
sistemas de vibraciones. Sin embargo, la dificultad que se tiene al oir arménicos como sonido
no proviene de su poca intensidad, sino de que la educacién del oido esté encaminada, no

hacia la descomposicion, sino hacia la percepcién simultanea de un sonido y sus arménicos.

2. Conceptos Basicos de Armonia

DEFINICION 2.2. El signo o figura grafica que sirve para representar los sonidos dentro

de la escritura musical es lo que conocemos como Nota.

Luego de la nota musical es necesario definir la medida o distancia que existe desde una
nota hasta otra. Esta distancia es lo que se conoce como intervalo. Los intervalos se deno-
minan segun el lugar que ocupan al subir del sonido grave al sonido agudo. Por convencién
se consideran ascendentes a menos que se indique lo contrario. Se llaman melddicos cuando
los sonidos son escuchados sucesivamente y armodnicos cuando resuenan simultdneamente.
La sucesion de todos los sonidos mensurables dispuestos por orden riguroso de altura es lo

que se conoce como Fscala.

NOTA. Instrumentalmente, la facultad auditiva del hombre distingue ordinariamente los

sonidos comprendidos entre el Do grave del érgano y el Re agudo producido por el flautin.

DEFINICION 2.3. Se denomina como Tono a la nota unidad de divisién sobre el cual se
regula la afinacion de los instrumentos o de las voces. Sobre el tono se mueven las frases

musicales.

Los doce tonos de nuestro sistema moderno llevan los nombres de las primeras 7 letras
del abecedario [10]. Cada letra representa una frecuencia distinta y las letras se repiten
cuando se duplica la frecuencia del tono. El rango de tonos que comienza con una frecuencia
hasta su doble, se conoce como una octava. Convencionalmente se divide a la octava en 12

intervalos iguales, de modo que obtenemos un conjunto de notas tales que la frecuencia de
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cada una resulta de multiplicar por z = V/2, El ntimero z es, por definicién, el cociente de
las frecuencias entre un tono y otro que estd un semitono por arriba del anterior. Esto se

conoce como la afinacion equitemperada.

El cerebro humano percibe dos tonos como esencialmente idénticos cuando sus frecuencias
guardan una razén igual a 2" con r € Z. Es decir, identifica dos frecuencias u,w € (z) <

(Rx,.) cuando v~ 'w € (2'?), donde z es el ntimero real dado anteriormente. Efectivamente,

33'12 _ ( 1\2/5)12 — 27

yulw=— ¢ (2) = (x'?) significa que % — 97 para algtin r € Z. Puesto que:
u u

h:7 — (x),

n — x",

define un isomorfismo entre Z y (x), resulta que para la percepciéon humana los tonos
esencialmente distintos son aquellos del cociente:
(z) Z

= =7,
(z12) 122 "

Asi se justifica el abuso de la nomenclatura al identificar tanto a un elemento de Z como

a uno de Zs con un tono. [10]

Un tono (siendo la unidad musical) pudiera dividirse tantas veces como el oido permita
diferenciar sus partes, esto no ocurre en la actualidad, salvo cuando es dividido solamente
en dos partes. Cada una de ellas recibe el nombre de Semitono. La forma de escribir los
semitonos es mediante signos que indiquen cuando una nota debe ser elevada o disminuida
en esa distancia, en el primer caso la alteracion se define como el Sostenido (f) mientras que
en el segundo caso se define como el Bemdl (b). Estos signos se les conocen con el nombre

de Alteraciones.

Ahora podemos definir los dos tipos de escalas principales:

DEFINICION 2.4 (Escala Natural o Diaténica). Se compone de siete notas por octava

(intervalo de ocho grados). Estos sonidos, colocados dentro de una octava por orden riguroso,
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forman la sucesion diatéonica Do, Re, Mi, Fa, Sol, La, Si, que comprende cinco tonos y dos

semitonos sin alteracién alguna.

)

#_

[ fan — o
g o o o o2
©O —

Do Re Mi Fa Sol La Si Do Re

[ @ M

FiGuraA 2.1. Escala Diaténica

DEFINICION 2.5 (Escala Cromética). Es la octava es divida en doce semitonos. Explici-

tamente estd conformada por las siguientes notas:

Do, Dot/ Reb, Re, Rett/Mib, Mi, Fa, Fat/Solb, Sol, Solt/ Lab, La, Lat/Sib, Si

. = [ ]
[ il an L ey - [ T ] ol
S B " Ll = [ W ] "H_.l'.! bl ?" b
v o #—B— o Lo

FIGURA 2.2. Escala Cromaética

NOTA. Sobre éste tipo de escala definiremos las acciones musicales, pero es necesario
dar la definicién de lo que es un acorde musical, la cual (dentro de cierta doctrina) nos ayu-

dara a clasificar distintos tipos de acordes necesarios para la realizacion del presente trabajo.

DEFINICION 2.6. se conoce como Acorde a la reunién coordinada de varias notas escu-

chadas simultaneamente.

Examinados aisladamente se clasifican de acuerdo con el ntimero de sonidos diferentes
que lo componen. Para que un acorde esté bien definido como tal se requiere de un minimo

de tres notas distintas.
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Antiguamente no se ejecutaban los acordes, sino solamente intervalos de dos sonidos,
redoblados o no. En el Renacimiento fue cuando aparecieron los acordes, primero de tres y
despues de cuatro sonidos. Los acordes existen en estado fundamental y en estado de inver-
sion. Todo acorde en estado fundamental se compone de una serie ininterrumpida de terceras
(intervalos de tres grados) superpuestas, cuyo sonido mas grave es llamado fundamental. El
acorde en estado de inversion es aquel en el cual se ha invertido el orden de los intervalos y

el sonido fundamental transportado a una situacion distinta de la mas grave.

También se puede definir el concepto de escala con respecto a un acorde (o tono) dado
mediante la teorfa de grupos. Una escala E es un subconjunto de Z (al cual vemos como
tonos) tal que e'?(E) = E + 12 = E, es decir, x + 12 € E para todo z € E. Las escalas se

Z
comportan bien bajo la proyeccién canodnica p : Z — Zqo = A en el sentido de que

p (p(E)) = E.

Al conjunto p(E) C Zis se le llama la escala de un acorde. Generalmente se abusa de la

nomenclatura al referirse a una escala por su acorde.

3. Tipos de Acordes

En general, los tipos de acordes aparecen cuando se dan, en un orden especifico, los so-
nidos en la escala cromatica. Existen diversos tipos de acordes; ésta diversidad depende del
numero de sonidos que los compogan. En el presente trabajo haremos el estudio de las accio-
nes musicales sobre acordes Simples de tres y cuatro notas. Dentro del conjunto de acordes
conformados por tres sonidos, a los cuales llamaremos Triadas, estudiaremos dos tipos prin-
cipales: triada Mayor y triada Menor. El modo Mayor consiste en tocar simultaneamente
una nota fundamental (o nota raiz), una segunda nota 4 semitonos por encima de la primera
y una tercera nota 7 semitonos por encima de la nota fundamental. El modo Menor sélo
difiere del Mayor en la ejecucién de la segunda nota; ésta estard por encima de la nota fun-
damental 3 semitonos. Dentro del conjunto de acordes conformados por cuatro sonidos, a los
cuales llamaremos Tétradas, estudiaremos dos tipos principales: triada mayor incorporando

un sonido de Séptima Mayor, y la triada menor incorporando un sonido de Séptima Menor.
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Es necesario definir un punto de partida para crear un acorde, para eso definiremos a
continuacion el concepto de grado, el cual es muy ttil para diferenciar, en términos musica-

les, cuando un sonido se encuentra en una u otra escala dada.

DEFINICION 2.7. Se denomina como Grado a la “situacién” de las notas (o acordes) dentro

de alguna escala dada.

Los siete sonidos de la escala diaténica, en el intervalo de una octava, son designados por
las primeras siete cifras romanas; desde el punto de vista armoénico son: I, ténica; I1, segunda;
III, tercera; IV, cuarta; V, quinta; VI, sexta; VII séptima. Considerados desde el punto de
vista tonal (con la misma numeracién) son: ténica, super ténica, mediante, subdominante,

dominante, superdominante y subtonica.

NOTA. Para mayor comprension del lector en el presente trabajo, supondremos en todo
momento que, dado cualquier acorde que a su vez defina una escala, éste representara la
tonica, es decir, estara en el grado uno, lo cual justifica el abuso de notacion al definir ante-

riormente el concepto de escala con respecto a un acorde.

DEFINICION 2.8. Los acordes que se forman sobre los grados 1, 5 y 4 se llaman Acordes

Tonales

Los acordes tonales son llamados asi porque son los que determinan y afianzan la tona-
lidad de una obra musical, siendo practicamente imprescindibles. El acorde mas importante
es el de ténica, puesto que le da nombre a la tonalidad. Le sigue en importancia el acorde de
dominante, que incluso a veces llega a predominar mas que el de ténica. Estos dos acordes
forman la parte mas consistente del grupo, la mas rigida, pues ellos dos solos se bastan para
establecer una estructura armonica y determinar la tonalidad. El acorde de subdominante
anade suavidad al conjunto de los acordes tonales e introduce variedad y sutileza en la obra

musical.
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EJEMPLO 2.9. En la tonalidad Do mayor se tiene:
Ténica: Do (mayor)
Dominante: Sol

Subdominante: Fa (normalmente mayor)

EJEMPLO 2.10. En la tonalidad Do menor se tiene:

Ténica: Do menor
Dominante: Sol

Subdominante: Fa (normalmente menor)

El acorde de dominante siempre es mayor en ambas tonalidades (mayor y menor), y
normalmente lleva siempre anadida la séptima (nota Fa en este caso). El acorde de subdo-
minante puede ser mayor o menor, indistintamente de que la tonalidad sea mayor o menor.
Es decir: una tonalidad mayor puede llevar el acorde de dominante menor, y viceversa; una

tonalidad menor puede llevar el acorde de dominante mayor.

También es necesario introducir el concepto de Enarmonia, el cual es indispensable den-

tro de la musica para la ortografia, composicién y entendimiento arménico de toda pieza.

DEFINICION 2.11. Modernamente, significa cambio de nombre o de grafico que experi-

menta un sonido percibido por el oido sin modificacién.

Por ejemplo el Solff y el Lab, representan, para efectos de la percepcién auditiva, el
mismo sonido, cuando esto ocurre se dice que las notas son enarmonicamente equivalentes.
Asi mismo, el concepto cambia de significado cuando estan representados por combinaciones
de signos graficos, e igualmente, en la ortografia musical, una misma sonoridad escrita (por
ejemplo) en Dot o en Reb corresponde a la misma tonalidad, pero presentando un doble
recurso en el discurso armoénico. Un ejemplo se da en la obra “La Leyenda de la Ciudad

Invisible de Kitege” de Rimsky-Korsakov (1905), en la que el coro a tres voces estd escrito
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en tono S7— Mayor, mientras que las partes de los instrumentos de cuerda, la flauta, el oboe
y el tromboén estdn escritas en tono Dob; luego, en el transcurso de la pieza, el Solf y el Faf

de las voces del coro suenan al unisono con el Lab y el Solb (respectivamente ) de la orquesta.

NOTA HISTORICA. Anteriormente se definfa como la divisién del cuarto de tono,
que fue utilizada en la antigua musica griega para constituir un género en el cual los se-
mitonos se dividian en cuartos de tono, uso conservado durante largo tiempo en el canto
gregoriano, el cual desaparecio al desarrollarse el instrumento Organum en el siglo XI. Salvo
casos excepcionales, el canto a solo o la ejecucion de algunos violinistas dotados de una gran
sensibilidad de su oido, la reproducciéon y la percepcion de un cuarto de tono escapa de las

capacidades de la mayoria de los musicos.

Ahora daremos los conceptos musicales de las funciones y los operadores que nos serviran
para definir las acciones en el siguiente capitulo, las cuales son ejecutadas por los musicos

para realizar composiciones o arreglos sobre alguna pieza musical.

DEFINICION 2.12. Se conoce como la Transposicion a la operacién mediante la cual una
escala, una melodia o una pieza musical son elevados o bajados en uno o varios tonos en la

escala musical.

Un ejemplo es lo que ocurre con la famosa Fuga de Bach, la cual fija una melodia y ésta

es repetida durante la obra de manera transpuesta en la escala.

DEFINICION 2.13. Para los efectos del presente trabajo el concepto que daremos de
Inversion no sera el mismo que se maneja en la teoria musical. Mientras la inversiéon dentro
de la musica conserva el modo del acorde (mayor o menor), para el estudio de las acciones
musicales, al invertir un acorde se cambiarda de modo mayor a modo menor y viceversa a su

correspondiente tercera (mayor o menor).

Por tultimo definiremos los operadores P,L y R de manera musical.

e P (La operacién Paralela): pasa de una triada mayor a su correspondiente paralela

menor y viceversa.
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e L (Leading Tone Exchange): transporta la nota raiz de un acorde medio tono hacia
abajo, es decir, a su correspondiente séptima mayor ( se dice que cambia hacia la
“sensible”).

e 1R (La operacién Relativa): pasa de una triada mayor a su relativa menor y viceversa.

Estas operaciones forman un grupo denotado como el Grupo PLR, el cual también actia

sobre las triadas consonantes. En el siguiente capitulo veremos como se definien matemati-

camente a través de las funciones T e [.



Capitulo 3

Acciones Musicales.

En éste capitulo estudiaremos las acciones del grupo diedral sobre conjuntos de acordes
particulares, siguendo la referencia [1] y estudiando su modelo en el caso de las triadas

consonantes, y luego extender la accion al conjunto de las tétradras consonantes.

1. Clases de Acordes y Z,

Consideremos la escala cromatica:

Do, Dot/ Reb, Re, Ret/Mib, Mi, Fa, Fat/Solb, Sol, Solt/Lab, La, Lat/Sib, Si.

Siguendo las ideas de Crans, representamos las clases de notas mediante el conjunto de

12 elementos usando la correspondencia:

Do—0

Doff — 1

St — 11.

Dichos elementos pueden ser representados graficamente en lo que Crans define como el
Reloj Musical. Consideremos la cara de un reloj con los nimeros desde el 0 hasta el 11 donde
el 0 estd en la posicién de las 12 en punto. Asi determinamos, mediante la adicion médulo

12, el intervalo de una nota a otra, por ejemplo, desde Do hasta M+t hay cuatro semitonos.

21
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Sol#/La b

Fa # /Sol b

FiGuraA 3.1. Reloj Musical

El conjunto mostrado anteriormente, y a su vez representado en el reloj musical, es el
espacio de las notas musicales dentro de una misma octava, por consiguiente es necesario
definir un conjunto mas extenso, ya que en el presente trabajo nuestros objetos de estudio

seran principalmente acordes musicales.

DEFINICION 3.1. Sea X = {Do, Dof, Re........ Si}, el conjunto de las notas musicales (es
decir, la escala cromética). Definimos el Espacio de Acordes ( de m notas ), denotado por

2", como el subconjunto de p(X) tal que si z € Q" x es un acorde.

NOTA. Musicalmente, 1 < n < 12, pues no existen acordes de 1 6 2 notas, y un acorde

de mas de doce notas no seria un acorde simple.

En particular, nos concentraremos en el grupo de acordes de las triadas, es decir, conjun-
tos de 3 notas se tocan simultaneamente. Ahora bien, existen (132) = 220 subconjuntos de 3
notas del conjunto de 12 notas. Sin embargo, nos limitaremos a estudiar a los conjuntos de 3

elementos que se conocen como acordes mayores y menores, es decir, los acordes que poseen
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la propiedad musical de la consonancia.

Como vimos en el capitulo anterior, las tres notas en una triada son conocidas como la
fundamental o raiz, la tercera y la quinta (respectivamente). A cada triada se le nombra
segun la nota raiz. En nuestro trabajo, las triadas son conjuntos y el orden no importa salvo

para identificar a la raiz. Los acordes mayores y menores se definen matematicamente como:

DEFINICION 3.2. Diremos que el acorde {z,y, 2} € p(X) es un acorde Mayor si, dada

una nota raiz x € Zq, se tiene que:
{r,y=x+4,z=x+7}, Mod 12.

DEFINICION 3.3. Diremos que el acorde {z,y,2} € p(X) es un acorde menor si, dada

una nota raiz x € Zq, se tiene que:
{r,y=2x+3,z=2+7}, Mod 12.
Ahora podemos definir matematicamente el conjunto de triadas consonantes, esto es:

DEFINICION 3.4. Denotaremos como 22 como el conjunto dado por:
O =Ho,o+4,2+ 7 {22 +3,2 + 7} Jx, 2’ € Zyy}, Mod 12.

2. Transposicién e Inversién

Las funciones tienen una representacién particular en el reloj musical definido anterior-
mente. La transposicién T; corresponde a una rotacién en el reloj por 1/12 de vuelta, mientras
que la inversién I corresponde a una reflexién con respecto al eje 0—6. Estas ultimas generan

el grupo diedral sobre el poligono de 12 lados.
DEFINICION 3.5. Sea n un entero mod 12. Definimos la transposicion como una funcién
T, : Z12 — Z12 Ccomo:
T.(z) = (x +n), Mod 12.

DEFINICION 3.6. Sea n un entero mod 12. Definimos la inversidn como una funcién

In : ZlZ — Z12 Ccomo:



2. TRANSPOSICION E INVERSION 24

I,(z) = (—x +n), Mod 12.

Estas funciones estan definidas para ser aplicadas a un elemento de Zis, es decir, a una
nota puntual, sin embargo se puede inducir una aplicacién a cualquier cantidad de elementos,
por ejemplo, a un intervalo 6 a un acorde. Mas adelante se definiran los operadores P, L,

y R que actiian sobre un conjunto de acordes particular y son inducidos por las funciones

T.(x) e I,(x).

PROPOSICION 3.7. Sean las siguientes relaciones dadas por las distintas transposiciones
€ 1nversiones:

o T,, T, = Toin, Mod 12
o Tyl = Lnin, Mod 12
o 1,,T, = In_n, Mod 12
o 1, = Tpn, Mod 12.

Estas relaciones forman un grupo muy importante, al cual denotaremos como grupo T1.

Demostracion. Haremos la prueba de que T'I es cerrado solamente para las dos primeras
relaciones, las otras dos son analogas. Para la primera tenemos que:
TmoT, ="T,(Tm(x))
=Tu(z+n)

=r+n+m
=z+ (m+n)
= m+n7MOd12

y para la segunda tenemos que:
Tmol,=T,(I,(x))
=Tn(—x+n)

=—r+n+m
=—z+(m+n)

= Lnin, Mod 12
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Ahora bien, la funcion T satisface para todas las relaciones definidas anteriormente lo

siguiente:

TyoTp = Torn = Th,
Ty 0Ty = Tpio = Th,
Tool, = Iyin = In,
LoTy=Io= I,

lo cual demuestra que Ty = e. Por otro lado, las relaciones:

T, 0 T12+n = dnt124n = To =T,

T12+n o Tn = T12+n+n = T12 = To,

implican Tn_1 = Tis4y, mientras que I, o I, = T,,_,, = Ty, muestra que I;l = [,,. Final-
mente, la asociatividad se obtiene por propiedad de la composicion de funciones. Luego T'1

es un grupo. l

3. Triadas Mayores y Menores

Recordemos que Q2 es el espacio de triadas mayores y menores, que una triada consiste
en reproducir simultaneamente tres notas. Por ejemplo la triada Do-Mayor esta dada por
{0,4,7} = {Do, Mi,Sol} y puede ser representada por un triangulo en el reloj musical.
Anteriormente definimos las funciones 17" e I desde Zis a Zi5. Sin embargo, este conjunto
es insuficiente para hacer el estudio de las acciones de grupos, puesto que, en el presente
trabajo, nuestros objetos de estudio son acordes, en lugar de notas aisladas. A continuacion

definamos las funciones T e I desde el conjunto de acordes Q3.

DEFINICION 3.8. Sean n,x,y,z € Zio. Definimos la transposicién como una funcién

T, : Q2 — Q3 como:

T {z,y,z} ={(x+n),(y+n),(z+n)}, Mod 12.
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DEFINICION 3.9. Sean n,x,y,z € Zjs. Definimos la inversidn como una funcién I, :
Q2 — Q2 como:
In {l’,y, Z} = {(—J] + TL), (_y + n)u (_Z + n)} ) Mod 12.

Notese que dichas funciones se pueden definir de Q™ a Q" con n € Z,. Ahora bien,

podemos aplicar transposiciones e inversiones a las triadas mayores y menores.

3.1. Ejemplos.

EJEMPLO 3.10. Apliquemos T3 a la triada do — menor, esto seria:

T3({07 3, 7}) = {T3(0)7 T3(4)7 T3(7)} = {37 6, 10}

cuyo resultado es la triada ref — menor (o mib — menor, por equivalencia enarmonica).

EJeEmMPLO 3.11. Apliquemos Iy a la triada Do — Mayor (ver figura 3.2), esto serfa:

IO({Ov 47 7}> = {[0(0>7 IO<4)> [0(7)} = {07 57 8}

0 Fa

Fatt/Solb

Ficura 3.2. Iy Aplicado a Do Mayor
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Lo cual no resulta ser una triada mayor, esto seria una triada menor. Cominmente los
musicos denotan los acordes mayores y menores con letras maytsculas y minisculas respec-

tivamente.

Como el espacio de las triadas consonantes es finito, podemos hacer sendas listas de todas

ellas. Veamos la siguiente tabla:

Triadas Mayores Triadas Menores
Do =1{0,4,7} do = {0,3,7}
Dofi/Reb = {1,5,8} | dot/reb = {1,4,8}
Re = {2,6,9} re={2,5,9}
Reff/Mib = {3,7,10} | ref/mib = {3,6,10}
Mi = {4,8,11} mi = {4,7,11}
Fa=1{5,9,0} fa=1{58,0}
Fat/Solb = {6,10,1} | faf/solb = {6,9,1}
Sol = {7,11,2} sol = {7,10,2}
Solt/Lab = {8,0,3} | solt/lab = {8,11, 3}
La = {9,1,4} la = {9,0,4}
Lat/Sib = {10,2,5} | lat/si> = {10,1,5}
Si = {11,3,6} si = {11,2,6}

CuaDRO 1. El conjunto Q3

Observemos que, el hecho de que la funcién I,, nos permita cambiar de una triada mayor
a una menor (y viceversa), hace que la accién del grupo T'I sea transitiva sobre el conjunto
Q2. Primero verificaremos que el grupo T'I actia sobre el conjunto Q3. verificando la defini-

cion 1.20.

LEMA 3.12. EI conjunto Q3 es un TI-conjunto. En otras palabras, el grupo TI actia

sobre 3.

Demostracién. Definimos las acciones de Ty,, I, € T1 sobre x € Q32 para, a través de la

evaluacién, demostrar el lema, es decir:
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(T, x) =T xx =Tp(x) y (I, z) = I, xx = I,(x).

Es claro que e x x = Ty x o = Ty(z) = © = e(x). Luego, para f,g € TI se cumple que

(fog)xx = (fog)(x) = f(g9(z)) = f*(g*z), con lo cual concluye la demostracion del lema.l

Ahora probemos que la accion del grupo T'1 sobre el conjunto de triadas consonantes es
transitiva, es decir, que existe solamente una tinica 6rbita de (sin pérdida de la generalidad)

Do bajo T1.
LEMA 3.13. Para todo x € Q3:
(TDe ={g € TI/gr = z} = {e} = {Tv}.

Demostracién. Aplicando el teorema de la 6rbita tenemos que:

Oz = [T : (T'1),|

Pero |T'I| = 24 puesto que existen 24 funciones en 7'/. Ademds |0, = 24 dado que,

|0, = Q3. Por lo tanto obtenemos:

En el capitulo anterior se hizo referencia a tres operaciones que cambian de un acorde
a otro, respetando ciertas relaciones dentro de la teorfa musical entre dichos acordes (P, R
y L). A continuacién definiremos dichas operaciones mateméticamente como biyecciones de

3 3
22 en Q.

DEFINICION 3.14. Sean P,R y L biyecciones dadas de la siguiente manera:
PLR:Q— Q3

o P{r,y 2} =1, . {x,y,2}, Mod 12

o L{zx,y,z} =1, {x,y,2}, Mod 12

o R{x,y,z2} = Lny{x,y,2}, Mod 12
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Recordemos: la funciéon P toma una triada consonante en su paralela menor correspon-
diente; por ejemplo Do = {0,4,7} la transforma en do = {7,3,0} y viceversa. L cambia la
nota fundamental por su séptima. La funcién R, por otro lado permite pasar de una triada
mayor a su relativa menor, por ejemplo R(Do) = R({0,4,7}) = la = {4,0,9}.

Nétese que estas tres biyecciones, al igual que las funciones T, e I,,, también pueden ser
representadas facilmente en el reloj musical. Veamos un ejemplo de lo que ocurre cuando se

le aplican las funciones P, L y R a el acorde Do.

Fatt/Solb

Ficura 3.3. P Aplicado a Do
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Fa/Solh

Ficura 3.5. R Aplicado a Do

30
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Notemos que podemos usar las biyecciones definidas anteriormente y mostrar que PT} =
TP, LTy =1L,y RTy = TiR. Si comenzamos por Do y alternadamente aplicamos R y L

obtenemos las siguientes triadas:

Do, la, Fa,re, Lat, sol, Reff, do, Solt, fa, Dot, lafl, Solb, Mib, - - -

Esto nos dice que las 24 biyecciones R, LR, LRL,(LR)' = 1 son distintas, y que el
conjunto PLR tiene al menos 24 elementos, LR es de orden 12. Luego, se puede ver que

R(LR)? = P.

PROPOSICION 3.15. El conjunto PLR forma un grupo bajo composicion. En particular,

(R(LR)")™" = R(LR)",

(LR)") ™ = (LR)*

donde k = —n mod 12.

Demostracion. Como P, L y R estan definidas mediante la funcién I,, es claro que todas las
composiciones posibles permanecen en el conjunto PLR. Asi, todas las funciones cumplen
con todas las propiedades de grupo, ya que la asociatividad es una propiedad de las funciones.
Aunque sabemos que los inversos existen, es de interés ver los inversos de los generadores del
grupo PLR. Luego, para toda funcién de la forma Ro(LR)™, se tiene Ro(LR)"oRo(LR)" = e.
Por lo tanto, (Ro(LR)")™! = Ro(LR)". En cuanto a todas las funciones de la forma (LR)",

(LR)™)™' = (LR)" = (LR)"mod12 = (LR)",

donde £ = —n mod 12.1

Nétese que las demostraciones que el grupo PLR actia sobre Q2. la transitividad y la
de la unicidad de la érbita de dicho grupo, son analogas a las del caso en que G = T1.
También resulta trivial que la drbita (PLR), para toda z € Q2 es la identidad en PLR,
es decir (LR)" = e. Recordemos que tanto el grupo T'I como el grupo PLR son definidos
por aplicaciones sucesivas de las funciones T), e I,,, lo cual hace que, de manera intuitiva,

podamos suponer que existe algin tipo de relacién entre estos dos grupos mas alla de su
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definicion. Demostraremos que, efectivamente, estos dos grupos son duales en el sentido de

Lewin, definida en el primer capitulo del presente trabajo.

Antes de probar la dualidad de los grupos T y PLR enunciemos el siguente lema:
LEMA 3.16. Todos los elementos de los grupos T'l y PLR conmutan.

Demostracién. Basta mostrar la conmutatividad de los generadores de cada grupo, es de-
cir, dados T, Iy generadores de T'1, y R, (LR) generadores de PLR se puede demostrar lo

siguiente:

Tyo(LR) = (LR) o T,
TioR=RoT,
Iyo (LR) = (LR) o I,
IyoR=Ro I,

Haremos la prueba para la primera igualdad, el resto de ellas se demuestran de manera

andloga. Por la proposicién 3.7 y la definicién de las funciones P, L y R tenemos que:

Ty o (LR) =Ty 0 y+z O Lotz
T1 o (LR) = T1 o Tz—xa
T1 o (LR) = T1+z—:v7

como x,z € Zn:

Tl © (LR> = Tz—x—i—la
Tio (LR> =T, ;0 Tla
por lo tanto Ty o (LR) = (LR) o T}.1
TEOREMA 3.17. El grupo PLR y el grupo TI son duales, esto es, cada uno actia de

forma libre sobre el conjunto Q2 y cada uno es igual a la centralizacién del otro en el grupo

de simetrias Sym(22).
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Demostracion. Consideremos el centralizador del grupo T'I:

Csymp)(T1) = {g € Sym(Q2)/fg = gf Nf € TI}.
Por el lema anterior tenemos que para toda g € PLR,y f € T/I, se tiene que fg = gf.
Entonces PLR esta contenido en Csym(gg)(TI ). Veamos como es el estabilizador de z en
Clsym(az)(TT). Supongamos que existe h € Cgymaz)(T1), que deja fijo a z € Q2. Sea g € T1.

Entonces:

h(g(x)) = g(x),
de donde se sigue que h esta en el centralizador. Sabemos que T/ actia regularmente,

entonces, para todo y € Q2 existe g tal que y = g(x). Esto nos muestra que, para todo

z,y € Q3

Luego h(y) = y. Sin embargo, el tinico elemento en Clgymz)(17) que fija cualquier

elemento es e y, por lo tanto, h es el elemento identidad. Asi obtenemos
ngm(gg)(T[)m = €.

Aplicando el teorema de la érbita, se tiene:

_ |CSym(Q§) (T]> |
|CSym(Q§) (T1)q|

pues la érbita de z bajo Cgymqz)(T1) estd contenida en Q3. Asi que:

|@(T1)x| = |CSym(Q§)(T])| < |Q§| = 247

24 = |PLR| < |Caymias) (TT)].

Combinando éstas desigualdades, vemos que |Cgypqs)(T1)] = 24 y necesariamente el
centralizador de T'I es el grupo PLR. Demostrar que el centralizador del grupo PLR es el

grupo T'1, se hace de forma anédloga.ll
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Podemos concluir que los grupos 7' y PLR son duales en el sentido Lewin. En la siguiente
seccién veremos bajo cuales condiciones el modelo de Crans se puede extender a un conjunto
de acordes mas grande; el conjunto de las tétradas mayores y menores, el cual es utilizado

con frecuencia en el mundo de la musica.

4. Tétradas Mayores y Menores

Como se mostro anteriormente, el modelo de Crans estudia como el grupo diedro actia
sobre un conjunto especifico de clases de acordes: el conjunto de las triadas consonantes.
Por definicién de consonancia (dentro de la teorfa de armonia convencional) al ejecutar un
sonido adicional distinto a los que componen el acorde de tres sonidos, inmediatamente se
pierde la propiedad de consonancia. Sin embargo, los acordes definidos mediante triadas no
son los tnicos acordes que aparecen dentro de la musica como tal; por ejemplo, el conjunto
de las tétradas definido en el capitulo anterior, son acordes muy utilizados por compositores
y arreglistas. Como dicho conjunto, trivialmente, es mas extenso que el conjunto de triadas
consonantes, nos concetraremos en las tétradas que contengan una triada consonante, agre-
gando la séptima (mayor o menor) con respecto a la nota raiz; esto nos permite obtener un

conjunto de igual cardinal que el anterior.

DEFINICION 3.18. Diremos que el acorde {z,y, z, w} € p(X) es un acorde Mayor-séptima

Mayor si, dada una nota raiz x € Zi, se tiene que:
{r,y=az+4,z=2+T7,w=x+11}, Mod 12.

DEFINICION 3.19. Diremos que el acorde {z,y, 2} € p(X) es un acorde menor-séptima

menor si, dada una nota raiz x € Zo se tiene que:
{r,y=2+3,z=2+4+7,w=2x+ 10}, Mod 12.
Ahora podemos definir mateméaticamente del conjunto de tétradas consonantes, esto es:
DEFINICION 3.20. Denotaremos como 2! como el conjunto dado por:
U ={{z,rv+4,0+72+11} {2/, 2 + 3,2/ +7,2' + 10} /o, 2’ € Z1s}, Mod 12.

Seguidamente podemos hacer (asi como en el caso de las triadas) sendas listas de los

acordes del conjunto Q2 :
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Tétradas Mayores

Tétradas Menores

Do = {0,4,7,11} do = {0,3,7,10}
Doff/Reb = {1,5,8,0} | dot/reb = {1,4,8,11}
Re = {2,6,9,1} re = {2,5,9,0}

Ret/Mib = {3,7,10,2}

ret/mib = {3,6,10,1}

Mi={4,8,11,3}

mi = {4,7,11,2}

Fa ={5,9,0,4}

fa={5,8,0,3}

Fa#/Soly = {6,10,1,5}

faft/solb ={6,9,1,4}

Sol = {7,11,2,6}

sol ={7,10,2,5}

Solt/Lab = {8,0,3,7}

solt/lab = {8,11,3,6}

La=1{9,1,4,8} la={9,0,4,7}
La#/Sib = {10,2,5,9} | lat/sib = {10,1,5,8}
Si={11,3,6,10} si = {11,2,6,9}

35

CuADRO 2. El conjunto Q2

Notese que cada tétrada contiene dos triadas consonantes. Veamos dos ejemplos de tétra-

das consonantes representadas en el reloj musical.

Dada la lista anterior de acordes musicales debemos plantear la idea de si las operaciones
definidas anteriormente se pueden aplicar a este nuevo conjunto. Armoénicamente siempre es
posible, sin embargo debemos verificar que ocurre con las tétradas al aplicarle las funciones
definidas matematicamente en la secciéon anterior. Sean las funciones 7T, e I,, definidas como
en la seccion anterior. Veamos que ocurre con el acorde Do — séptima — Mayor al aplicarle

T13

Tl({07477> 11}) = {T1(0)7T1(4)>T1(7)aT1<11)} = {1757870}

Como era de esperarse, el resultado fue el acorde Doff — M ayor, puesto que T} consiste en
sumar un semitono a cada componente del acorde, por lo tanto el resultado sigue siendo un
acorde modo mayor (es decir, pertenece a la misma columna de la tabla dada anteriormente).

Ahora veamos que sucede si le aplicamos al mismo acorde Ij:
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IO({0747 7, 11}) = {10(0)710(4)7 10(7)7IO<11>} = {07 9,8, 1}

A diferencia del caso de las triadas, el resultado no es una tétrada menor, mas aun,
se obtiene que I,, = T{,41). Por lo tanto, dichas funciones preservan el modo (mayor o
menor) segln sea el caso. Con las funciones asi definidas se puede concluir, sin pérdida de la

generalidad, que la 6rbita de Do es distinta a la de do. Formalmente, ésto seria:

PROPOSICION 3.21. El grupo TI no actia de manera transitiva sobre el conjunto Q2

Demostracién. Verifiquemos la proposicién con un contraejemplo. Sean X = {0,4,7,11}, es
decir, Do-séptima mayor, y y = {0, 3,7,10}. Trivialmente no existe g € T'I tal que gz =y,
puesto que I, = T, para algin n.H

Geométricamente, las triadas representan un triangulo en el reloj musical, cuya area es
invariante por [, la cual, de manera natural, cambia un acorde mayor a uno menor. En el
caso de las tétradas, tanto las mayores como las menores, son representadas por un trapecio
isosceles, el cual si se desforma si queremos pasar de una columna de la tabla hacia la otra;
esto a su vez trae como consecuencia que las funciones P, L y R no pueden construirse
de la misma manera, puesto que, segun su definicién en la seccion anterior, éstas dependen
directamente de I,,.

Usemos el modelo de Crans para visualizar un ejemplo (ver la figura a continuacién):
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La#/Sib

Fatt/Solb

F1GURA 3.6. Doy do

Sin embargo, musicalmente dichas operaciones siempre existen, por ende, se pueden cons-
truir de manera conveniente para llegar al resultado que se desea. A continuacién redefi-
niremos matematicamente los operadores P, L y R introduciendo una constante que nos

permitira conservar su definicién como operadores musicales.

e P({x,y,z,w}) = I, {x,y,z,w} +(0,0,0,2), Mod 12
o L({z,y,z,w}) = I, . {z,y,z,w} +(0,0,0,2), Mod 12
o R{z,y,z,w}) = Ly, {z,y,2,w} 4+ (0,0,0,2), Mod 12.

Asi, los operadores actian de la misma manera sobre el conjunto de tétradas al igual que
sobre el conjunto de triadas. Veamos, por ejemplo, lo que ocurre al acorde Do — séptima —
mayor al aplicarle P,L y R :

P({0,4,7,11}) = I;({0,4,7,11}) + (0,0,0,2) = (7,3,0,8) + (0,0,0,2) = {7,3,0,10} =
do — séptima — menor

L({0,4,7,11}) = ,({0,4,7,11}) + (0,0,0,2) = (11,7,4,0) 4+ (0,0,0,2) = {11,7,4,2} =

mi — séptima — menor
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R({0,4,7,11}) = 1,({0,4,7,11}) + (0,0,0,2) = (4,0,9,5) + (0,0,0,2) = {4,0,9,7} =
la — séptima — menor

Sin embargo, las funciones P, L y R redefinidas de ésta manera, no resultan ser homo-
morfismos. Es conveniente plantearse la siguiente interrogante: se puede extender el modelo
de Crans para el conjunto de tétradas consonantes?; la respuesta es que si se puede, aunque
no para todo el conjunto Q2 como tal. El grupo T actia de forma regular sobre el conjunto
de acordes de tétradas mayores, analogamente sobre las menores. Veamos varios ejemplos

usando el reloj musical de como se puede, por ejemplo, reflejar un acorde en 2.

Fatt/Solb

Ficura 3.7. I3 aplicado a Si- séptima mayor

5. Otros Ejemplos

Mediante el modelo de Crans, veamos como el grupo diedral actia sobre otro tipo de

acordes en 3.

DEFINICION 3.22. Diremos que el acorde {z,y, 2} € p(X) es un acorde Disminuido si,

dada una nota raiz x € Zi5 se tiene que:

{r,y=2+3,z=x+6}, Mod 12.
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Nuevamente, podemos hacer una tabla de las triadas disminuidas.

Triadas Disminuidas
Do = {0,3,6}
Dot/Reb = {1,4,7}
Re = {2,5,8)
Ret/Mib = {3,6,9}
Mi = {4,7,10}
Fa= {5,811}
Faf/Solb = {6,9,0}
Sol = {7,10,1}
Solt/Lab = {8,11,2}
La={9,0,3}
Lat/Sib = {10, 1,4}

Si ={11,2,5}
CuADRO 3. El conjunto D C 3

Se puede apreciar mediante el modelo de Crans que dicho conjunto se comporta de
manera isomorfa al conjunto de las tétradas mayores (o menores). Notemos que al aplicarle
las funciones I,, y T}, a el acorde Do — aumentado podemos obtener el resto de las triadas,
en particular, el resultado de la funcién I,, nos deja dentro del mismo conjunto. Veamos los

siguientes ejemplos utilizando nuevamente el reloj musical:
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Fatt/Solb

Ficura 3.8. I, aplicado a Do disminuido

Sol 0 Fa

Fatt/Solb

F1cUrA 3.9. T} aplicado a dof disminuido
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Existe otro conjunto de triadas, llamadas Aumentadas.

DEFINICION 3.23. Diremos que el acorde {z,y, 2} € p(X) es un acorde Aumentado si,

dada una nota raiz x € Zi, se tiene que:

{r,y=2+4,z=x+8}, Mod 12.

Hagamos una lista de los acordes aumentados para observar su comportamiento.

Triadas Aumentadas
Do = {0,4,8} Mi={4,8,0} Solt/Lab = {8,0,4}
Dot/Reb = {1,5,9} | Fa={5,9,1} La=1{9,1,5}
Re = {2,6,10} Faf/Solb = {6,10,2} | Lat/Sib = {10,2,6}
Reff/Mib = {3,7,11} | Sol = {7,11,3} Si={11,3,7}

CUADRO 4. El conjunto A C Q?

El conjunto dado anteriormente, nos muestra (de forma intuitiva) como pueden actuar
otros grupos distintos al diedral. Notese que, por definicién, matematicamente si resulta de
mucha importancia el orden en el cual se coloquen las notas en las ternas, aunque auditiva-
mente representaran el mismo sonido, armoénicamente no resultan iguales. En el reloj musical
se puede notar que las ternas representan triangulos equilateros, los cuales nos arrojan tres

simetrias en lugar de una, con respecto a los conjuntos anteriores.
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La#/Sib

e Fa

Fatt/Solb

FiGuraA 3.10. T; aplicado a sol aumentado

Los conjuntos de acordes antes definidos no son triadas consonantes, sin embargo, son
utilizados frecuentemente por los miisicos para enriquecer sus obras. De igual manera, ambos

estdn contenidos en el conjunto de triadas €23.

6. Algunas Aplicaciones

En la siguiente seccién daremos algunos ejemplos de como pueden describirse ciertas
estructuras armoénicas mediante las biyecciones que se han definido matematicamente en el
presente trabajo. Para ello, mostraremos distintas variantes del joropo venezolano [11]. Exis-
ten disitntas formas de clasificar el mencionado género, bien sea por la region del pais donde
se cred o se ejecute, el tiempo de su respectivo compds ritmico, la forma literaria del canto,
los instrumentos, entre otros. En los ejemplos que daremos, se hara énfasis en las semejanzas
y diferencias entre las secuencias arménicas que lo constituyan (probablemente la mas apre-
ciable y distinguible por el oido de una persona, sin que ésta tenga conocimientos musicales),
las cuales pueden ser de forma libre o de ciclo armdnico repetitivo. Nos concentraremos en

éste ultimo sub-género.
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El Seis por Derecho: éste golpe de joropo se ejecuta en tonos mayores y tiene una secuencia
armonica dada por: Ténica, Subdominante y Dominante ( puede ser la séptima en el caso
de las tétradas). Podemos visualizarla de la siguente manera, fijando a Do como la ténica

obtenemos:

{0,4,7} — {5,9,0} — {7,11,2} — {0,4,7}.

Cuales serfan las biyecciones adecuadas para colocarlas sobre las flechas?. Las més sen-

cillas serian las transposiciones T5,T5, T5, esto nos da:

{0,4,7} = T5 — {5,9,0} — T — {7,11,2} — T5 — {0,4,7} .

Es decir, matematicamente y armoénicamente el seis por derecho puede verse de la si-

guiente manera:

T5(T2(T5({0,4,7})))
Resulta importante resaltar que no conviene desarrollar las operaciones de composicién

de funciones, asi podemos entender mejor la estructura armonica de cualquier género musical.

El Pajarillo llanero: el pajarillo es ejecutado en tonos menores. Por ende, cuando debemos
pasar al acorde dominante, debemos realizar una inversién. Esto serfa (fijando como la ténica

a do):

{0,3,7} = T5 — {5,8,0} — Io7 — {7,11,2} — T5 0 P — {0,3,7}.

Notese como, a pesar de que dichos géneros tienen la misma estructura tonal, matematica

y armoénicamente son diferentes. Dicha diferencia se tornara también de modo auditivo.

T5P(1o(T7(T5({0,3,7}))))

El Seis Numereao: al igual que el seis por derecho, éste golpe se toca en tonos mayores,
sin embargo tiene una estructura muy diferente, por ejemplo, no se inicia la pieza con la
tonica. La estructura es la siguiente: Dominante o Subdominante, Subdominante, Dominante

y Tonica.
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{7,11,2} — Typ — {5,9,0} — To — {7,11,2} — T5 — {0,4,7}.

Resulta un ejemplo interesante, puesto que, a pesar de que la ténica es Do, matematica-

mente debemos comenzar aplicando las biyecciones a Sol. Es decir:

T5(15(Tho({7,11,2})))

Zumba que Zumba: éste golpe tiene una estructura ciclica un poco mas larga, se ejecuta
en tonos menores de la siguente manera: Ténica, Dominante, Ténica, Dominante, Subdomi-

nante, Dominante, Ténica, Dominante, Ténica.

{0,3,7} — T5 — {5,8,0} — T7 — {0,3,7} — T5 — {5,8,0} — Ty 0 [ —

{7,11,2} — Ty 0 Iy — {0,3,7} = Ts — {5,8,0} .

Finalmente, la estructura en cuanto a la composicion resulta:

T7(T5(T5 o Lo(T7 o Io(T5(17(T5({0,3,7})))))))

La Chipola: es un golpe sumamente sencillo desde el punto de vista arménico. Normal-
mente se toca en modo mayor, pero posee dos periodos: uno en mayor (T, D) y otro en
relativa menor en la misma secuencia. Este estilo fue citado para ejemplificar como pudieran

fusionarse dos golpes distintos. Asi pudieramos obtener la siguiente progresién:

TSP(]O(T7(T5({07 3’ 7}))>) o R(T7({O7 47 7}))

lo cual resulta un pajarillo con chipola, estilo del popular contrapunteo de “Florentino y

el Diablo”, donde el diablo es interpretado en pajarillo y Florentino en chipola.

En el mundo se pueden encontrar géneros donde se aprecie la secuencia repetitiva, por
ejemplo el famoso Blues, el cual a su vez nos aporta un notable ejemplo de lo 1til que resulta

el uso de las tétradas.
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El Blues: existen muchas variaciones, pero todas son derivadas de esta estructura clasica
de blues, que resulta en la secuencia de Ténica, Subdominante, Ténica, Dominante, y resolu-
cién a Tonica. El blues busca un sonido basado en la “tension” musical, pretende hacer una
musica sencilla, pero no carente de movimiento, y por ello, utilizando la progresién tipica
dada anteriormente, incluye los acordes de cuatro notas, es decir las tétradas, que aportan

esa tension propia del estilo.

T5(T7(T5(T5({0,4,7,11}))))

Podemos tomar como ejemplo de un blues clasico en modo mayor el tema “Oh! Darling”
de The Beatles. Otro ejemplo similar es el del tema “Stand by me”, versionado por John

Lennon, Marvin Gaye, entre otros, la cual sirve para mostrar como actian P, L y R:

LoR(RoLoRoL(L(R({0,4,7,11}))))

Notese que, a pesar de lo sencillo que resultan las estructuras arménicas en los ejemplos
dados anteriormente, se puede apreciar la riqueza matemaética que presenta cada secuencia.
Esto resulta muy util para simplificar y ejemplificar ciclos dentro de la armonia musical.
Sin embargo, las biyecciones utilizadas durante el desarrollo del presente trabajo, pueden ser
aplicadas a otro tipo de secuencia dentro de la musica; por ejemplo, la melodia o el motivo

de una pieza. Primero definiremos éste tltimo término.

DEFINICION 3.24. Definiremos como un n-motivo a la sucesién (x;), conz; € Zyy para

todo 7.

Si denotamos por ¥ (n) al conjunto de todos los n-motivos, podemos definir las funciones

T e I tal que:

Ty h(n) — ¥(n)

(@i)iey = (yi = @ + k)j—q, Mod 12,

y también:
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L = 9p(n) — ¥(n)

(z)y = (yi = —x; + k)7, Mod 12.
Ahora veamos uno de los ejemplos mas famosos de esa aplicacién. Sea el 12-motivo dado

por:

(2,4,5,7,4,5,2,1,2,10,7,9) .

Al aplicarle T7 obtenemos:

(9,11,0,2,11,0,9,8,9,5,2,4) .

Donde el motivo se preserva a pesar de cambiar de tonalidad. El ejemplo anterior es un

motivo de la Fuga de Bach.



Conclusiones y Recomendaciones

El modelo que Crans, plantea si se puede extender a otros conjuntos de acordes, restrin-
giendo de manera conveniente dichos conjuntos, o redefiniendo la accion del grupo diedral
a otro conjunto de llegada distinto al grupo de simetrias (por ejemplo, en el grupo de si-
metrias afines). Dado que las operaciones P, L, y R musicalmente siempre pueden aplicarse,
permitiria investigar bajo cuales condiciones la dualidad entre otros grupos de notas, pudiera
extrapolarse de los acordes consonantes. De igual manera, éste trabajo sirvié para ilustrar,
una vez mas, como la matemdatica si se puede encontrar en todo ambito, no solo dentro de
la ciencia misma, sino también en areas como el arte, donde, a priori, no parecen poder

concatenarse; siendo mas especifico el caso de la musica.
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