UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE MATEMATICA

Homologia Persistente y a-Formas

Trabajo Especial de Grado presen-
tado ante la ilustre Universidad
Central de Venezuela por el Br.
Carlos Luis Noriega Méndez
para optar al titulo de Licenciado

en Matematica.

Tutor: Dr. Mauricio Angel.

Caracas, Venezuela

Febrero 2014



ii

Nosotros, los abajo firmantes, designados por la Universidad Central de Venezuela como
integrantes del Jurado Examinador del Trabajo Especial de Grado titulado: “Homologia
Persistente y a-Formas”, presentado por el Br. Carlos Luis Noriega Méndez, titular
de la Cédula de Identidad V-15.395.087, certificamos que este trabajo cumple con los
requisitos exigidos por nuestra Magna Casa de Estudios para optar al titulo de Licenciado

en Matematica.

Dr. Mauricio Angel
Tutor

Dr. Wuilian Torres

Jurado

MsC. Adriana Padrén

Jurado



1ii

A Dios y a mi familia.



iv

Agradecimiento

A Dios por darme la oportunidad de apreciar el fascinante mundo de las matematicas.
A mis padres por apoyarme en cada momento vivido. A mis profesores por compartir sus
geniales conocimientos y a mi companera de vida, sin la cual no hubiese tenido la paz y

tranquilidad necesaria para desarrollar este Trabajo Especial de Grado.



Indice general

Introduccién

Capitulo 1. Preliminares.
1. Homologia Simplicial.

2. Homologia Persistente.

Capitulo 2. «a-Formas
1. Introduccion a las a-Formas.
2. Definicion formal de a-Formas

3. Homologia Persistente y a-Formas.

Capitulo 3. Reconstruccién 3D a partir de imagenes de rango.

1. Algoritmo de Reconstruccién.

2. Ejemplo de reconstruccién de superficie.
Capitulo 4. Conclusién y trabajo a futuro.

Apéndices.
1. Imégenes de Rango.
2. Diagrama de Voronoi en el plano.

3. Rutinas en MatLab.

Bibliografia

16

20
21
25
30

32
32
34

42

44
44
A7
49

53



Introduccién

La Homologia Persistente [21] es una técnica que permite el estudio de la duracién de
atributos topoldgicos. Esta técnica consiste en el célculo de los niimeros de Betti asociados
a una sucesion de cadenas de complejos y se utiliza para medir la persistencia de clases de

homologia a través de la variacion de un parametro especifico.

El concepto de persistencia homoldgica tiene sus origenes en la década de los 90, en el
trabajo de Frosini y colaboradores en Bologna [13], Italia, en la tesis doctoral de Robins [22]
en Boulder, Colorado y en el proyecto de biogeometria de Edelsbrunner [5] en Duke, Califor-
nia del Norte. Sus ideas convergen a que a partir de un conjunto de datos X = {z;}!*, C R,
se le puede construir una filtracién de complejos K; C Ky C --- C K, a la cual se calculan

invariantes topologicos para determinar la forma representada por X.

La Homologia Persistente tiene muchas aplicaciones en computacién grafica [1], recono-
cimiento 6ptico de los caracteres de un texto [18], en redes de sensores, en el estudio de

moléculas biolégicas [16], entre otros.

Por otra parte, en la iltima década, las imégenes de rango obtenidas de scanners de laser
[3] han sido una importante herramienta en el disefio y fabricacién industrial. Estos scanners
3D pueden captar una nube de puntos que yace en la superficie de un objeto sin importar el
grado de complejidad geométrica que pueda tener. Para que el resultado de la digitalizacion
sea computacionalmente 1til, se debe convertir dicha nube de puntos en una superficie com-
puesta por poligonos a través de complejos simpliciales. Este proceso no es trivial, ya que las
conexiones aparentes entre puntos vecinos dependen de las suposiciones sobre la suavidad y

otras propiedades de la superficie en cuestién, como por ejemplo la conexidad.
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Actualmente, existe un creciente interés por el problema de la reconstruccién de la forma

de un objeto proveniente de imdgenes obtenidas de scanners 3D [1].

El presente trabajo consiste en la aplicacién del método de a-Formas a la recostruccion
3D. Este método, descrito por Edelsbrunner en [7], nos permite visualizar o interpretar la
forma que representa una nube de puntos mediante el estudio de la Homologia Persistente

asociada a una sucesién de complejos simpliciales.

En el capitulo 1 se expone la teoria basica de homologia simplicial y su influencia en
la Homologia Persistente. Asimismo, se presenta un método para el calculo de los ntimeros
de Betti asociados a complejos simpliciales. El capitulo 2 estd dedicado al método de a-
Formas, comenzando el estudio con una idea intuitiva y culminando con la definicién formal.
Finalmente, en el capitulo 3 se presenta un ejemplo del problema de la reconstruccién 3D
de un objeto a partir de una nube de puntos y su posible solucién mediante la aplicacion de

Homologia Persistente en el método de a-Formas [18].



Capitulo 1

Preliminares.

La Teoria de Homologia comienza siendo un campo de la Topologia y es Jules Henri
Poincaré (1854-1912) el primero en dar una definicién de esta disciplina en su Analysis Situs
en 1895 como se expone en [17]. El objetivo radica en estudiar los grupos de homologia, lo

cual es a grosso modo, una manera de clasificar invariantes.

El Algebra Homolégica tiene aplicaciones incluso en otras ramas del algebra, por ejemplo:
los grupos finitos o algebras de Lie tienen grupos de homologia asociados. Entre los diver-
sos tipos de homologia, una de las mas recientes es la Homologia Persistente, una técnica
algebraica para medir propiedades topoldgicas. En este capitulo, se explicard brevemente la
teoria bésica necesaria para el estudio de la Homologia Persistente aplicada al método de

a-Formas.

1. Homologia Simplicial.

La homologia simplicial es una herramienta para construir informacion algebraica de
espacios topoldgicos. Forma parte de las nociones basicas de Topologia Algebraica, las cua-
les proporcionan una manera de entender el problema planteado en este Trabajo Especial
de Grado. Para introducir el concepto de Homologia iniciamos con la presentaciéon de los

complejos simpliciales.

1.1. Simplices.

Dado un conjunto V' = {po,p1, -+ ,pr} de puntos en R", se dice que V' es un conjunto
afinmente independiente, si al tomar un elemento de V', en instancia p,, el conjunto de vec-
tores {p1 — po, P2 — Po, "+ ,Pr — Po} es linealmente independiente o, equivalentemente, si el
conjunto de k + 1 elementos de V' no esta contenido en ningin plano (k — 1)—dimensional.

A dicho conjunto V' se denomina Conjunto de Vértices.
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DEFINICION 1.1. Param € Ny 0 < k < m, el k-simplice o simplice de dimensién k

generado por los k£ + 1 puntos de V' denotado por Ay, =< pg p1 -+ pr > es el conjunto:

k k
Ak:{xERm:x:ZAim con \; = 0parai=0,--- ,kyZ)\izl}
i=0 i=0
k
Para z € Ay tal que z = Z)‘ipi’ el punto (Ao, A1, -+, Ax) es llamado coordenadas ba-
i=0

ricéntricas de .

Noétese que para pg, p1, p2, p3 € R?, un 0-simplice Ay =< py > es un punto, un l-simplice
A1 =< pg p1 > es el segmento de recta que une py con pp, un 2-simplice Ay =< pop1p2 > €s
el tridngulo de vértices pg, p1, p2 con su interior y un 3-simplice A =< pg, p1, p2, p3 > es el

tetraedro de vértices pog, p1, p2, p3 con su interior inlcuido. Esto se observa en la Figura 1.1.

Po Po
b ———————————————
Po Po P &
, P, A P,
0-simplice (punto) 1-simplice (segmento) 2-simplice (triangulo) 3-simplice (tetraedro)

FIGURA 1.1. Simplices en A2,

De esta manera, se interpreta a un k-simplice como la menor capsula convexa ! que
encierra a k + 1 puntos afinmente independientes, asi como también puede decirse que los

simplices generalizan el concepto de tridngulos a dimensiones mayores que 3.

1La cépsula convexa de un conjunto de puntos V' C R™ es el menor conjunto convexo que contiene a V.
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DEFINICION 1.2. Sean pg, p1,- -+, pr, puntos afifnmente independientes en R™ (k < m)

Y {Pigs Pivs -+, i, } una permutacion de ellos. Se dice que {po,p1,--- ,pr} es equivalente a

{pimpip e 7pzk} sl

es una permutacién par.

Al ser la relacion anterior de equivalencia, un k-simplice orientado es una clase de equi-
valencia. Un k-simplice con orientacion pg,p1,--- ,pr se denota por Ay, mientras que el
k-simplice con orientaciéon opuesta pg, pe,- -+ ,po se denota por —Ag. De todas las (k + 1)!
ordenaciones, la mitad son de clase par, es decir, mantienen la misma orientacién escogida

inicialmente, mientras que la otra mitad corresponde a la orientacion opuesta a la inicial.

Generalmente se utiliza la notacion (p, p; --- px) para representar un k—simplice orien-

tado recorrido desde py hasta py.

DEFINICION 1.3. Dado V ={po,p1,- - ,pr}C R™ (k < m) Sea 0 < r < k. El r—simplice
A, =< piy Piy - i, > generado por elementos de V es llamado una r—cara de Ay la cual

se denota por A, < Ay.

1.2. Complejos Simpliciales.

DEFINICION 1.4. Sea K un conjunto finito de simplices en R™. Se dice que K es un

complejo simplicial si los simplices de IC satisfacen:

1.- Para Ap € Ky A, < Ay, se satisface que A, € K. Esto es, una cara arbitraria de un

simplice en K pertenece a K.

2.- Si Ay A’ son dos simplices de K entonces 6 ANA' =06 ANA <Ay ANA' <A

Es decir, la interseccion de dos simplices en K es o bien vacia o es una cara de ambos simplices.
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Basicamente, un complejo simplicial es un conjunto cuyos elementos son simplices y la
topologia en K es la inducida por la topologia de R™. La unién de los simplices de K es un
subconjunto de R™ al cual llamamos politopo del complejo simplicial X que denotamos por

|K|. Para el caso m = 2 y m = 3 se utilizan los términos poligono y poliedro respectivamente.

EJjempLO 1.5. Para V' = {po, p1, p2, P3, P4, Ps }, un complejo simplicial sobre V' estd dado

por el siguiente conjunto:

\

(0= simplices : (po), (p1), (p2), (ps), (p4), (1),
1 — simplices : (po p1), (po p2), (P1 P2),
(P2 3), (p3 Pa), (P3 P5), (P4 P5),
\ 3 — simplice : (py p1 p2) )

Y su realizacién geométrica se ilustra en la Figura 1.2:

Po P4
b P

P Ps

Ficura 1.2. Complejo simplicial del ejemplo 1.5

EJEMPLO 1.6. En la Figura 1.3 se ilustra un ejemplo de un complejo simplicial en A3,

FiGURA 1.3. Complejo simplicial en A3
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1.3. Grupos de cadenas de un complejo simplicial.

Dado un complejo simplicial K, se denota por S,(K) al conjunto que contiene los n—simpli-
ces orientados de K y C,(K) al grupo abeliano ? generado por S,(K) construido como se

presenta a continuacion.

Sea k,, el nimero de n—simplices en K denotados por A, con 1 < i < k,. Un elemento

c € C,(K) se llama n—cadena y se expresa como:

kn,
c= E iy,
i=1

Donde cada ¢; € Z y sélo un nimero finito de ellos es no nulo. A continuacién se verifica

que se satisfacen los axiomas de grupo.

kn b
Suma. Sean ¢ = Z ciAp, y =5 cdA,, dos n-cadenas de C,,(K). Se define la suma de
i=1 =1
¢y ¢ como:
kn,

c+cd = Z(CZ + A,

=1

kn
Elemento Neutro. Se define como 0 = ) 0A,,.

i=1
kn, kn

Elemento inverso. Si ¢ = c;A,, entonces su inverso es —c = E —Cci A,
i=1 =1

Asi, C,,(K) es un grupo abeliano de rango I,, que se llama grupo de n-cadenas de K.
OBSERVACION 1.7. Nétese que al construir C,,(K) se tomaron coeficientes en Z; sin

embargo, la misma construccion es valida al tomar coeficientes en una anillo R, en cuyo

caso, se tiene que C,,(K) es un R—mdédulo. En lo sucesivo, los coeficientes se tomaran en Z.

2Un grupo G = (G, *) es abeliano si para cualesquiera a,b € G se satisface que a * b = b * a, es decir, si

es véalida la propiedad conmutativa con respecto a la operacién x.
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EJEMPLO 1.8. A partir del complejo simplicial I dado en la Figura 1.2, los 3 primeros
grupos de cadenas asociados son:

5
o Cy(K) = {izzoci(pi) G €LY 2L D - DL, el Z—mbdulo libre generado por los

6 factores
0—simplices de KC (vértices)

o (1 (K) = {c1(po p1)+ca(po p2)+c3(p1 p2)+ca(p2 p3)+c5(ps pa)+ce(ps ps)+c7(pa ps) -
G €lyi=1---T}2Z & - D7, el Z—mbdulo libre generado por los 1—simplices
—_———

7factores

de K (segmentos)
o (5(K) = {c(po p1 p2) : ¢ € Z} = Z, el Z—mbdulo libre generado por el 2—simplice

de K (tridngulo con interior)

1.4. Cadenas de complejos. Grupos de ciclos y grupos de bordes.

Se inicia esta seccion con la definicién de operador frontera, una pieza fundamental en

la construccién de cadenas de complejos simpliciales.

DEFINICION 1.9. Dado A, = (pg p1 -+ pr) con (r > 0) un r-simplice orientado, la

frontera o borde 0,(A,) es la (r — 1)—cadena definida como:

Donde p; significa que ese punto ha sido omitido.

La aplicacién 9, : S,.(K) — S,_1(K) es un operador que actia sobre A, para producir

su frontera. Tomando C,.(K), es posible extender 0, linealmente de la siguiente manera:

T
Para ¢ = Y ¢;A,, se tiene:
i=1

T

0,() = 3 0 (A

=1
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T

Siendo > ¢;0,,(A,,) un elemento de C,_1(K), tenemos que 0, : C,.(K) — C,_1(K) es un
i=1
homomorfismo ? llamado operador frontera que cumple con la condicién de nilpotencia, es

decir, 0, o 9,41 es nula, resultado que se verifica en seguida.

TEOREMA 1.10. La aplicacion compuesta 0,0 0,y1 : Criy — Cr_1 es la aplicacion nula,

es decir, (Op41 0 0ry1)(c) = 0 para toda (r + 1)—cadena ¢ € Cy41(K)

Demostracion:

9r(0r11(A)) = 0, <Z(—1)i(p0 pL ot Piocc pr+1)>

=0
r+1
=> (=1)0u(po pr -+ Bi +++ Dra1)
=0
r+1 i—1
= Z(—l)l (=1)’(po p1 D Dj - Pri1)
i=0 §=0
r+1
+ > (=W (popr <+ Pi - Dy ocer Dra)
j=it1
= Z(_1>i+j<p0 4! ﬁz ﬁj U pr+1>
j<i
- Z<_1)i+j(p0 h ]A)z ﬁ] T pr—f—l)
J>i
=0.

DEFINICION 1.11. El ntcleo y la imagen de 9,, Z,.(K) = Ker(0,), B,.(K) = Im(d,), son

llamados grupo de r-ciclos y grupo de r-bordes respectivamente.

OBSERVACION 1.12. Puesto que C,(K) es un grupo abeliano, B,(K) es un subgrupo
normal de C,_;(K)

3Dados dos grupos (G,%) y (H,o), una funcién ¢ : G — H es un homomorfismo (de grupos) si para
todo a,b € G se cumple que ¢(a *b) = ¢(a) o P(b)
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COROLARIO 1.13. Sea IC un complejo simplicial n dimensional. Una sucesion de grupos

de r-cadenas y operadores frontera {(C,(K),0,) }o<r<n con representacion:

an—l

— Cn_Q (’C)

8n—2

0 <50, (K) 2% 01 (K) Tt P ok 2 oK) 25 0

es una cadena de complejos, la cual se conoce como cadena de complejos simpliciales de K.

OBSERVACION 1.14. Dado que 0,1 0 8, = 0, de la representacién anterior es claro que
B, (K) C Z,_1(K).

Por otra parte, al ser C,.(K) el Z-mdédulo libre generado por los r—simplices de K, se
puede representar a 0, matricialmente con respecto a la base estandar. Esta matriz se llama

r—ésima matriz de incidencia del complejo simplicial AC.

Si k, es el nimero de r—simplices y k,_; el nimero de (r — 1)—simplices, al aplicar 0,
a los r-simplices de la base de C,(K) y disponerlos en columna para construir a M, esta

resulta de orden k,_; X k, con entradas dadas por:

1 st Az S 8(AJ)
[Mr]ij = —1 st — Az € G(A])
Donde A; y A; son el (r — 1)—simplice asociado a la fila ¢ y el r—simplice dispuesto en

la columna j respectivamente.

EJEMPLO 1.15. Para el complejo simplicial de la Figura 1.2, la matriz de incidencia

asociada a 0, es:

(pop1) (Pop2) (prp2) (p2p3) (p3sps) (Psps) (paps)

o) [ 1 1 0 0 0 0 0
)| -1 0 1 0 0 0 0
()| 0 ~1 ~1 1 0 0 0
)| o 0 0 ~1 1 1 0
()| 0 0 0 0 ~1 0 1
)\ 0 0 0 0 0 ~1 ~1
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1.5. Grupos de Homologia.

Asociado a un complejo simplicial n—dimensional K, se tienen los grupos:
B,11(K) € Z,(K) € C(K)

En seguida se explicard la informaciéon topoldgica que se puede extraer a partir de estos

grupos.

DEFINICION 1.16. Sea K un complejo simplicial n—dimensional, para 0 < r < n, el

r—eésimo grupo de homologia asociado a K estd definido por el cociente:

OBSERVACION 1.17. Dada la estructura de subgrupo normal de B,.1(K), el r—ésimo
grupo de homologia de I, H,(K) esta bien definido. Por convencién, H,.(K) = 0 parar > n
yr<0.

Los elementos de H,.(K) son llamados clases de homologia y dos r—ciclos z y 2’ estan en
la misma clase, si y sélo si z — 2 € B,.1(K) en cuyo caso decimos que z es homdlogo a 2’y
lo denotamos por z ~ 2. Geométricamente, z — 2’ es la frontera de alguna (r 4+ 1)—cadena.

Por definicién, cualquier borde b € B, 41(K) es homdlogo a 0, puesto que b — 0 € B, 1(K).

H,.(KC) contiene las clases de r—ciclos que no son borde de alguna (r + 1)—cadena. Un
r—ciclo en H,(K) representa lo que se conoce como hueco o agujero de dimensién r; por
tanto, la homologia mide la conexidad y la cantidad de huecos de dimensién r de un espacio

topolégico triangulable.
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1.6. Triangulacién y homologia.

El objetivo de la Topologia Algebraica es medir propiedades de espacios topolégicos utili-
zando métodos algebraicos. Para extraer informacién de un espacio topolégico X, se asocia
una separacién en simplices orientados (puntos, segmentos, tridngulos...) Esta operacién de

asignacion es la que se conoce como triangulacion.

DEFINICION 1.18. Sea X un espacio topoldgico. Si existe un complejo simplicial K y
un homeomorfismo T : |K] — X, se dice que X es triangulable y (K, T) conforma una

triangulacion de X.

Con esta definicién, puede decirse que a menudo se interpreta a |K| como el espacio

topoldgico cuya triangulacion es K.
EJEMPLO 1.19. La Figura 1.4 muestra una triangulacién del cilindro $' x [0, 1].

Un resultado interesante es el siguiente: al considerar una triangulacién (I, 7) de un
espacio topolégico X, los grupos de cadenas C,.(K) cuentan los simplices de dimensién r y

el operador borde 0 entre ellos codifica la manera en que los simplices se asocian a X.

F1GURA 1.4. Triangulacién de un cilindro.
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Es importante resaltar que los grupos de homologia asociados a un espacio topoldgico no
dependen de la triangulacion; consecuencia directa del hecho de que los grupos de homologias

son invariantes topologicos, especificamente:

Dados K, £ dos complejos simpliciales, un morfismo simplicial f : K — £ induce una
funcién continua |f| : |[K| — |L£] lineal en cada simplice de K, la cual a su vez, induce
un homomorfismo f, : H,(K) — H,(L), sin embargo, aunque no toda funcién continua
entre poliedros es lineal, tiene sentido tomar en cuenta funciones continuas entre poliedros
que induzcan homomorfismos entre grupos de homologia gracias al teorema de aproximacién

simplicial de funciones continuas entre poliedros [19].

El razonamiento anterior conlleva a un resultado importante: los grupos de homologia
son 1nvariantes topoldgicos, es decir, no dependen de la triangulacién de X. De manera més

precisa se tiene el siguiente teorema:

TEOREMA 1.20. Sean X e Y dos espacios topolégicos homeomorfos y sean (K, Tx) y

(L, Tz) triangulaciones de X eY respectivamente. Entonces:

Y por tanto:

Demostracién extensa. Véase en [20].

En el caso particular en que (IC,Tx) y (£, 7Tz) son triangulaciones de X, se tiene que

H,.(X) no depende de la triangulacién elegida.

A continuacion se explicara de forma explicita el vinculo entre los grupos de homologia
y las propiedades intrinsecas de un espacio topoldgico a través del nuimero de clases de
homologia. El cédlculo de la cantidad de estas clases es el objetivo central de los llamados

Numeros de Betti.
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1.7. Nimeros de Betti y Conexidad.

En honor al matématico Enrico Betti (1823-1892), Poincaré define por primera vez los
numeros de Betti. La importancia de estos nimeros radica en que proporcionan una idea
de conexidad de orden superior al numerar los ciclos tales que ninguna combinacion lineal
es homologa a cero, esto es, el r-ésimo nimero de Betti representa el maximo nimero de

r-ciclos independientes que existe en una triangulacién arbitraria de V', mas precisamente:

DEFINICION 1.21. Dado un complejo simplicial n—dimensional K, el r—ésimo nimero

de Betti, denotado por (,.(K) es el rango del r—ésimo grupo de homologia H,.(K).

La definiciéon 1.20 clarifica la relacion entre los nimeros de Betti y la conexidad, ya que
B-(K) contabiliza la cantidad de r—ciclos generadores presentes en un complejo simplicial,
es decir, los huecos r—dimensionales de K. De esta manera, [5,(K) cuenta el nimero de
componentes conexas o huecos de dimensién 0, £;(K) los de dimension 1, 55(K) los de

dimension 2 y asi sucesivamente.

EJEMPLO 1.22. Sea X un toro. Sus niimeros de Betti son 5y = 82 = 1y 1 = 2. 5y indica
que el espacio tiene una componente conexa, mientras que (; senala que existen dos clases
de dimensién 1 representadas con color azul en la Figura 1.5. El valor de 5 sugiere que el

espacio tiene un hueco de dimensién 2: la regiéon vacia interna cerrada.

F1GURA 1.5. Dos clases independientes de dimensiéon 2 en el torus.
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1.8. Calculo de los ntimeros de Betti.

El r-ésimo ntimero de Betti asociado a un complejo simplicial corresponde al ntimero de

r-ciclos independientes que no son borde, es decir:

(11) ﬁr(K:> = Rg<Zr) - Rg<Br+1)

Por tanto, ,(K) se puede calcular de manera sencilla considerando la r-ésima matriz de

incidencia M, y tomando en cuenta que:

(1.3) Rg(By11) = Rg(M;41)
De manera que, al sustituir (1.2) y (1.3) en la ecuacién (1.1) se tiene que:

ﬁr(’c) = k:r - Rg(Mr) - Rg(MT-‘rl)

EjemMpPLO 1.23. Para el complejo simplicial de la Figura 1.2, en el Ejemplo 1.14 se

mostré la matriz M;. La matriz M, esta dada por:

(po p1 p2)
1
-1

o o o O =

Y asi, siendo k, =7, Rg(M;) =5y Rg(Ms) = 1, se tiene que:
B=T7T-5-1=1

Con el resultado 3; = 1 se identifica el agujero de dimensién 2 correspondiente al tridangulo

con vértices ps,ps v ps sin el interior.
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2. Homologia Persistente.

Desde una perspectiva combinatoria, es posible generar diversos complejos simpliciales a
partir de un conjunto de puntos. El problema radica en construir un complejo simplicial que
mantenga las propiedades topoldgicas de un objeto a partir de una muestra determinada. La
Homologia Persistente contribuye a la solucién de este problema. Para un estudio a fondo

de Homologia Persistente, véase [6].

Por otra parte, es posible demostrar que dado un conjunto de puntos, en realidad sélo
existe un numero finito de complejos simpliciales que pueden ordenarse como una sucesion
creciente. Este es el concepto de filtracion de un complejo simplicial, cuyo enunciado se da a

continuacion.

DEFINICION 1.24. Dado un complejo simplicial K, una filtracién de K es una sucesién
anidada K° ¢ K! ¢ K? C --- € K™ = K de subcomplejos de K.

Un ejemplo de filtraciéon de un complejo simplicial se puede ver en la Figura 1.6 tomando

el complejo simplicial de la Figura 1.2.

Py . Po Po . Py
P Dpz [>P2 Ps
P P P . D5

K° K' K?
Po Py Py Py Po Py
DPJ P<l P Ps P> Ps
124 Ps 12} Ps P Ps
4
K’ K K°=K

FiGurA 1.6. Filtracién de un complejo simplicial.
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En consecuencia, se ha establecido la existencia de un complejo simplicial maximal a

partir de un conjunto de puntos en el que estos constituyen los 0—simplices.

Notacién: Dado un complejo simplicial filtrado K y tomando la j—ésima componente
de la filtracién K7, se denota a C,(K7), Z.(K’), B,y1(K7) y H,.(K?) por CI, ZI, Bl vy
HJ respectivamente. Por tanto, se puede representar la filtracién del complejo simplicial

mediante el diagrama:

0 0 0 0
7 7 7 %
i0 il m—2 m—1
Ch —— Ch — — Oyt =y
80 a1 om—1 om
0 i1 1 in1 iy 1 i m
Cnfl - Cnfl Cn 1 T Cnfl
2R 94 ot oy
89 03 oyt or
Cg i9 021 il jm—2 2m_1 i) an
a3 a3 oyt o3’
Clo i9 Cll i1 im? In—l i) C{n
o o} oy op
Cg i8 C& 1(1] ig -2 671_1 ﬁ) an
% % ot o
0 0 0 0

Donde 4/ es la aplicacién inducida por la inclusién entre los r—simplices de K7 y los de
IC7T1. Més atin, para j < p, se denota por 2 a la aplicacién inducida por la inclusién entre
los r—simplices de K’ y los de KP. Con esta notacién se presenta la definicién de Homologia

Persistente para complejos simpliciales filtrados.
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DEFINICION 1.25. El p—persistente r—ésimo grupo de homologia de K7, denotado por

HIP estd definido por el cociente:

Hj,p _ Zi’p(Zg“)
" BYL NnidP(Z))

Los elementos de H7P son los r—ciclos de K’ que perduran hasta KP?, por tanto, el
p—persistente r—ésimo nimero de Betti 377 cuenta los huecos de dimensién r que se forman
en la componente j y persisten en la componente p. Si tomamos o > 0 como el pardmetro

de la filtracion, es posible definir la persistencia de la siguiente manera:

DEFINICION 1.26. La persistencia es una medida de la duracién de un r—ciclo definida
como la diferencia entre el valor de o para el cual el r—ciclo se produce y el valor a para el

cual el r—ciclo se le anade su interior al formarse el (r + 1)—simplice correspondiente.

EJjEMPLO 1.27. En la filtraciéon mostrada en la Figura 1.6, el hueco o clase 2—dimensional
representada por el tridngulo de vértices pg, p1,pe (en azul) se forma en la componente K*
y se cierra en la componente K°, mientras que el hueco de dimensién 2 destacado en color

rojo que se forma en la componente K? no se cierra.

Py . Py Py . Py
\ P p; P
P . P / P . Ps
K° K' K?
Py .+ Py Py .+ Py Py » Py
\ P> Ps \ P> P; P> Ps
P < Ps P / < Ps b < Ps
K? K* K>=K

Ficura 1.7. Clases de homologia persistentes de dimension 2.
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2.1. Cédigos de Barra.

Para dar una idea del significado de la Homologia Persistente, se ofrece una breve des-
cripcién de la manera usual de visualizacion de la persistencia. La persistencia de una clase
de homologia r—dimensional puede representarse mediante un intervalo. Una clase de homo-
logfa que se produce en una componente K* de una filtracién continua y concluye al ocurrir
la componente K7 (i < j) se dice que persiste en [z, 7). Si dicha clase se produce a un nivel

K" y no concluye, utilizamos el intervalo [i, c0).

Se entiende por codigo de barra a la representacion grafica del conjunto de intervalos de

persistencia resultantes de una filtracion.

EJEMPLO 1.28. Los codigos de barra de grado 0 y 1 asociados a la filtracién de la Figura

1.6 se muestran en la Figura 1.8

B B,
<ps> [ @)
<Ps> [ @)
<p;> [ @) <P;>—<Py> - <Ps> @I
<Pr> e <Py>-<Pi>-<Pr> QI
<h>| o GED X K K K K K
<Pop> GI—

K° K' K> K* K* K°

Ficura 1.8. Ejemplos de codigos de barra.

En el caso del codigo de barra de Sy, el vértice (py) es una componente conexa que se
produce en el nivel 0 y persiste indefinidamente al contrario del vértice (ps), el cual persiste
entre las componentes K2 y K3. En el caso de 3, donde los huecos son las clases de homo-
logia de dimensién 1, un hueco entre los segmentos (po p1), (po p2), (p1 p2) aparece en el nivel
1 de la filtracion y se cierra con el tridngulo (py p; p2); mientras que el hueco que aparece en

el nivel 3 de la filtracién no desaparece.



Capitulo 2

a-Formas

Uno de los problemas mas dificiles en la reconstruccién de la forma a partir de una nube
de puntos es comprender como conectar los puntos para formar una superficie que tenga las
mismas propiedades topoldgicas y caracteristicas geométricas de la original. Las a-Formas
fueron introducidas en el plano por Edelsbrunner en [10] y extendidas a dimensiones altas en
[11], como una herramienta geométrica para entender la forma de un conjunto no organizado

de puntos.

El objetivo inicial de las a-Formas fue dar una respuesta a las deficiencias que tiene el
procedimiento del célculo de la capsula convexa de un conjunto de puntos utilizando una
linea pivote, como se presenta en [15]. Con el método de a-Formas, en lugar de tomar una
linea, se considera un disco de radio @ > 0 para precisar el contorno de la forma [10]. Existen

tres categorias en las que se aplica el método de a-Formas:

Reconocimiento de Patrones. Caracterizacion de distribucién de puntos

en el espacio (por ejemplo galaxias en el universo)

Procesamiento del muestreo digital de formas. Reconstruccién de la

forma de un objeto a partir de una muestra finita de puntos sobre la superficie.

Biologia estructural molecular. Modelado de aspectos estructurales de

proteinas y otras bio-moléculas relevantes para el funcionamiento de la vida.

En esta seccién se proporciona una idea intuitiva de la técnica de a-Formas, se revela
su definiciéon formal, se ilustran algunos ejemplos, se expone la relacién existente con la

triangulacién Delaunay y finalmente se conecta con la Homologia Persistente.

20
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1. Introduccién a las a-Formas.

Tomando en cuenta que la idea central de este Trabajo Especial de Grado consiste en
analizar un conjunto n—dimensional de puntos (n = 2 o 3) es necesario aclarar que en algu-
nas aplicaciones la nube de puntos puede llegar a ser tan grande y complicada (con muchos
huecos r—dimensionales) que la visualizacién o la comprensién de la forma representada por
dicha nube de puntos puede ser muy dificil. Para dar una interpretacion precisa, resulta
indispensable considerar una definiciéon de la forma de una nube de puntos. Las a-Formas

(en inlgés a—Shapes) facilitan este proceso.

Se inicia esta seccién describiendo intuitivamente la idea detras del método de a-Formas
para luego revelar la definicion formal a partir de la triangulacién Delaunay. Al finalizar, se

senala como se aplica la técnica de Homologia Persistente en el método de a-Formas.

1.1. Idea intuitiva.

La a-Forma de una nube de puntos puede considerarse como una generalizaciéon de la

capsula convexa del conjunto de puntos. La denominacién « se refiere a la siguiente idea:

Sea V= {p,,p,, -+ ,p,} CR™ Y Paraa >0y z € R™—V sedefine B°(z;a) = B,(a)
como la a-bola de x. Se dice que B,(«) es vacia (de puntos en V') si, y sélo si VN B, (a) =
)

y se denota por U(a) a la unién de a-bolas vacias. Los puntos que no pertenecen a U(«

constituyen la forma de la nube de puntos.

Se llama a-cdpsula de V', denotada V,,, a la unién de k-simplices definidos por subcon-

juntos de V' que satisfacen la siguiente condicién:

ParaT C V:

ATGVQ<:>AT N U(a):@

1En 1o sucesivo, para R™ se tomard m =2 o 3.
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La a-Forma de V es el resultado de omitir los k-simplices que forman el interior de V,,

(ejemplo en la Figura 2.1-d).

La Figura 2.1 ilustra el caso en el plano. La frontera del conjunto de puntos que no estan
en U(a) esta definida por arcos circulares de curvatura constante i que conectan los puntos
de VNO(B,(a)) para alguna B,(«) vacia (Figura 2.1-b) Al sustituir los arcos por segmentos,
se obtiene la a-Forma de V' como se observa en la Figura 2.1-d. Para los casos en R™ con
m = 2 o 3, d(V,) estd formada por 1-simplices y 2-simplices respectivamente. La Figura

2.1-c ilustra el caso en el plano.

FIGURA 2.1. a) Nube de puntos en el plano. b) Puntos en R? que no estan dentro

de alguna B,(«). ¢) a—capsula constituida por 2-simplices. d) a-Forma resultante.

Especificamente, para el caso en 2 dimensiones, si V N 0(B,(a)) = {p,,p,} entonces
se reemplaza el arco circular que conecta p, y p, por el l-simplice (p; p;) y en general, si
T = {piys Dirs - Pir,} CV estal que O(B,(a)) NV =T se anade 1-simplices que conectan

puntos de T préximos en distancia. El caso en 3 dimensiones se explica con detalle en [9].

OBSERVACION 2.1. En R™, 9(V,,) estd conformada por (m — 1)—simplices e int(V,,) por

m—simplices.

Notese que para « suficientemente pequeno, tal que no existen puntos de V' a conectar
(By(a) = 0 Vx € R™ — V), la a-Forma de V es precisamente V, mientras que para un
valor de « suficientemente grande, la a-Forma corresponde a la capsula convexa de V' la cual

generalmente se denota por Con(V).
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En lo que sigue, se asumira que V' es un conjunto de puntos afinmente independiente
para evitar casos especiales, no obstante, se desarrollé una técnica llamada Simulacion de
Simplicidad (SoS) descrita en [8] la cual simula una perturbacion infinitesimal de los puntos
para colocarlos en posicién general. Notemos que la suposicién de independencia afin asegura
que para cada T'C V con |T| =r+ 1 < n+1 la cdpsula convexa de T tiene exactamente

dimensién r y por tanto es un r—simplice.

1.2. Triangulacién Delaunay.

Para realizar la construccién de la a-capsula de un conjunto de puntos genereralmente
se utiliza la técnica de la triangulacion Delaunay. Consideremos un conjunto V' de puntos en
R™, entonces para m = 2, la triangulaciéon Delaunay es una triangulacion tal que no existen
puntos de V dentro del circulo circunscrito de cualquier tridangulo, para el caso m > 2, las
palabras circulo y triangulo son sustituidas por hyperesfera y simplice respectivamente. Mas

especificamente:

DEFINICION 2.2. Dado un conjunto V' C R™ afinmente independiente, la triangulacion

Delaunay de V es el complejo simplicial Del(V') que consta de:

i) Todos los r—simplices A, = (po p1 - -+ pr) tal que la esfera circunscrita en {pg, p1, -+, pr}

no contiene algiin otro punto de V.

it) Para A, € Del(V) si Ax < A, entonces A, € Del(V)

OBSERVACION 2.3. La condicién de independencia afin de V' garantiza la unicidad de la

triangulacién Delaunay.

EJEMPLO 2.4. Obsérvese el conjunto de puntos en R? de la Figura 2.2. La triangulacién

de Delaunay de este conjunto se muestra en la Figura 2.3.

Es importante destacar que la triangulacion Delaunay puede entenderse como la realiza-
cién geométrica del nervio del diagrama de Voronoi. El caso en R? de este hecho se explica

brevemente en el apéndice.
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FIGURA 2.2. Conjunto de puntos en A3,

24

Ficura 2.3. Triangulacién Delaunay del conjunto de puntos de la Figura 2.2.
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2. Definicién formal de a-Formas

DEFINICION 2.5. Para T'C V con |T| = r + 1, un r—simplice A7 se dice a—ezpuesto si

existe z € R™ — V tal que B,(«) es vaciay T = 0(B,(a)) NV.
Notese que si Ar es a—expuesto entonces todas sus caras también lo son.

EJEMPLO 2.6. Tomando V' = {py, p1, P2, P3, P4, P5} puntos en R? como se muestra en la
Figura 2.4. Para T = {ps, p3}, en el primer caso, el 1—simplice Ay estd a—expuesto, debido

a que para x = xo € R? se tiene:

a(BCCO(a)) nv = {pg,p:s} =T

siendo B,,(«) vacia.

Obsérvese que, en el segundo caso, para T = {py, ps}, el 1—simplice Az no esta a—expuesto,
ya que no existe z € R? tal que 9(B,(a)) NV = T siendo B,(«a) vacfa. Puede notarse clara-
mente que para o, a pesar de ser T' = 9(B,(a)) NV es claro que VN B,(a) = {ps} € V' y

por tanto no es vacia.

pe pe
----- By ()
Pre '," ’
o '
- :
“s./’pj
Pyl -
e P,
p; e
1-simplice a-expuesto 1-simplice no a-expuesto

F1GURA 2.4. Ejemplo de 1-simplice a—expuesto.
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Una vez alcanzada la definicién de simplice a-expuesto, se puede demostrar una de las
proposiciones mas importante para este Trabajo Especial de Grado. La importancia de esta

proposicion radica en su influencia directa en la construccién de la a-Forma.

PROPOSICION 2.7. Sean V' C R™ un conjunto de puntos afinmente independiente, T C V

ya> 0.5 Ar es un r—simplice a—ezpuesto entonces Ap € Del(V).

Demostracion:

Como Ar es a—expuesto, entonces existe o € R™ tal que la bola abierta vacia B,,(«)
satisface: O(By,(a))NV =T, es decir, B,,(«) conforma la esfera circunscrita en los 0—simpli-
ces de A7 y no contiene puntos de V en su interior, ademads, al ser todas las caras de Ap

simplices a—expuestos, se cumple que:

AT € D€Z(V)

Claramente, el reciproco de la Proposicion 2.7 no necesariamente es valido, sin embargo,
es posible construir un complejo simplicial aplicando lo que se conoce como a-prueba, la cual

consiste en tomar r—sfmplices en el sentido de la condicién i) de la definicién 2.8.

DEFINICION 2.8. Para Ar € Del(V), sea B,_(r,.) la esfera circunscrita en los 0-simplices

de A7. Se llama a—complejo de V' al complejo simplicial V,, C Del(V') dado por:

A7 estd en V, si se cumple una de las siguientes:
i) r. < a y la r,—bola centrada en zr es vacia (a-prueba)
ii) Ar es una cara de otro simplice en V,.

Por definicién, es claro que la frontera del a—complejo estd conformada por los simplices

a—expuestos de V', es decir:

OVa) ={Ar:T CV y Ar es a — expuesto}
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Es de suma importancia notar que la Proposicion 2.6 junto con la Definicién 2.8 implican
que d(V,) C Del(V) y en conjunto garantizan la existencia de un politopo que tiene los
simplices 0(V,,) como frontera; este politopo es la a-Forma de V, de manera que la

siguiente puede tomarse como una definicion alternativa de la a-Forma de V.

DEFINICION 2.9. La a-Forma de V es el politopo cuya triangulacién es V,,, es decir, si

se denota como F, (V) a la a-Forma de V', entonces:
Fa(V) = V4l

Fo(V') puede ser no convexa e incluso tener huecos. Nétese ademés que el conjunto 9(V,)
no necesariamente representa una frontera, por ejemplo: En la Figura 2.5, el simplice no es
frontera puesto que un segmento esté contenido en una region encerrada. Para subsanar este

tipo de problemas, la Proposicién 2.10 muestra que este caso no es posible para F, (V).

/

Ficura 2.5. Simplices que no son frontera

PROPOSICION 2.10. Sea A, € 9(V,,). A, delimita el interior de F, (V') si y sdlo si, una
de las dos a—bolas B, (a) con T = 0(B,_(a)) NV es vacia.
T T

Demostracion:

(=) Como A, € 9(V,), una de las dos a-bolas es entonces vacia. Se debe verificar que
la otra no lo es, no obstante, como A, esta en la frontera de V,,, entonces existe un simplice
A, €V, tal que A, <A, . En consecuencia, la esfera circunscrita en los 0-simplices de A,
tiene radio r, < a lo cual prueba que la a-bola que encierra a A, no es vacia.

(«) Alser una de las a-bolas con T' = 9(B,,_ («)) NV vacia, el simplice A, es a-expuesto
y por tanto esta en 9(V,).

[
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OBSERVACION 2.11. Esta proposicién permite determinar el “lado” de A, € 9(V,,) que

contiene el interior de F, (V).

2.1. Ejemplos:

e La Figura 2.6 muestra un ejemplo del proceso de obtencién de la F, (V) de un
conjunto de puntos en el plano.

e La Figura 2.7 ilustra algunas F, (V') con diferentes valores de a para un conjunto de
2630 puntos en R? tomados de datos del programa Silicon Graphic’s Solidview. En
el primer cuadro, se utilizé un parametro o muy grande, dando como resultado la
capsula convexa de la nube de puntos. Seguidamente, en cada cuadro a derecha se
aprecia una muestra de la a—bola correspondiete. En el ultimo cuadro, claramente

se observa que al tomar a muy pequenoentonces F, (V') es exactamente V.

NS

Conjunto de puntos Del(V)

(V) a-Forma

FI1GURA 2.6. Proceso de obtenciéon de a-Forma de un conjunto de puntos.
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Ficura 2.7. F,(V) de un busto para diferentes valores de a. Nube de 2630

puntos con triangulacién de 35196 2-simplices. Imagen extraida de [9].

Fiaura 2.8. F,(V) de dos toros para diferentes valores de a. Nube de 800

puntos con triangulacién de 12197 2-simplices. Imagen extraida de [9].
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3. Homologia Persistente y a-Formas.

Al tomar un conjunto de puntos en R™, realizar la triangulacién Delaunay y construir el
a—complejo para a > 0 (y asi F,(V')) se pueden calcular los grupos de homologia asociados
y, por medio de la Homologia Persistente, medir la duraciéon de los huecos r—dimensionales
del a—complejo; de manera que la a-Forma a seleccionar como definitiva preserve las mismas

propiedades topoldgicas de la superficie representada por la nube de puntos.

Con el siguiente resultado es posible variar el valor de o construyendo una filtraciéon por
a—complejos de Del(V) para aplicar la Homologia Persistente a la sucesiéon de complejos

simpliciales y medir la persistencia de las clases de homologia.
PROPOSICION 2.12. Si a; < ay entonces Vo, C V.

Demostracion:

Sea Ar € Vo, y By, (r,) lar, bola vacfa centrada en x,, € R™—V tal que que se satisface
que T'=VNI(B,,(r.)), entonces 7, < a;. Como a; < ay se sigue que 7, < ay y por tanto
Ap € V,,, de donde V,, C V,,.

|

La Proposicién 2.12 muestra ademds que para cada simplice Ap € Del(V), existe un
intervalo I = [a,o0] tal que Ar € V, si, y sélo si a € I. Si se elige o con valores enteros
con ay, suficientemente grande como para producir la triangulacion Delaunay de V'; se tiene

entonces la siguiente filtracién de a—complejos:

V=V,CV,C---CV, ,CV, =DelV)

Para cada componente V, con 0 < ¢ < n se puede construir el :—ésimo grupo de
k3

r—cadenas C,.(V, ) junto con el operador frontera 0, : C.(V, ) — C,_1(V,, ), resultando en

cada componente la cadena de aj-complejos {(Cy(Va, ), 0r) fo<r< n-
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Una vez precisadas las cadenas de a—complejos, se puede medir la variacién de los
nimeros de Betti (dimensién de los grupos de homologia asociados) desde V, hasta V,, para

calcular la peristencia de las clases de homologia que se producen y concluyen en la filtracién.

OBSERVACION 2.13. Las clases con mayor persistencia capturan mayor precisién en las

caracteristicas topolégicas del conjunto de puntos.

La Figura 2.9 muestra un ejemplo de filtracién por a-complejos a partir de la triangulacion

Delaunay.

Ficura 2.9. Ejemplo de filtracion por a-complejos a partir de la triangulaciéon Delaunay.

Un ejemplo detallado de la aplicacion de Homologia Persistente al método de a-Formas
se expone en el siguiente capitulo referente a la reconstruccién 3D de la superficie de un

objeto a partir de imagenes de rango.



Capitulo 3

Reconstruccion 3D a partir de imagenes de rango.

Al hacer la digitalizacion 3D, se quiere saber si se preservan las propiedades topoldgicas.
Las imagenes de rango del objeto real proporcionadas por la scanner 3D son interpretadas
en MatLab como matrices de coordendas rectangulares (Esta transformacién puede revisarse
en el apéndice) y a partir de esta se aplica el método de a-Formas para reconstruir la su-
perficie. Para que el modelo digital conserve las mismas propiedades topoldgicas del objeto
real utilizamos la Homologia Persistente. La idea central del procedimiento fue extraida de

[18] y consiste en eliminar los segmentos de la triangulaciéon Delaunay cuya longitud es d < a.

1. Algoritmo de Reconstruccién.

(1) Lectura de la imagen de rango.

(2) Transformacion de la imagen de rango a nube de puntos con coordenadas rectangu-

lares.

(3) En MatLab, se introducen las coordenadas de los puntos representadas en 3 matri-

ces mx1 correspondientes a las coordenadas x,y y z de los m puntos.

(4) Se genera la triangulacién Delaunay de la nube de puntos mediante la rutina
Del = delaunay(X,Y, Z)

la cual resulta una matriz cuyas filas especifican los tetraedros que conforman la
triangulacién. La matriz resultante es de dimension #tetrahedros x 4 y cada entra-
da [Del];; es un valor entre 1 y m que indica el indice fila de las matrices X,Y y Z

que son coordenadas del j—ésimo vértice del i—ésimo tetraedro.

32
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(5) Se toma un valor o > 0 el cual representa el radio de las a—bolas.

(6) Para cada tridngulo de [Del] se analizan los segmentos de la siguiente manera:

(a) Sila distancia entre los vértices del segmento es mayor o igual que «a, se almace-
nan los vértices como O-simplices, el segmento como 1-simplice y se incrementa

en una y dos unidades la cantidad de O-simplices y 1-simplices respectivamente.

(b) Si los vértices que forman un tridngulo satisfacen la condicién, entonces se al-
macena el 2-simplice correspondiente y se incrementa en una unidad la cantidad

de 2-simplices.

(7) Se construye el a-complejo resultante.

(8) Se determina la matriz del operador frontera 0 en la base estandar y se calcula su

rango.

(9) Se computan los niimeros de Betti con las féormulas presentadas en 1.7.

(10) Se repite el procedimiento para distintos valores de « y se analiza la persistencia de
las clases de homologia para producir un resultado final que conserve las propiedades

topologicas del objeto real.

El procedimiento radica en tomar o« = oo para obtener la capsula convexa de la nube
de puntos. Seguidamente, se realiza la a-prueba a la triangulaciéon Delaunay y se calculan
los niimeros de Betti del a—complejo. El siguiente paso consiste en disminuir el valor de
a, reconstruir el a—complejo y recalcular los nimeros de Betti. Se continia reduciendo el
parametro hasta que los nimero de Betti permanezcan constantes a menos que se alcance
un valor muy pequeno de « para el cual el a-complejo resultante es el conjunto de puntos. Si
la filtracion es exitosa se producen nimeros de Betti apropiados por medio de la persistencia

de las clases.
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2. Ejemplo de reconstruccion de superficie.

200

150

100

50

-50 ..
200

FicuraA 3.1. Nube de 2.864 puntos.

Para este ejemplo, se desarrollé la simulacién de una nube de 2.864 puntos provenientes
de una scanner 3D como se observa en la Figura 3.1. Se calculd la triangulacién Delaunay
la cual estd conformada por 14.278 tetraedros (Figura 3.2) Luego, se aplicé el método de
a-Formas mediante la rutina que se presenta en el apéndice. Variando el valor de a desde
200 hasta 0 se visualizaron las distintas a-Formas (para o = 200 la triangulacién Delaunay.
Para o« = 0 la nube de puntos) iniciando el proceso con o = 150. Para este valor se forma

un hueco 0-dimensional que representa una componente conexa.

FicuraA 3.2. Triangulacién Delaunay de la nube de puntos
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F1GURA 3.3. a-Formas en el intervalo [40,150]

Noétese que en la componente o = 54 (Figura 3.3) se genera un hueco 2-dimensional que
concluye en la componente o« = 52. Dada la longitud del intervalo del parametro o podemos

decir que esta clase de homologia tiene poca persistencia.
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En la componente a = 52 se genera una clase de dimensiéon 1 que persiste en el intervalo

[16,52).

[ \
}\\ Bo= 1007

= Bo=
=30 e Bi= a=28 Br=
200300 200300
6:=13 Bo=1

200 200
150 150 -
W00 4'@00004 I 500
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FIGURA 3.4. a-Formas en el intervalo [16,30]

Para 18 < a < 28 los ntmeros de Betti son fy = 1 = 2 = 1 correspondientes a una
componente conexa (taza), un hueco de dimension 1 (asa) y un hueco de dimensién 2 (region

vacia cerrada dentro del asa)
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Claramente, a medida que el valor de a es mas pequeno el nimero de componentes

conexas se incrementa hasta alcanzar la cantidad de puntos de la nube.

-300 62 -0

-300

B2=0

-300 61 -0

-300

B2=0

-300

B:=0

-300

B:=0

FIGURA 3.5. a-Formas en el intervalo [2,15]
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A continuacién se presentan las graficas para [y, 51 y B2 en funcién de a.
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Seguidamente se grafica el cédigo de barra més importante para este estudio: ;. Dada la

cantidad de huecos 2-dimensionales que se producen y concluyen, solo se muestran algunos.

Noétese que la clase de homologia hs (agujero del asa de la taza) es persistente.

h, )

h, @m0

h, emmmmO

hy L o)

h, om0

h, omm———O
h, eommm—0
h, @m0

h, O
h, @m0

h, @m0

55

60

B

Ficura 3.6. Cédigo de barra para .
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Con las graficas, el cddigo de barra de 3; y los resultados obtenidos se pudo determinar
la persistencia de las clases de homologia. Para Sy se observo que la clase de homologia con
mayor persistencia es la del intervalo [18, 00), para [, la clase de homologia que representa el
asa de la taza persiste en el intervalo [18,52), mientras que las demds persisten en intervalos
pequenos con relacion al anterior. En el caso de 35, existe una clase que persiste en el intervalo
[16,28). De manera que, los niimeros de Betti mds cercanos que representan las propiedas

topoldgicas de la nube de puntos son
fo=p=p=1
los cuales persisten simultaneamente en el intervalo:
[18,00) N [18,52) N [16,28) = [18,28)

Por tanto se puede concluir que para « € [18,28) se obtiene una a-Forma de la nube de

puntos que preserva las propiedades topoldgicas del objeto digitalizado (Figura 3.7)
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FicuraA 3.7. a-Forma para a = 23.
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A nivel computacional, es importante destacar el tiempo de procesamiento, por tanto, se

especifican los tiempos de desarrollo junto con las especificaciones del computador utilizado.

El algoritmo se ejecuté con un procesador de 2.5 GHz Intel Core i5, 8 GB de RAM a 1600
MHz DDR3 y una tarjeta de video Intel HD Graphics 4000 de 1024 MB. Los tiempos de
procesamiento variaron segun el valor de «. Para 0 < a < 20 el tiempo de construccion de la
a-Forma estuvo entre 0 y 120 segundos por imagen. Para valores de « entre 30 y 100, el tiempo
de procesado por a-Forma se incrementé de 5 a 40 minutos aproximadamente, mientras que
para valores altos de «, es decir, 100 < a < 200, el algoritmo llegé a demorar hasta 1
hora en procesar cada a-Forma. A raiz de este inconveniente y considerando los intervalos
de persistencia importantes, se decidié realizar el proceso para 0 < a < 40 variando por
unidad, para 40 < a < 60 variando en dos unidades, para 60 < a < 100 variando en 5

unidades y para 100 < o < 150 la variacién fue de 10 unidades.



Capitulo 4

Conclusién y trabajo a futuro.

En este trabajo se implementaron técnicas para calcular la Homologia Persistente de una
muestra de datos. La homologia asociada a un objeto esta representada por los nimeros de
Betti, invariantes topoldgicos que basicamente son tnicos entre objetos homeomorfos. La to-
pologia algebraica, el lenguaje formal del algebra homolégica y las técnicas computacionales
han dado paso a la visualizacién de la forma de una nube de puntos y a la reconstruccion de

un objeto 3D a partir de imagenes de rango.

Para lograr el objetivo, la triangulaciéon Delaunay result6 ser una herramienta sumamente
util. Las rutinas disenadas en MatLab facilitan una alternativa para construir un complejo
simplicial y calcular los nimeros de Betti en el proceso. Cabe destacar que a veces solo
necesitamos la construccién de un complejo simplicial, lo cual se obtiene directamente de las

rutinas presentadas en tiempos de procesamiento mucho menor.

La idea de utilizar c6digos de barra junto con la filtracion del complejo simplicial a par-
tir de la triangulacion Delaunay ayudé a identificar los niimeros de Betti de la estructura

simplicial a ser tomados en cuenta.

Se ha verificado que el analisis de la persistencia de las clases de homologia en la recons-
truccién 3D de una nube de puntos resulta util para saber que tan cerca o lejos estd la forma
obtenida de preservar las propiedades topologicas del objeto real, lo cual, de alguna manera,

garantiza que se ha alcanzado la forma del conjunto de datos digitalizados.
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Por otra parte, un problema notable en el método de a-Formas surge al examinar la
longitud 6ptima de filtracion para que la reconstruccion de la forma sea lo mas precisa posi-
ble, una posible solucién consiste en considerar la importancia de la seleccién del cambio del
valor de «, puesto que si la progresion es muy lenta se podria detener el proceso muy pronto
y si es muy extensa se puede saltar a un valor muy pequeno rdpidamente; en ambos casos
se pierde la persistencia. Sin embargo, si se encuentra un rango lo suficientemente amplio
de valores de a que produzcan los mismos nimeros de Betti podemos decir que se tiene un

rango bastante 6ptimo de valores de a.

Una manera confiable de escoger el valor de a es observar los vértices y definir un valor
de inicio de manera aproximada, para luego determinar el valor de cambio. Se ha mostrado
que una posible solucién es variar el parametro en 2, 5 o 10 unidades. Detenemos el proceso
cuando o bien los nimeros de Betti dejan de cambiar o cuando el valor de o es menor que

la distancia minima entre los vértices.

Resulta interesante la investigacion de nuevos métodos de calculo para agilizar el curso
del algoritmo que procesa las clases de homologia. Asi como también, continuar el estudio
optimizando el valor inicial de v y su tasa de cambio para representar, con cierto grado de

precision, la forma real del objeto digitalizado.



Apéndices.

1. Imagenes de Rango.

Una imagen de rango [2] es una coleccion de puntos en un sistema de referencia conocido
(por ejemplo R3) que representan la superficie de un objeto real. En la Figura 4.1 se ilustra
el proceso de digitalizacién 3D a partir de un scanner de laser. En el proceso, el escaner

realiza una fusién de seis planos de escaneo para generar un conjunto tinico de puntos con

coordenadas 3D.

camera

OEy Stages
275

aro
SRy s

FIGURA 4.1. Proceso de digitalizaciéon 3D de un objeto sobre una bandeja

que rota y se traslada.

El escaner laser 3D es también un escédner activo que usa la luz del laser para examinar un
entorno. El haz de luz laser incide en el objeto y se usa una camara para buscar la ubicacion
del punto del laser. Dependiendo de la distancia a la que el laser golpee una superficie, el

punto del laser aparece en lugares diferentes en el sensor de la cadmara.
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Las técnicas para obtencion de imagenes de rango estan basadas en los procesos de: lectu-
ra por radar, triangulacion, patrones moire, interferometria holografica, enfoque y difraccion

de Fresnel.

Los sensores de imégenes de rango adquieren una gran cantidad de coordenandas 3D a
partir de superficies visibles en un espacio real que pueden ser utilizadas en un amplio cam-
po de aplicaciones incluyendo reconstruccion de formas, articulacion mecanica, ensamblaje
robotico, inspeccién y calibracion, navegacién moévil, cartografia automatizada y diagnostico
médico (biostereometria) Son dispositivos tnicos de digitalizacién que permiten la represen-

tacion de la geometria de superficies mediante una nube de puntos.

Escaner 3D de mesa Escaner 3D portatil Escaner 3D para exteriores

FI1GURA 4.2. Modelos de escaneres 3D.

Si las distancias de los puntos al origen en una imagen de rango se colocan en coordenadas
rectangulares, se dice que la imagen de rango esta en su forma xyz. Si las distancias indican
rangos a lo largo de una direccién vectorial en 3D indexado por 2 enteros (i, 7), la imagen
de rango estd en su forma r; ;. Toda imagen de rango en su forma 7; ; puede ser convertida
directamente a la forma zyz, sin embargo, el reciproco no es cierto. La forma xyz es la mas
general, puesto que no se requiere un orden en la disposicion de los puntos, no obstante, es

mas dificil de procesar que la forma 7; ;.
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Si los intervalos de la muestra son consistentes en las direcciones x e y de una imagen
de rango dada en su forma zyz, esta puede ser representada como una matriz con valores
de rango r; ; donde las correspondientes coordenadas ,y y z estdn determinadas implicita-

mente por las filas, columnas y valores de las entradas de la matriz.

La expresion gran cantidad de coordenadas 3D es relativa, el estandar de datos es al-
rededor de 100 puntos (z,y, z). Si 7;; es el valor del pixel en la i—ésima fila y la j—ésima

columna de la matriz, entonces las coordenadas rectangulares estan dadas por:

T = a; + St
Y = ay + SyJ

Z=a,+ S,1

Donde s,, s, vy s, son factores de escala y a,, a, y a, son valores de compensacion de
coordenadas. Esta transformacién afin es apropiada para imagenes de rango ortograficas en
forma r; ;, donde la profundidad es medida a lo largo de rayos ortogonales al plano de la

imagen.

171 160 163 163 166 166 168 166 168 166 163 160 163 163 160 163 166 163 166 163
168 166 166 163 166 163 168 166 166 166 163 163 166 163 166 163 166 160 163 163
168 168 166 166 166 163 160 166 166 171 166 168 168 166 160 163 166 160 160 166
166 163 166 166 163 163 160 163 179 174 185 177 185 179 212 106 185 204 196 185
163 186 160 166 163 163 166 190 174 168 168 182 185 190 201 196 199 182 196 199
166 163 163 163 168 160 163 166 166 163 168 177 190 188 199 188 190 196 193 186
163 166 166 157 160 160 160 171 160 168 168 182 199 199 199 193 199 188 193 193
160 160 160 166 1567 160 168 166 166 163 163 182 201 199 190 188 190 190 193 193
163 166 157 163 180 167 160 177 166 160 171 201 2156 199 196 201 190 190 188 188
166 160 160 163 180 163 160 166 186 163 163 204 207 207 190 186 193 190 196 196
167 166 163 160 157 167 168 166 168 163 177 188 201 199 196 106 201 182 210 196
167 1567 165 1567 180 167 163 171 163 167 156 204 186 196 193 188 196 188 193 201
167 160 1656 156 1567 1B7 168 168 163 166 166 190 201 201 106 188 190 193 185 193
167 1656 160 160 1567 157 163 157 167 160 157 182 204 190 186 190 190 188 185 188
167 167 167 160 1B7 157 162 166 160 163 166 193 196 193 199 100 190 185 190 185
166 167 160 160 160 162 166 1562 163 152 168 171 212 212 193 190 188 182 188 186
162 1567 165 165 152 165 149 163 160 166 157 186 210 210 212 215 210 185 204 193
166 1566 157 162 162 1656 165 171 174 166 171 188 188 199 188 204 188 185 216 207
166 157 162 167 149 167 157 168 179 204 182 221 174 198 182 179 212 188 201 182
166 166 156 1656 152 149 146 174 188 193 168 186 168 179 171 100 190 193 190 179

FIGURA 4.3. Ejemplo de una imagen de rango en forma r; ;.
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2. Diagrama de Voronoi en el plano.

DEFINICION 4.1. Sea V = {po,p1, -+ ,pn} C R? un conjunto de vértices. La region de
Voronot V; del punto p; consta de todos los puntos para los cuales p; es el més cercano, esto

es:

Vi={z e R™ |z = pil| < [l = pyl|, V5 # 1}

Los puntos x que satisfacen ||z — p;|| < ||z — p;|| para un valor de j # i fijo definen un
semiplano cerrado, de manera que, V; es la interseccién de los (n — 1)—semiplanos, es decir,

un poligono convexo posiblemente infinito. Por construccion, para ¢ # j se tiene que:
int(V;) Nint(V;) =0

No obstante, dos regiones de Voronoi distintas se pueden intersectar en un trozo conte-

nido en una frontera comun y en general, este es el inico caso posible.
Juntas, las n regiones de Voronoi de V' cubren espacio. El diagrama de Voronoi de V' es

el conjunto:

Vor(V)={V;: 1 <i<n}

2.1. Triangulacién Delaunay y Diagrama de Voronoi en el plano.

La triangulacién de Delaunay de V', que generalmente se denota por Del(V') estd represen-

tado por el nervio del diagrama de Voronoi, especificamente:

i) Si po,p1 € V son tales que V y V; tienen un lado en comin, entonces el 1-simplice

orientado, (py p1) pertenece a la triangulacién Delaunay.

ii) Si po, p1, p2 € V son tales que sus regiones de Voronoi Vg, Vi y V, respectivamente com-

parten un vértice, entonces el 2-simplice dado por (pg p1 p2) estd en la triangulacién Delaunay.

La triangulacién Delaunay es la realizacién candnica geométrica del nervio de Vor(V) y

su definicién es la siguiente.



2. DTAGRAMA DE VORONOI EN EL PLANO. 48

DEFINICION 4.2. Dado V' C R™ (m = 2 0 3) un conjunto de puntos afinmente indepen-

dientes, la triangulacion Delaunay de V es el complejo simplicial Del(V') conformado por:

i) Todos los m—simplices construidos en el sentido de la especificacién anterior.

ii) Si A € Del(V') entonces todas las caras de A estdn en Del(V).

En la Figura 4.4, se muestra un ejemplo del diagrama de Voronoi y los 1—simplices de

la triangulacién Delaunay de un conjunto de puntos.

FI1GURA 4.4. Ejemplo del diagrama de Voronoi (regiones limitadas por las
lineas pespunteadas) y los 1—simplices de la triangulacién Delaunay (segmen-

tos en azul) de un conjunto de puntos en el plano.

Es importante destacar que tanto el diagrama de Voronoi como la triangulacién Delaunay

son casos particulares de la Cohomologia de Chech.
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3. RUTINAS EN MATLAB.

3. Rutinas en MatLab.

49

El siguiente algoritmo se desarrollé en [18] para calcular la a-Forma de una nube de

puntos considerando un intervalo para «, en nuestro caso [0,200]:

Cédigo en MatLab
for Alpha = 200:-1:0;

a = Alpha”2; %Se define el cuadrado de una alfa esfera

sO = []; % O-simplices (vértices)

sl = []; % l-simplices (segmentos)

s2 = []; % 2-simplices (triangulos)

s3 = []; % 3-simplices (tetraedros)

D1 = []; % matriz conectando vértices con segmentos
D2 = []; % matriz conectando segmentos con tridngulos
Ml = []; % una matriz auxiliar

i0 = 0; % numero de vértices

il = 0; % numero de segmentos

i2 = 0; % numero de tridngulos

i3 = 0; % numero de tetraedros

d = delaunay(Coor(:,1),Coor(:,2),Coor(:,3));

x = Coor(:,1);

y = Coor(:,2);
z = Coor(:,3);
$Ensamblaje de todos los vértices de la triangulacidén Delaunay
for j = l:length(x)
if ismember (j,DelV)
sO = [s0; 315
i0 = i0 + 1;
end
end
$Luego, se procede a almacenar todos los tridngulos de la triangulacidén Delaunay.
%$Se toma cada fila de d por separado, la cual representa la estructura
$de la triangulacidén Delaunay y se procesa cada segmento de esta.
$Después de verificar la distancia entre vértices de un segmento se decide
%$sl1 afadir o no este segmento a sl.
%$S1i se afiade entonces se incrementa el numero de segmentos y se agregan dos
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3. RUTINAS EN MATLAB.

%entradas a la matriz DI1.
%31 todos los segmentos son aceptados para afadirse a D1 entonces se coloca el
$tridngulo en s2 y se incrementa el numero de tridngulos.

$Andlogamente para los elementos de s3.

for 1 = 1l:size(d, 1)
dl = d(i,:); %algunos pardametros adicionales
xx = x(dl); yy = y(dl); zz = z(dl);
t = true; %$los puntos que forman un tetraedro procesando cada tetraedro
ind = [1 2 3; 1 2 4; 1 3 4; 2 3 4];
for w = 1:4
b = true; %los puntos que forman un tridngulo
for j = 1:2
Selementos auxiliares
p = ind(w, 3);
xcurr = xx(p); ycurr = yy(p); zcurr = zz(p);
dlp = dl(p);
for k = j+1:3
g = ind(w,k);
dlg = dl(q);
dz2 = [dlp dlq];
%los puntos deben estar lo suficientemente cerca
if (xcurr-xx(q)) "2 + (ycurr-yy(q)) 2 + (zcurr-zz(q)) 2 < a
if “ismember (d2,sl,’rows’) &&...
“ismember ([dlg dlpl,sl,’rows’) sl = [sl; sort(d2)];
il = i1 + 1;
$La matriz auxiliar conecta los segmentos y los tridngulos
M1 (dlp,dlqg) = il;
M1 (dlqg,dlp) = il;
%almacenamos los valores en la matriz
D1 (dlp,il) = -1;
D1 (dlqg,il) = 1;
end
else %si la distancia es muy grande

b = false;

t false;
end
end

end %Los segmentos de los tridangulos han sido procesados
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3. RUTINAS EN MATLAB.

if b
d3 = sort (dl(ind(w,:)));
dperm = perms (d3);
bool = true;
for 3 = 1:6
if ismember (dperm(j, :),s2,’  rows’)
bool = false;
break
end
end
if bool
s2 = [s2; d371;
i2 = i2 + 1;
D2 (M1 (d3(1),d3(2)),1i2) = 1;
D2 (M1 (d3(1),d3(3)),1i2) = -1;
D2 (M1 (d3(2),d3(3)),12) = 1;
end
end %$E1 tridngulo ha sido procesado
end %Los tridngulos del tetraedro han sido procesados
if t
s3 = [s3; dl];
i3 = i3 + 1;
end
end %$Todos los tetraedros han sido procesados
$E1l ultimo paso consiste en el cdlculo del rango de la matriz ensamblando todos
%$los simplices en forma estructural y calculando los numeros de Betti.
rl = rank (D1);
r2 = rank (D2);
C.s3 = s3;
C.s2 = s2;
C.sl = sl;
C.s0 = s0;
b = [Alpha i0-rl il-rl-r2 1i2-r2-i3];
Betti = vertcat (Betti,b);

T = trisurf (s2,Coor(:,1),Coor(:,2),Coor(:,3));
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3. RUTINAS EN MATLAB.

hold on

Points = scatter3(Coor(:,1),Coor(:,2),Coor(:,3),1,’filled”);

hold off

%$Se procede a observar el resultado y guardar la imagen correspondiente a alfa.
Name = num2str (Alpha);

saveas (T, Name, ’ jpg’)

end
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