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Introducción

La Homoloǵıa Persistente [21] es una técnica que permite el estudio de la duración de

atributos topológicos. Esta técnica consiste en el cálculo de los números de Betti asociados

a una sucesión de cadenas de complejos y se utiliza para medir la persistencia de clases de

homoloǵıa a través de la variación de un parámetro espećıfico.

El concepto de persistencia homológica tiene sus oŕıgenes en la década de los 90, en el

trabajo de Frosini y colaboradores en Bologna [13], Italia, en la tesis doctoral de Robins [22]

en Boulder, Colorado y en el proyecto de biogeometŕıa de Edelsbrunner [5] en Duke, Califor-

nia del Norte. Sus ideas convergen a que a partir de un conjunto de datos X = {xi}mi=1 ⊂ Rn,

se le puede construir una filtración de complejos K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Kr a la cual se calculan

invariantes topológicos para determinar la forma representada por X.

La Homoloǵıa Persistente tiene muchas aplicaciones en computación gráfica [1], recono-

cimiento óptico de los caracteres de un texto [18], en redes de sensores, en el estudio de

moléculas biológicas [16], entre otros.

Por otra parte, en la última década, las imágenes de rango obtenidas de scanners de láser

[3] han sido una importante herramienta en el diseño y fabricación industrial. Estos scanners

3D pueden captar una nube de puntos que yace en la superficie de un objeto sin importar el

grado de complejidad geométrica que pueda tener. Para que el resultado de la digitalización

sea computacionalmente útil, se debe convertir dicha nube de puntos en una superficie com-

puesta por poĺıgonos a través de complejos simpliciales. Este proceso no es trivial, ya que las

conexiones aparentes entre puntos vecinos dependen de las suposiciones sobre la suavidad y

otras propiedades de la superficie en cuestión, como por ejemplo la conexidad.
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INTRODUCCIÓN 2

Actualmente, existe un creciente interés por el problema de la reconstrucción de la forma

de un objeto proveniente de imágenes obtenidas de scanners 3D [1].

El presente trabajo consiste en la aplicación del método de α-Formas a la recostrucción

3D. Este método, descrito por Edelsbrunner en [7], nos permite visualizar o interpretar la

forma que representa una nube de puntos mediante el estudio de la Homoloǵıa Persistente

asociada a una sucesión de complejos simpliciales.

En el caṕıtulo 1 se expone la teoŕıa básica de homoloǵıa simplicial y su influencia en

la Homoloǵıa Persistente. Asimismo, se presenta un método para el cálculo de los números

de Betti asociados a complejos simpliciales. El caṕıtulo 2 está dedicado al método de α-

Formas, comenzando el estudio con una idea intuitiva y culminando con la definición formal.

Finalmente, en el caṕıtulo 3 se presenta un ejemplo del problema de la reconstrucción 3D

de un objeto a partir de una nube de puntos y su posible solución mediante la aplicación de

Homoloǵıa Persistente en el método de α-Formas [18].



Caṕıtulo 1

Preliminares.

La Teoŕıa de Homoloǵıa comienza siendo un campo de la Topoloǵıa y es Jules Henri

Poincaré (1854-1912) el primero en dar una definición de esta disciplina en su Analysis Situs

en 1895 como se expone en [17]. El objetivo radica en estudiar los grupos de homoloǵıa, lo

cual es a grosso modo, una manera de clasificar invariantes.

El Álgebra Homológica tiene aplicaciones incluso en otras ramas del álgebra, por ejemplo:

los grupos finitos o álgebras de Lie tienen grupos de homoloǵıa asociados. Entre los diver-

sos tipos de homoloǵıa, una de las más recientes es la Homoloǵıa Persistente, una técnica

algebraica para medir propiedades topológicas. En este caṕıtulo, se explicará brevemente la

teoŕıa básica necesaria para el estudio de la Homoloǵıa Persistente aplicada al método de

α-Formas.

1. Homoloǵıa Simplicial.

La homoloǵıa simplicial es una herramienta para construir información algebraica de

espacios topológicos. Forma parte de las nociones básicas de Topoloǵıa Algebraica, las cua-

les proporcionan una manera de entender el problema planteado en este Trabajo Especial

de Grado. Para introducir el concepto de Homoloǵıa iniciamos con la presentación de los

complejos simpliciales.

1.1. Śımplices.

Dado un conjunto V = {p0, p1, · · · , pk} de puntos en Rn, se dice que V es un conjunto

af́ınmente independiente, si al tomar un elemento de V , en instancia po, el conjunto de vec-

tores {p1 − p0, p2 − p0, · · · , pk − p0} es linealmente independiente o, equivalentemente, si el

conjunto de k + 1 elementos de V no está contenido en ningún plano (k − 1)−dimensional.

A dicho conjunto V se denomina Conjunto de Vértices.

3



1. HOMOLOGÍA SIMPLICIAL. 4

Definición 1.1. Para m ∈ N y 0 6 k 6 m, el k-śımplice o śımplice de dimensión k

generado por los k + 1 puntos de V denotado por ∆k =< p0 p1 · · · pk > es el conjunto:

∆k = {x ∈ Rm : x =
k∑
i=0

λipi con λi > 0 para i = 0, · · · , k y
k∑
i=0

λi = 1}

Para x ∈ ∆k tal que x =
k∑
i=0

λipi, el punto (λ0, λ1, · · · , λk) es llamado coordenadas ba-

ricéntricas de x.

Nótese que para p0, p1, p2, p3 ∈ R3, un 0-śımplice ∆0 =< p0 > es un punto, un 1-śımplice

∆1 =< p0 p1 > es el segmento de recta que une p0 con p1, un 2-śımplice ∆2 =< p0p1p2 > es

el triángulo de vértices p0, p1, p2 con su interior y un 3-śımplice ∆3 =< p0, p1, p2, p3 > es el

tetraedro de vértices p0, p1, p2, p3 con su interior inlcúıdo. Esto se observa en la Figura 1.1.
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Figura 1.1. Śımplices en A2.

De esta manera, se interpreta a un k-śımplice como la menor cápsula convexa 1 que

encierra a k + 1 puntos af́ınmente independientes, aśı como también puede dećırse que los

śımplices generalizan el concepto de triángulos a dimensiones mayores que 3.

1La cápsula convexa de un conjunto de puntos V ⊂ Rm es el menor conjunto convexo que contiene a V .



1. HOMOLOGÍA SIMPLICIAL. 5

Definición 1.2. Sean p0, p1, · · · , pk puntos af́ınmente independientes en Rm (k 6 m)

y {pi0 , pi1 , · · · , pik} una permutación de ellos. Se dice que {p0, p1, · · · , pk} es equivalente a

{pi0 , pi1 , · · · , pik} si

P =

 0 1 · · · k

pi0 pi1 · · · pik


es una permutación par.

Al ser la relación anterior de equivalencia, un k-śımplice orientado es una clase de equi-

valencia. Un k-śımplice con orientación p0, p1, · · · , pk se denota por ∆k, mientras que el

k-śımplice con orientación opuesta pk, p2, · · · , p0 se denota por −∆k. De todas las (k + 1)!

ordenaciones, la mitad son de clase par, es decir, mantienen la misma orientación escogida

inicialmente, mientras que la otra mitad corresponde a la orientación opuesta a la inicial.

Generalmente se utiliza la notación (po p1 · · · pk) para representar un k−śımplice orien-

tado recorrido desde p0 hasta pk.

Definición 1.3. Dado V ={p0, p1, · · · , pk}⊂ Rm (k 6 m) Sea 0 6 r 6 k. El r−śımplice

∆r =< pi0 pi1 · · · pir > generado por elementos de V es llamado una r−cara de ∆k la cual

se denota por ∆r 6 ∆k.

1.2. Complejos Simpliciales.

Definición 1.4. Sea K un conjunto finito de śımplices en Rm. Se dice que K es un

complejo simplicial si los śımplices de K satisfacen:

1.- Para ∆k ∈ K y ∆r 6 ∆k, se satisface que ∆r ∈ K. Esto es, una cara arbitraria de un

śımplice en K pertenece a K.

2.- Si ∆ y ∆′ son dos śımplices de K entonces ó ∆∩∆′ = ∅ ó ∆∩∆′ 6 ∆ y ∆∩∆′ 6 ∆′.

Es decir, la intersección de dos śımplices enK es o bien vaćıa o es una cara de ambos śımplices.
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Básicamente, un complejo simplicial es un conjunto cuyos elementos son śımplices y la

topoloǵıa en K es la inducida por la topoloǵıa de Rm. La unión de los śımplices de K es un

subconjunto de Rm al cual llamamos poĺıtopo del complejo simplicial K que denotamos por

|K|. Para el caso m = 2 y m = 3 se utilizan los términos poĺıgono y poliedro respectivamente.

Ejemplo 1.5. Para V = {p0, p1, p2, p3, p4, p5}, un complejo simplicial sobre V está dado

por el siguiente conjunto:

K =



0− simplices : (p0), (p1), (p2), (p3), (p4), (p5),

1− simplices : (p0 p1), (p0 p2), (p1 p2),

(p2 p3), (p3 p4), (p3 p5), (p4 p5),

3− simplice : (p0 p1 p2)


Y su realización geométrica se ilustra en la Figura 1.2:
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Figura 1.2. Complejo simplicial del ejemplo 1.5

Ejemplo 1.6. En la Figura 1.3 se ilustra un ejemplo de un complejo simplicial en A3.

Figura 1.3. Complejo simplicial en A3
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1.3. Grupos de cadenas de un complejo simplicial.

Dado un complejo simplicial K, se denota por Sn(K) al conjunto que contiene los n−śımpli-

ces orientados de K y Cn(K) al grupo abeliano 2 generado por Sn(K) construido como se

presenta a continuación.

Sea kn el número de n−śımplices en K denotados por ∆ni
con 1 6 i 6 kn. Un elemento

c ∈ Cn(K) se llama n−cadena y se expresa como:

c =
kn∑
i=1

ci∆ni

Donde cada ci ∈ Z y sólo un número finito de ellos es no nulo. A continuación se verifica

que se satisfacen los axiomas de grupo.

Suma. Sean c =
kn∑
i=1

ci∆ni
y c′ =

kn∑
i=1

c′i∆ni
dos n-cadenas de Cn(K). Se define la suma de

c y c′ como:

c+ c′ =
kn∑
i=1

(ci + c′i)∆ni

Elemento Neutro. Se define como 0 =
kn∑
i=1

0∆ni
.

Elemento inverso. Si c =
kn∑
i=1

ci∆ni
entonces su inverso es −c =

kn∑
i=1

−ci∆ni
.

Aśı, Cn(K) es un grupo abeliano de rango In que se llama grupo de n-cadenas de K.

Observación 1.7. Nótese que al construir Cn(K) se tomaron coeficientes en Z; sin

embargo, la misma construcción es válida al tomar coeficientes en una anillo R, en cuyo

caso, se tiene que Cn(K) es un R−módulo. En lo sucesivo, los coeficientes se tomarán en Z.

2Un grupo G = (G, ∗) es abeliano si para cualesquiera a, b ∈ G se satisface que a ∗ b = b ∗ a, es decir, si

es válida la propiedad conmutativa con respecto a la operación ∗.
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Ejemplo 1.8. A partir del complejo simplicial K dado en la Figura 1.2, los 3 primeros

grupos de cadenas asociados son:

• C0(K) = {
5∑
i=0

ci(pi) : ci ∈ Z} ∼= Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
6factores

, el Z−módulo libre generado por los

0−śımplices de K (vértices)

• C1(K) = {c1(p0 p1)+c2(p0 p2)+c3(p1 p2)+c4(p2 p3)+c5(p3 p4)+c6(p3 p5)+c7(p4 p5) :

ci ∈ Z, i = 1 · · · 7} ∼= Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
7factores

, el Z−módulo libre generado por los 1−śımplices

de K (segmentos)

• C2(K) = {c(p0 p1 p2) : c ∈ Z} ∼= Z, el Z−módulo libre generado por el 2−śımplice

de K (triángulo con interior)

1.4. Cadenas de complejos. Grupos de ciclos y grupos de bordes.

Se inicia esta sección con la definición de operador frontera, una pieza fundamental en

la construcción de cadenas de complejos simpliciales.

Definición 1.9. Dado ∆r = (p0 p1 · · · pr) con (r > 0) un r-śımplice orientado, la

frontera o borde ∂r(∆r) es la (r − 1)−cadena definida como:

∂r(∆r) =
r∑
i=0

(−1)i(p0 p1 · · · p̂i · · · pr)

Donde p̂i significa que ese punto ha sido omitido.

La aplicación ∂r : Sr(K) −→ Sr−1(K) es un operador que actúa sobre ∆r para producir

su frontera. Tomando Cr(K), es posible extender ∂r linealmente de la siguiente manera:

Para c =
r∑
i=1

ci∆ri se tiene:

∂r(c) =
r∑
i=1

ci∂ri(∆ri)
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Siendo
r∑
i=1

ci∂ri(∆ri) un elemento de Cr−1(K), tenemos que ∂r : Cr(K) −→ Cr−1(K) es un

homomorfismo 3 llamado operador frontera que cumple con la condición de nilpotencia, es

decir, ∂r ◦ ∂r+1 es nula, resultado que se verifica en seguida.

Teorema 1.10. La aplicación compuesta ∂r ◦∂r+1 : Cr+1 −→ Cr−1 es la aplicación nula,

es decir, (∂r+1 ◦ ∂r+1)(c) = 0 para toda (r + 1)−cadena c ∈ Cr+1(K)

Demostración:

∂r(∂r+1(∆)) = ∂r

(
r+1∑
i=0

(−1)i(p0 p1 · · · p̂i · · · pr+1)

)

=
r+1∑
i=0

(−1)i∂r(p0 p1 · · · p̂i · · · pr+1)

=
r+1∑
i=0

(−1)i
i−1∑
j=0

(−1)j(p0 p1 · · · p̂i · · · p̂j · · · pr+1)

+
r+1∑
j=i+1

(−1)j(p0 p1 · · · p̂i · · · p̂j · · · pr+1)

=
∑
j<i

(−1)i+j(p0 p1 · · · p̂i · · · p̂j · · · pr+1)

−
∑
j>i

(−1)i+j(p0 p1 · · · p̂i · · · p̂j · · · pr+1)

= 0.

�

Definición 1.11. El núcleo y la imagen de ∂r, Zr(K) = Ker(∂r), Br(K) = Im(∂r), son

llamados grupo de r-ciclos y grupo de r-bordes respectivamente.

Observación 1.12. Puesto que Cr(K) es un grupo abeliano, Br(K) es un subgrupo

normal de Cr−1(K)

3Dados dos grupos (G, ∗) y (H, ◦), una función φ : G −→ H es un homomorfismo (de grupos) si para

todo a, b ∈ G se cumple que φ(a ∗ b) = φ(a) ◦ φ(b)
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Corolario 1.13. Sea K un complejo simplicial n dimensional. Una sucesión de grupos

de r-cadenas y operadores frontera {(Cr(K), ∂r)}06r6n con representación:

0
i
↪→Cn(K)

∂n−→ Cn−1(K)
∂n−1−→ Cn−2(K)

∂n−2−→ · · · ∂2−→ C1(K)
∂1−→ C0(K)

∂0−→ 0

es una cadena de complejos, la cual se conoce como cadena de complejos simpliciales de K.

Observación 1.14. Dado que ∂r−1 ◦ ∂r = 0, de la representación anterior es claro que

Br(K) ⊂ Zr−1(K).

Por otra parte, al ser Cr(K) el Z-módulo libre generado por los r−śımplices de K, se

puede representar a ∂r matricialmente con respecto a la base estándar. Esta matriz se llama

r−ésima matriz de incidencia del complejo simplicial K.

Si kr es el número de r−śımplices y kr−1 el número de (r − 1)−śımplices, al aplicar ∂r

a los r-śımplices de la base de Cr(K) y disponerlos en columna para construir a Mr, esta

resulta de orden kr−1 × kr con entradas dadas por:

[Mr]ij =


1 si ∆i ∈ ∂(∆j)

−1 si −∆i ∈ ∂(∆j)

0 si ∆i /∈ ∂(∆j)

Donde ∆i y ∆j son el (r − 1)−śımplice asociado a la fila i y el r−śımplice dispuesto en

la columna j respectivamente.

Ejemplo 1.15. Para el complejo simplicial de la Figura 1.2, la matriz de incidencia

asociada a ∂1, es:



(p0 p1) (p0 p2) (p1 p2) (p2 p3) (p3 p4) (p3 p5) (p4 p5)

(p0) 1 1 0 0 0 0 0

(p1) −1 0 1 0 0 0 0

(p2) 0 −1 −1 1 0 0 0

(p3) 0 0 0 −1 1 1 0

(p4) 0 0 0 0 −1 0 1

(p5) 0 0 0 0 0 −1 −1
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1.5. Grupos de Homoloǵıa.

Asociado a un complejo simplicial n−dimensional K, se tienen los grupos:

Br+1(K) ⊆ Zr(K) ⊆ Cr(K)

En seguida se explicará la información topológica que se puede extraer a partir de estos

grupos.

Definición 1.16. Sea K un complejo simplicial n−dimensional, para 0 6 r 6 n, el

r−ésimo grupo de homoloǵıa asociado a K está definido por el cociente:

Hr(K) =
Zr(K)

Br+1(K)

Y la homoloǵıa de K está determinada por:

H(K) =
n⊕
r=0

Hr(K)

Observación 1.17. Dada la estructura de subgrupo normal de Br+1(K), el r−ésimo

grupo de homoloǵıa de K, Hr(K) está bien definido. Por convención, Hr(K) = 0 para r > n

y r < 0.

Los elementos de Hr(K) son llamados clases de homoloǵıa y dos r−ciclos z y z′ estan en

la misma clase, si y sólo si z − z′ ∈ Br+1(K) en cuyo caso decimos que z es homólogo a z′ y

lo denotamos por z ∼ z′. Geométricamente, z − z′ es la frontera de alguna (r + 1)−cadena.

Por definición, cualquier borde b ∈ Br+1(K) es homólogo a 0, puesto que b− 0 ∈ Br+1(K).

Hr(K) contiene las clases de r−ciclos que no son borde de alguna (r + 1)−cadena. Un

r−ciclo en Hr(K) representa lo que se conoce como hueco o agujero de dimensión r; por

tanto, la homoloǵıa mide la conexidad y la cantidad de huecos de dimensión r de un espacio

topológico triangulable.



1. HOMOLOGÍA SIMPLICIAL. 12

1.6. Triangulación y homoloǵıa.

El objetivo de la Topoloǵıa Algebraica es medir propiedades de espacios topológicos utili-

zando métodos algebraicos. Para extraer información de un espacio topológico X, se asocia

una separación en śımplices orientados (puntos, segmentos, triángulos...) Esta operación de

asignación es la que se conoce como triangulación.

Definición 1.18. Sea X un espacio topológico. Si existe un complejo simplicial K y

un homeomorfismo T : |K| −→ X, se dice que X es triangulable y (K, T ) conforma una

triangulación de X.

Con esta definición, puede dećırse que a menudo se interpreta a |K| como el espacio

topológico cuya triangulación es K.

Ejemplo 1.19. La Figura 1.4 muestra una triangulación del cilindro S1 × [0, 1].

Un resultado interesante es el siguiente: al considerar una triangulación (K, T ) de un

espacio topológico X, los grupos de cadenas Cr(K) cuentan los śımplices de dimensión r y

el operador borde ∂ entre ellos codifica la manera en que los śımplices se asocian a X.

Figura 1.4. Triangulación de un cilindro.
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Es importante resaltar que los grupos de homoloǵıa asociados a un espacio topológico no

dependen de la triangulación; consecuencia directa del hecho de que los grupos de homoloǵıas

son invariantes topológicos, espećıficamente:

Dados K, L dos complejos simpliciales, un morfismo simplicial f : K −→ L induce una

función cont́ınua |f | : |K| −→ |L| lineal en cada śımplice de K, la cual a su vez, induce

un homomorfismo fr : Hr(K) −→ Hr(L), sin embargo, aunque no toda función continua

entre poliedros es lineal, tiene sentido tomar en cuenta funciones continuas entre poliedros

que induzcan homomorfismos entre grupos de homoloǵıa gracias al teorema de aproximación

simplicial de funciones continuas entre poliedros [19].

El razonamiento anterior conlleva a un resultado importante: los grupos de homoloǵıa

son invariantes topológicos, es decir, no dependen de la triangulación de X. De manera más

precisa se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.20. Sean X e Y dos espacios topológicos homeomorfos y sean (K, TK) y

(L, TL) triangulaciones de X e Y respectivamente. Entonces:

Hr(K) ∼= Hr(L)

Y por tanto:

Hr(X) ∼= Hr(Y )

Demostración extensa. Véase en [20].

En el caso particular en que (K, TK) y (L, TL) son triangulaciones de X, se tiene que

Hr(X) no depende de la triangulación elegida.

A continuación se explicará de forma expĺıcita el v́ınculo entre los grupos de homoloǵıa

y las propiedades intŕınsecas de un espacio topológico a través del número de clases de

homoloǵıa. El cálculo de la cantidad de estas clases es el objetivo central de los llamados

Números de Betti.
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1.7. Números de Betti y Conexidad.

En honor al matématico Enrico Betti (1823-1892), Poincaré define por primera vez los

números de Betti. La importancia de estos números radica en que proporcionan una idea

de conexidad de orden superior al numerar los ciclos tales que ninguna combinación lineal

es homóloga a cero, esto es, el r-ésimo número de Betti representa el máximo número de

r-ciclos independientes que existe en una triangulación arbitraria de V , más precisamente:

Definición 1.21. Dado un complejo simplicial n−dimensional K, el r−ésimo número

de Betti, denotado por βr(K) es el rango del r−ésimo grupo de homoloǵıa Hr(K).

La definición 1.20 clarifica la relación entre los números de Betti y la conexidad, ya que

βr(K) contabiliza la cantidad de r−ciclos generadores presentes en un complejo simplicial,

es decir, los huecos r−dimensionales de K. De esta manera, β0(K) cuenta el número de

componentes conexas o huecos de dimensión 0, β1(K) los de dimensión 1, β2(K) los de

dimensión 2 y aśı sucesivamente.

Ejemplo 1.22. Sea X un toro. Sus números de Betti son β0 = β2 = 1 y β1 = 2. β0 indica

que el espacio tiene una componente conexa, mientras que β1 señala que existen dos clases

de dimensión 1 representadas con color azul en la Figura 1.5. El valor de β2 sugiere que el

espacio tiene un hueco de dimensión 2: la región vaćıa interna cerrada.

Figura 1.5. Dos clases independientes de dimensión 2 en el torus.
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1.8. Cálculo de los números de Betti.

El r-ésimo número de Betti asociado a un complejo simplicial corresponde al número de

r-ciclos independientes que no son borde, es decir:

(1.1) βr(K) = Rg(Zr)−Rg(Br+1)

Por tanto, βr(K) se puede calcular de manera sencilla considerando la r-ésima matriz de

incidencia Mr y tomando en cuenta que:

(1.2) Rg(Zr) = kr −Rg(Mr)

(1.3) Rg(Br+1) = Rg(Mr+1)

De manera que, al sustituir (1.2) y (1.3) en la ecuación (1.1) se tiene que:

βr(K) = kr −Rg(Mr)−Rg(Mr+1)

Ejemplo 1.23. Para el complejo simplicial de la Figura 1.2, en el Ejemplo 1.14 se

mostró la matriz M1. La matriz M2 está dada por:



(p0 p1 p2)

(p0 p1) 1

(p0 p2) −1

(p1 p2) 1

(p2 p3) 0

(p3 p4) 0

(p3 p5) 0

(p4 p5) 0


Y aśı, siendo kr = 7, Rg(M1) = 5 y Rg(M2) = 1, se tiene que:

β1 = 7− 5− 1 = 1

Con el resultado β1 = 1 se identifica el agujero de dimensión 2 correspondiente al triángulo

con vértices p3, p4 y p5 sin el interior.
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2. Homoloǵıa Persistente.

Desde una perspectiva combinatoria, es posible generar diversos complejos simpliciales a

partir de un conjunto de puntos. El problema radica en construir un complejo simplicial que

mantenga las propiedades topológicas de un objeto a partir de una muestra determinada. La

Homoloǵıa Persistente contribuye a la solución de este problema. Para un estudio a fondo

de Homoloǵıa Persistente, véase [6].

Por otra parte, es posible demostrar que dado un conjunto de puntos, en realidad sólo

existe un número finito de complejos simpliciales que pueden ordenarse como una sucesión

creciente. Este es el concepto de filtración de un complejo simplicial, cuyo enunciado se da a

continuación.

Definición 1.24. Dado un complejo simplicial K, una filtración de K es una sucesión

anidada K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Km = K de subcomplejos de K.

Un ejemplo de filtración de un complejo simplicial se puede ver en la Figura 1.6 tomando

el complejo simplicial de la Figura 1.2.
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Figura 1.6. Filtración de un complejo simplicial.
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En consecuencia, se ha establecido la existencia de un complejo simplicial maximal a

partir de un conjunto de puntos en el que estos constituyen los 0−śımplices.

Notación: Dado un complejo simplicial filtrado K y tomando la j−ésima componente

de la filtración Kj, se denota a Cr(Kj), Zr(Kj), Br+1(Kj) y Hr(Kj) por Cj
r , Z

j
r , B

j
r+1 y

Hj
r respectivamente. Por tanto, se puede representar la filtración del complejo simplicial

mediante el diagrama:

0

i
��

0

i
��

· · · 0

i
��

0

i
��

C0
n

i0n //

∂0n
��

C1
n

i1n //

∂1n
��

· · ·
im−2
n // Cm−1

n

im−1
n //

∂m−1
n
��

Cm
n

∂mn
��

C0
n−1

i0n−1
//

∂0n−1 ��

C1
n−1

i1n−1
//

∂1n−1 ��

· · ·
im−1
n−1
// Cm−1

n−1

imn−1
//

∂m−1
n−1��

Cm
n−1

∂mn−1��
...

∂03
��

...

∂13
��

· · · ...

∂m−1
3
��

...

∂m3
��

C0
2

∂02
��

i02 // C1
2

∂12
��

i12 // · · ·
im−2
2 // Cm−1

2

∂m−1
2
��

im−1
2 // Cm

2

∂m2
��

C0
1

i01 //

∂01
��

C1
1

i11 //

∂11
��

· · ·
im−2
1 // Cm−1

1

im−1
1 //

∂m−1
1
��

Cm
1

∂m1
��

C0
0

i00 //

∂00
��

C1
0

i10 //

∂10
��

· · ·
im−2
0 // Cm−1

0

im−1
0 //

∂m−1
0
��

Cm
0

∂m0
��

0 0 · · · 0 0

Donde ijr es la aplicación inducida por la inclusión entre los r−śımplices de Kj y los de

Kj+1. Más aún, para j < p, se denota por ij,pr a la aplicación inducida por la inclusión entre

los r−śımplices de Kj y los de Kp. Con esta notación se presenta la definición de Homoloǵıa

Persistente para complejos simpliciales filtrados.
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Definición 1.25. El p−persistente r−ésimo grupo de homoloǵıa de Kj, denotado por

Hj,p
r está definido por el cociente:

Hj,p
r =

ij,pr (Zj
r )

Bp
r+1 ∩ i

j,p
r (Zj

r )

Los elementos de Hj,p
r son los r−ciclos de Kj que perduran hasta Kp, por tanto, el

p−persistente r−ésimo número de Betti βj,pr cuenta los huecos de dimensión r que se forman

en la componente j y persisten en la componente p. Si tomamos α > 0 como el parámetro

de la filtración, es posible definir la persistencia de la siguiente manera:

Definición 1.26. La persistencia es una medida de la duración de un r−ciclo definida

como la diferencia entre el valor de α para el cual el r−ciclo se produce y el valor α para el

cual el r−ciclo se le añade su interior al formarse el (r + 1)−śımplice correspondiente.

Ejemplo 1.27. En la filtración mostrada en la Figura 1.6, el hueco o clase 2−dimensional

representada por el triángulo de vértices p0, p1, p2 (en azul) se forma en la componente K1

y se cierra en la componente K5, mientras que el hueco de dimensión 2 destacado en color

rojo que se forma en la componente K3 no se cierra.
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Figura 1.7. Clases de homoloǵıa persistentes de dimensión 2.
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2.1. Códigos de Barra.

Para dar una idea del significado de la Homoloǵıa Persistente, se ofrece una breve des-

cripción de la manera usual de visualización de la persistencia. La persistencia de una clase

de homoloǵıa r−dimensional puede representarse mediante un intervalo. Una clase de homo-

loǵıa que se produce en una componente Ki de una filtración continua y concluye al ocurrir

la componente Kj (i < j) se dice que persiste en [i, j). Si dicha clase se produce a un nivel

Ki y no concluye, utilizamos el intervalo [i,∞).

Se entiende por código de barra a la representación gráfica del conjunto de intervalos de

persistencia resultantes de una filtración.

Ejemplo 1.28. Los códigos de barra de grado 0 y 1 asociados a la filtración de la Figura

1.6 se muestran en la Figura 1.8

Figura 1.8. Ejemplos de códigos de barra.

En el caso del código de barra de β0, el vértice (p0) es una componente conexa que se

produce en el nivel 0 y persiste indefinidamente al contrario del vértice (p5), el cual persiste

entre las componentes K2 y K3. En el caso de β1, donde los huecos son las clases de homo-

loǵıa de dimensión 1, un hueco entre los segmentos (p0 p1), (p0 p2), (p1 p2) aparece en el nivel

1 de la filtración y se cierra con el triángulo (p0 p1 p2); mientras que el hueco que aparece en

el nivel 3 de la filtración no desaparece.



Caṕıtulo 2

α-Formas

Uno de los problemas más dif́ıciles en la reconstrucción de la forma a partir de una nube

de puntos es comprender cómo conectar los puntos para formar una superficie que tenga las

mismas propiedades topológicas y caracteŕısticas geométricas de la original. Las α-Formas

fueron introducidas en el plano por Edelsbrunner en [10] y extendidas a dimensiones altas en

[11], como una herramienta geométrica para entender la forma de un conjunto no organizado

de puntos.

El objetivo inicial de las α-Formas fue dar una respuesta a las deficiencias que tiene el

procedimiento del cálculo de la cápsula convexa de un conjunto de puntos utilizando una

ĺınea pivote, como se presenta en [15]. Con el método de α-Formas, en lugar de tomar una

ĺınea, se considera un disco de radio α > 0 para precisar el contorno de la forma [10]. Existen

tres categoŕıas en las que se aplica el método de α-Formas:

Reconocimiento de Patrones. Caracterización de distribución de puntos

en el espacio (por ejemplo galaxias en el universo)

Procesamiento del muestreo digital de formas. Reconstrucción de la

forma de un objeto a partir de una muestra finita de puntos sobre la superficie.

Bioloǵıa estructural molecular. Modelado de aspectos estructurales de

protéınas y otras bio-moléculas relevantes para el funcionamiento de la vida.

En esta sección se proporciona una idea intuitiva de la técnica de α-Formas, se revela

su definición formal, se ilustran algunos ejemplos, se expone la relación existente con la

triangulación Delaunay y finalmente se conecta con la Homoloǵıa Persistente.

20
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1. Introducción a las α-Formas.

Tomando en cuenta que la idea central de este Trabajo Especial de Grado consiste en

analizar un conjunto n−dimensional de puntos (n = 2 o 3) es necesario aclarar que en algu-

nas aplicaciones la nube de puntos puede llegar a ser tan grande y complicada (con muchos

huecos r−dimensionales) que la visualización o la comprensión de la forma representada por

dicha nube de puntos puede ser muy dif́ıcil. Para dar una interpretación precisa, resulta

indispensable considerar una definición de la forma de una nube de puntos. Las α-Formas

(en inlgés α−Shapes) facilitan este proceso.

Se inicia esta sección describiendo intuitivamente la idea detrás del método de α-Formas

para luego revelar la definición formal a partir de la triangulación Delaunay. Al finalizar, se

señala cómo se aplica la técnica de Homoloǵıa Persistente en el método de α-Formas.

1.1. Idea intuitiva.

La α-Forma de una nube de puntos puede considerarse como una generalización de la

cápsula convexa del conjunto de puntos. La denominación α se refiere a la siguiente idea:

Sea V = {p0 , p1 , · · · , pn} ⊂ Rm 1. Para α > 0 y x ∈ Rm − V se define Bo(x;α) = Bx(α)

como la α-bola de x. Se dice que Bx(α) es vaćıa (de puntos en V ) si, y sólo si V ∩Bx(α) = ∅

y se denota por U(α) a la unión de α-bolas vaćıas. Los puntos que no pertenecen a U(α)

constituyen la forma de la nube de puntos.

Se llama α-cápsula de V , denotada Vα, a la unión de k-śımplices definidos por subcon-

juntos de V que satisfacen la siguiente condición:

Para T ⊂ V :

∆T ∈ Vα ⇐⇒ ∆T ∩ U(α) = ∅

1En lo sucesivo, para Rm se tomará m = 2 o 3.
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La α-Forma de V es el resultado de omitir los k-śımplices que forman el interior de Vα

(ejemplo en la Figura 2.1-d).

La Figura 2.1 ilustra el caso en el plano. La frontera del conjunto de puntos que no están

en U(α) está definida por arcos circulares de curvatura constante 1
α

que conectan los puntos

de V ∩∂(Bx(α)) para alguna Bx(α) vaćıa (Figura 2.1-b) Al sustituir los arcos por segmentos,

se obtiene la α-Forma de V como se observa en la Figura 2.1-d. Para los casos en Rm con

m = 2 o 3, ∂(Vα) está formada por 1-śımplices y 2-śımplices respectivamente. La Figura

2.1-c ilustra el caso en el plano.

a) b) d)c)

Figura 2.1. a) Nube de puntos en el plano. b) Puntos en R2 que no estan dentro

de alguna Bx(α). c) α−cápsula constitúıda por 2-śımplices. d) α-Forma resultante.

Especificamente, para el caso en 2 dimensiones, si V ∩ ∂(Bx(α)) = {p
i
, p

j
} entonces

se reemplaza el arco circular que conecta p
i

y p
j

por el 1-śımplice (pi pj) y en general, si

T = {pi0 , pi1 , · · · pik} ⊂ V es tal que ∂(Bx(α)) ∩ V = T se añade 1-śımplices que conectan

puntos de T próximos en distancia. El caso en 3 dimensiones se explica con detalle en [9].

Observación 2.1. En Rm, ∂(Vα) está conformada por (m− 1)−śımplices e int(Vα) por

m−śımplices.

Nótese que para α suficientemente pequeño, tal que no existen puntos de V a conectar

(Bx(α) = ∅ ∀x ∈ Rm − V ), la α-Forma de V es precisamente V , mientras que para un

valor de α suficientemente grande, la α-Forma corresponde a la cápsula convexa de V la cual

generalmente se denota por Con(V ).
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En lo que sigue, se asumirá que V es un conjunto de puntos af́ınmente independiente

para evitar casos especiales, no obstante, se desarrolló una técnica llamada Simulación de

Simplicidad (SoS) descrita en [8] la cual simula una perturbación infinitesimal de los puntos

para colocarlos en posición general. Notemos que la suposición de independencia af́ın asegura

que para cada T ⊂ V con |T | = r + 1 6 n + 1 la cápsula convexa de T tiene exactamente

dimensión r y por tanto es un r−śımplice.

1.2. Triangulación Delaunay.

Para realizar la construcción de la α-cápsula de un conjunto de puntos genereralmente

se utiliza la técnica de la triangulación Delaunay. Consideremos un conjunto V de puntos en

Rm, entonces para m = 2, la triangulación Delaunay es una triangulación tal que no existen

puntos de V dentro del ćırculo circunscrito de cualquier triángulo, para el caso m > 2, las

palabras ćırculo y triángulo son sustitúıdas por hyperesfera y śımplice respect́ıvamente. Más

espećıficamente:

Definición 2.2. Dado un conjunto V ⊂ Rm af́ınmente independiente, la triangulación

Delaunay de V es el complejo simplicial Del(V ) que consta de:

i) Todos los r−śımplices ∆r = (p0 p1 · · · pr) tal que la esfera circunscrita en {p0, p1, · · · , pr}

no contiene algún otro punto de V .

ii) Para ∆r ∈ Del(V ) si ∆k 6 ∆r entonces ∆k ∈ Del(V )

Observación 2.3. La condición de independencia af́ın de V garantiza la unicidad de la

triangulación Delaunay.

Ejemplo 2.4. Obsérvese el conjunto de puntos en R3 de la Figura 2.2. La triangulación

de Delaunay de este conjunto se muestra en la Figura 2.3.

Es importante destacar que la triangulación Delaunay puede entenderse como la realiza-

ción geométrica del nervio del diagrama de Voronoi. El caso en R2 de este hecho se explica

brevemente en el apéndice.
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Figura 2.2. Conjunto de puntos en A3.

Figura 2.3. Triangulación Delaunay del conjunto de puntos de la Figura 2.2.
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2. Definición formal de α-Formas

Definición 2.5. Para T ⊂ V con |T | = r + 1, un r−śımplice ∆T se dice α−expuesto si

existe x ∈ Rm − V tal que Bx(α) es vaćıa y T = ∂(Bx(α)) ∩ V .

Nótese que si ∆T es α−expuesto entonces todas sus caras también lo son.

Ejemplo 2.6. Tomando V = {p0, p1, p2, p3, p4, p5} puntos en R2 como se muestra en la

Figura 2.4. Para T = {p2, p3}, en el primer caso, el 1−śımplice ∆T está α−expuesto, debido

a que para x = x0 ∈ R2 se tiene:

∂(Bx0(α)) ∩ V = {p2, p3} = T

siendo Bx0(α) vaćıa.

Obsérvese que, en el segundo caso, para T = {p2, p4}, el 1−śımplice ∆T no está α−expuesto,

ya que no existe x ∈ R2 tal que ∂(Bx(α))∩ V = T siendo Bx(α) vaćıa. Puede notarse clara-

mente que para x0, a pesar de ser T = ∂(Bx(α)) ∩ V es claro que V ∩ Bx(α) = {p3} ∈ V y

por tanto no es vaćıa.
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Figura 2.4. Ejemplo de 1-śımplice α−expuesto.
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Una vez alcanzada la definición de śımplice α-expuesto, se puede demostrar una de las

proposiciones más importante para este Trabajo Especial de Grado. La importancia de esta

proposición radica en su influencia directa en la construcción de la α-Forma.

Proposición 2.7. Sean V ⊂ Rm un conjunto de puntos af́ınmente independiente, T ⊂ V

y α > 0. Si ∆T es un r−śımplice α−expuesto entonces ∆T ∈ Del(V ).

Demostración:

Como ∆T es α−expuesto, entonces existe x0 ∈ Rm tal que la bola abierta vaćıa Bx0(α)

satisface: ∂(Bx0(α))∩V = T , es decir, Bx0(α) conforma la esfera circunscrita en los 0−śımpli-

ces de ∆T y no contiene puntos de V en su interior, además, al ser todas las caras de ∆T

śımplices α−expuestos, se cumple que:

∆T ∈ Del(V )

�

Claramente, el rećıproco de la Proposición 2.7 no necesariamente es válido, sin embargo,

es posible construir un complejo simplicial aplicando lo que se conoce como α-prueba, la cual

consiste en tomar r−śımplices en el sentido de la condición i) de la definición 2.8.

Definición 2.8. Para ∆T ∈ Del(V ), sea Bx
T

(r
T
) la esfera circunscrita en los 0-śımplices

de ∆T . Se llama α−complejo de V al complejo simplicial Vα ⊂ Del(V ) dado por:

∆T está en Vα si se cumple una de las siguientes:

i) r
T
6 α y la r

T
−bola centrada en xT es vaćıa (α-prueba)

ii) ∆T es una cara de otro śımplice en Vα.

Por definición, es claro que la frontera del α−complejo está conformada por los śımplices

α−expuestos de V , es decir:

∂(Vα) = {∆T : T ⊂ V y ∆T es α− expuesto}
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Es de suma importancia notar que la Proposición 2.6 junto con la Definición 2.8 implican

que ∂(Vα) ⊂ Del(V ) y en conjunto garantizan la existencia de un poĺıtopo que tiene los

śımplices ∂(Vα) como frontera; este poĺıtopo es la α-Forma de V , de manera que la

siguiente puede tomarse como una definición alternativa de la α-Forma de V .

Definición 2.9. La α-Forma de V es el politopo cuya triangulación es Vα, es decir, si

se denota como Fα(V ) a la α-Forma de V , entonces:

Fα(V ) := |Vα|

Fα(V ) puede ser no convexa e incluso tener huecos. Nótese además que el conjunto ∂(Vα)

no necesariamente representa una frontera, por ejemplo: En la Figura 2.5, el śımplice no es

frontera puesto que un segmento está contenido en una región encerrada. Para subsanar este

tipo de problemas, la Proposición 2.10 muestra que este caso no es posible para Fα(V ).

Figura 2.5. Śımplices que no son frontera

Proposición 2.10. Sea ∆
T
∈ ∂(Vα). ∆

T
delimita el interior de Fα(V ) si y sólo si, una

de las dos α−bolas Bx
T

(α) con T = ∂(Bx
T

(α)) ∩ V es vaćıa.

Demostración:

(⇒) Como ∆
T
∈ ∂(Vα), una de las dos α-bolas es entonces vaćıa. Se debe verificar que

la otra no lo es, no obstante, como ∆
T

está en la frontera de Vα, entonces existe un śımplice

∆
U
∈ Vα tal que ∆

T
6 ∆

U
. En consecuencia, la esfera circunscrita en los 0-śımplices de ∆

U

tiene radio r
U
< α lo cual prueba que la α-bola que encierra a ∆

U
no es vaćıa.

(⇐) Al ser una de las α-bolas con T = ∂(Bx
T

(α))∩V vaćıa, el śımplice ∆
T

es α-expuesto

y por tanto está en ∂(Vα).

�
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Observación 2.11. Esta proposición permite determinar el “lado” de ∆
T
∈ ∂(Vα) que

contiene el interior de Fα(V ).

2.1. Ejemplos:

• La Figura 2.6 muestra un ejemplo del proceso de obtención de la Fα(V ) de un

conjunto de puntos en el plano.

• La Figura 2.7 ilustra algunas Fα(V ) con diferentes valores de α para un conjunto de

2630 puntos en R3 tomados de datos del programa Silicon Graphic’s Solidview. En

el primer cuadro, se utilizó un parámetro α muy grande, dando como resultado la

cápsula convexa de la nube de puntos. Seguidamente, en cada cuadro a derecha se

aprecia una muestra de la α−bola correspondiete. En el último cuadro, claramente

se observa que al tomar α muy pequeñoentonces Fα(V ) es exactamente V .

Conjunto de puntos Del(V) Va

�(    )Va a-Forma

Figura 2.6. Proceso de obtención de α-Forma de un conjunto de puntos.
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Figura 2.7. Fα(V ) de un busto para diferentes valores de α. Nube de 2630

puntos con triangulación de 35196 2-śımplices. Imagen extráıda de [9].

Figura 2.8. Fα(V ) de dos toros para diferentes valores de α. Nube de 800

puntos con triangulación de 12197 2-śımplices. Imagen extráıda de [9].
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3. Homoloǵıa Persistente y α-Formas.

Al tomar un conjunto de puntos en Rm, realizar la triangulación Delaunay y construir el

α−complejo para α > 0 (y aśı Fα(V )) se pueden calcular los grupos de homoloǵıa asociados

y, por medio de la Homoloǵıa Persistente, medir la duración de los huecos r−dimensionales

del α−complejo; de manera que la α-Forma a seleccionar como definitiva preserve las mismas

propiedades topológicas de la superficie representada por la nube de puntos.

Con el siguiente resultado es posible variar el valor de α construyendo una filtración por

α−complejos de Del(V ) para aplicar la Homoloǵıa Persistente a la sucesión de complejos

simpliciales y medir la persistencia de las clases de homoloǵıa.

Proposición 2.12. Si α1 6 α2 entonces Vα1
⊆ Vα2

.

Demostración:

Sea ∆T ∈ Vα1 y Bx
T

(r
T
) la r

T
bola vaćıa centrada en x

T
∈ Rm−V tal que que se satisface

que T = V ∩ ∂(Bx
T

(r
T
)), entonces r

T
6 α1. Como α1 6 α2 se sigue que r

T
6 α2 y por tanto

∆T ∈ Vα2 , de donde Vα1 ⊆ Vα2 .

�

La Proposición 2.12 muestra además que para cada śımplice ∆T ∈ Del(V ), existe un

intervalo I = [a,∞] tal que ∆T ∈ Vα si, y sólo si α ∈ I. Si se elige α con valores enteros

con αn suficientemente grande como para producir la triangulación Delaunay de V ; se tiene

entonces la siguiente filtración de α−complejos:

V = V0 ⊆ Vα1 ⊆ · · · ⊆ Vαn−1 ⊆ Vαn = Del(V )

Para cada componente Vαi
con 0 6 i 6 n se puede construir el i−ésimo grupo de

r−cadenas Cr(Vαi
) junto con el operador frontera ∂r : Cr(Vαi

) −→ Cr−1(Vαi
), resultando en

cada componente la cadena de αi-complejos {(Cr(Vαi
), ∂r)}06r6 n.
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Una vez precisadas las cadenas de α−complejos, se puede medir la variación de los

números de Betti (dimensión de los grupos de homoloǵıa asociados) desde V0 hasta Vαn
para

calcular la peristencia de las clases de homoloǵıa que se producen y concluyen en la filtración.

Observación 2.13. Las clases con mayor persistencia capturan mayor precisión en las

caracteŕısticas topológicas del conjunto de puntos.

La Figura 2.9 muestra un ejemplo de filtración por α-complejos a partir de la triangulación

Delaunay.

Figura 2.9. Ejemplo de filtración por α-complejos a partir de la triangulación Delaunay.

Un ejemplo detallado de la aplicación de Homoloǵıa Persistente al método de α-Formas

se expone en el siguiente caṕıtulo referente a la reconstrucción 3D de la superficie de un

objeto a partir de imágenes de rango.



Caṕıtulo 3

Reconstrucción 3D a partir de imágenes de rango.

Al hacer la digitalización 3D, se quiere saber si se preservan las propiedades topológicas.

Las imágenes de rango del objeto real proporcionadas por la scanner 3D son interpretadas

en MatLab como matrices de coordendas rectangulares (Esta transformación puede revisarse

en el apéndice) y a partir de esta se aplica el método de α-Formas para reconstruir la su-

perficie. Para que el modelo digital conserve las mismas propiedades topológicas del objeto

real utilizamos la Homoloǵıa Persistente. La idea central del procedimiento fue extráıda de

[18] y consiste en eliminar los segmentos de la triangulación Delaunay cuya longitud es d < α.

1. Algoritmo de Reconstrucción.

(1) Lectura de la imagen de rango.

(2) Transformación de la imagen de rango a nube de puntos con coordenadas rectangu-

lares.

(3) En MatLab, se introducen las coordenadas de los puntos representadas en 3 matri-

ces mx1 correspondientes a las coordenadas x, y y z de los m puntos.

(4) Se genera la triangulación Delaunay de la nube de puntos mediante la rutina

Del = delaunay(X, Y, Z)

la cual resulta una matriz cuyas filas especifican los tetraedros que conforman la

triangulación. La matriz resultante es de dimensión #tetrahedros x 4 y cada entra-

da [Del]ij es un valor entre 1 y m que indica el ı́ndice fila de las matrices X, Y y Z

que son coordenadas del j−ésimo vértice del i−ésimo tetraedro.

32
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(5) Se toma un valor α > 0 el cual representa el radio de las α−bolas.

(6) Para cada triángulo de [Del] se analizan los segmentos de la siguiente manera:

(a) Si la distancia entre los vértices del segmento es mayor o igual que α, se almace-

nan los vértices como 0-śımplices, el segmento como 1-śımplice y se incrementa

en una y dos unidades la cantidad de 0-śımplices y 1-śımplices respectivamente.

(b) Si los vértices que forman un triángulo satisfacen la condición, entonces se al-

macena el 2-śımplice correspondiente y se incrementa en una unidad la cantidad

de 2-śımplices.

(7) Se construye el α-complejo resultante.

(8) Se determina la matriz del operador frontera ∂ en la base estándar y se calcula su

rango.

(9) Se computan los números de Betti con las fórmulas presentadas en 1.7.

(10) Se repite el procedimiento para distintos valores de α y se analiza la persistencia de

las clases de homoloǵıa para producir un resultado final que conserve las propiedades

topológicas del objeto real.

El procedimiento radica en tomar α = ∞ para obtener la cápsula convexa de la nube

de puntos. Seguidamente, se realiza la α-prueba a la triangulación Delaunay y se calculan

los números de Betti del α−complejo. El siguiente paso consiste en disminuir el valor de

α, reconstruir el α−complejo y recalcular los números de Betti. Se continúa reduciendo el

parámetro hasta que los número de Betti permanezcan constantes a menos que se alcance

un valor muy pequeño de α para el cual el α-complejo resultante es el conjunto de puntos. Si

la filtración es exitosa se producen números de Betti apropiados por medio de la persistencia

de las clases.
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2. Ejemplo de reconstrucción de superficie.

Figura 3.1. Nube de 2.864 puntos.

Para este ejemplo, se desarrolló la simulación de una nube de 2.864 puntos provenientes

de una scanner 3D como se observa en la Figura 3.1. Se calculó la triangulación Delaunay

la cual está conformada por 14.278 tetraedros (Figura 3.2) Luego, se aplicó el método de

α-Formas mediante la rutina que se presenta en el apéndice. Variando el valor de α desde

200 hasta 0 se visualizaron las distintas α-Formas (para α = 200 la triangulación Delaunay.

Para α = 0 la nube de puntos) iniciando el proceso con α = 150. Para este valor se forma

un hueco 0-dimensional que representa una componente conexa.

Figura 3.2. Triangulación Delaunay de la nube de puntos
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b0 = 1

b1 = 0

b2 = 0

a = 150

b0 = 1

b1 = 0

b2 = 0

a = 100

b0 = 1

b1 = 0

b2 = 0

a = 56

b0 = 1

b1 = 0

b2 = 1

a = 54

b0 = 1

b1 = 1

b2 = 0

a = 52

b0 = 1

b1 = 1

b2 = 0

a = 40

Figura 3.3. α-Formas en el intervalo [40,150]

Nótese que en la componente α = 54 (Figura 3.3) se genera un hueco 2-dimensional que

concluye en la componente α = 52. Dada la longitud del intervalo del parámetro α podemos

decir que esta clase de homoloǵıa tiene poca persistencia.
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En la componente α = 52 se genera una clase de dimensión 1 que persiste en el intervalo

[16,52).

b0 = 1

b1 = 1

b2 = 13

a = 30

b0 = 1

b1 = 1

b2 = 1

a = 28

b0 = 1

b1 = 1

b2 = 1

a = 23

b0 = 1

b1 = 1

b2 = 1

a = 18

b0 = 2

b1 = 2

b2 = 1

a = 17

b0 = 3

b1 = 3

b2 = 1

a = 16

Figura 3.4. α-Formas en el intervalo [16,30]

Para 18 6 α 6 28 los números de Betti son β0 = β1 = β2 = 1 correspondientes a una

componente conexa (taza), un hueco de dimensión 1 (asa) y un hueco de dimensión 2 (región

vaćıa cerrada dentro del asa)
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Claramente, a medida que el valor de α es más pequeño el número de componentes

conexas se incrementa hasta alcanzar la cantidad de puntos de la nube.

b0 = 4

b1 = 663

b2 = 0

a = 15

b0 = 5

b1 = 1511

b2 = 0

a = 14

b0 = 1140

b1 = 306

b2 = 0

a = 8

b0 = 2010

b1 = 7

b2 = 0

a = 6

b0 = 2429

b1 = 3

b2 = 0

a = 4

b0 = 2690

b1 = 1

b2 = 0

a = 2

Figura 3.5. α-Formas en el intervalo [2,15]
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A continuación se presentan las gráficas para β0, β1 y β2 en función de α.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38

3200

2800

2400

2000

1600

1200

800

400

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

...

..
.

..
.

1140

195

9

5

1 1

3

1 1 1 1 1

b0

a

1 1 1 1 1

2690
2429

2010

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26  52 54 56 58 60 ...

1600

1400

1200

1000

800

600

400

200

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

...

..
.

..
.

1

3

7

306

182

908

1511

1 1

3

1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

b1

a



2. EJEMPLO DE RECONSTRUCCIÓN DE SUPERFICIE. 39
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Seguidamente se grafica el código de barra más importante para este estudio: β1. Dada la

cantidad de huecos 2-dimensionales que se producen y concluyen, sólo se muestran algunos.

Nótese que la clase de homoloǵıa h3 (agujero del asa de la taza) es persistente.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 ...

h 1

h 2

h 3

h 4

h 5

h 6

h 7

h 8

h 9

h10

h11

a

Figura 3.6. Código de barra para β1.
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Con las gráficas, el código de barra de β1 y los resultados obtenidos se pudo determinar

la persistencia de las clases de homoloǵıa. Para β0 se observó que la clase de homoloǵıa con

mayor persistencia es la del intervalo [18,∞), para β1, la clase de homoloǵıa que representa el

asa de la taza persiste en el intervalo [18, 52), mientras que las demás persisten en intervalos

pequeños con relación al anterior. En el caso de β2, existe una clase que persiste en el intervalo

[16, 28). De manera que, los números de Betti más cercanos que representan las propiedas

topológicas de la nube de puntos son

β0 = β1 = β = 1

los cuales persisten simultaneamente en el intervalo:

[18,∞) ∩ [18, 52) ∩ [16, 28) = [18, 28)

Por tanto se puede concluir que para α ∈ [18, 28) se obtiene una α-Forma de la nube de

puntos que preserva las propiedades topológicas del objeto digitalizado (Figura 3.7)

23-Forma

Figura 3.7. α-Forma para α = 23.
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A nivel computacional, es importante destacar el tiempo de procesamiento, por tanto, se

especifican los tiempos de desarrollo junto con las especificaciones del computador utilizado.

El algoritmo se ejecutó con un procesador de 2.5 GHz Intel Core i5, 8 GB de RAM a 1600

MHz DDR3 y una tarjeta de video Intel HD Graphics 4000 de 1024 MB. Los tiempos de

procesamiento variaron según el valor de α. Para 0 6 α 6 20 el tiempo de construcción de la

α-Forma estuvo entre 0 y 120 segundos por imagen. Para valores de α entre 30 y 100, el tiempo

de procesado por α-Forma se incrementó de 5 a 40 minutos aproximadamente, mientras que

para valores altos de α, es decir, 100 6 α 6 200, el algoritmo llegó a demorar hasta 1

hora en procesar cada α-Forma. A ráız de este inconveniente y considerando los intervalos

de persistencia importantes, se decidió realizar el proceso para 0 6 α 6 40 variando por

unidad, para 40 6 α 6 60 variando en dos unidades, para 60 6 α 6 100 variando en 5

unidades y para 100 6 α 6 150 la variación fue de 10 unidades.



Caṕıtulo 4

Conclusión y trabajo a futuro.

En este trabajo se implementaron técnicas para calcular la Homoloǵıa Persistente de una

muestra de datos. La homoloǵıa asociada a un objeto está representada por los números de

Betti, invariantes topológicos que basicamente son únicos entre objetos homeomorfos. La to-

poloǵıa algebraica, el lenguaje formal del álgebra homológica y las técnicas computacionales

han dado paso a la visualización de la forma de una nube de puntos y a la reconstrucción de

un objeto 3D a partir de imágenes de rango.

Para lograr el objetivo, la triangulación Delaunay resultó ser una herramienta sumamente

útil. Las rutinas diseñadas en MatLab facilitan una alternativa para construir un complejo

simplicial y calcular los números de Betti en el proceso. Cabe destacar que a veces sólo

necesitamos la construcción de un complejo simplicial, lo cual se obtiene directamente de las

rutinas presentadas en tiempos de procesamiento mucho menor.

La idea de utilizar códigos de barra junto con la filtración del complejo simplicial a par-

tir de la triangulación Delaunay ayudó a identificar los números de Betti de la estructura

simplicial a ser tomados en cuenta.

Se ha verificado que el análisis de la persistencia de las clases de homoloǵıa en la recons-

trucción 3D de una nube de puntos resulta útil para saber que tan cerca o lejos está la forma

obtenida de preservar las propiedades topológicas del objeto real, lo cual, de alguna manera,

garantiza que se ha alcanzado la forma del conjunto de datos digitalizados.

42
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Por otra parte, un problema notable en el método de α-Formas surge al examinar la

longitud óptima de filtración para que la reconstrucción de la forma sea lo más precisa posi-

ble, una posible solución consiste en considerar la importancia de la selección del cambio del

valor de α, puesto que si la progresión es muy lenta se podŕıa detener el proceso muy pronto

y si es muy extensa se puede saltar a un valor muy pequeño rápidamente; en ambos casos

se pierde la persistencia. Sin embargo, si se encuentra un rango lo suficientemente amplio

de valores de α que produzcan los mismos números de Betti podemos decir que se tiene un

rango bastante óptimo de valores de α.

Una manera confiable de escoger el valor de α es observar los vértices y definir un valor

de inicio de manera aproximada, para luego determinar el valor de cambio. Se ha mostrado

que una posible solución es variar el parámetro en 2, 5 o 10 unidades. Detenemos el proceso

cuando o bien los números de Betti dejan de cambiar o cuando el valor de α es menor que

la distancia mı́nima entre los vértices.

Resulta interesante la investigación de nuevos métodos de cálculo para agilizar el curso

del algoritmo que procesa las clases de homoloǵıa. Aśı como también, continuar el estudio

optimizando el valor inicial de α y su tasa de cambio para representar, con cierto grado de

precisión, la forma real del objeto digitalizado.



Apéndices.

1. Imágenes de Rango.

Una imagen de rango [2] es una colección de puntos en un sistema de referencia conocido

(por ejemplo R3) que representan la superficie de un objeto real. En la Figura 4.1 se ilustra

el proceso de digitalización 3D a partir de un scanner de laser. En el proceso, el escáner

realiza una fusión de seis planos de escaneo para generar un conjunto único de puntos con

coordenadas 3D.

Figura 4.1. Proceso de digitalización 3D de un objeto sobre una bandeja

que rota y se traslada.

El escáner láser 3D es también un escáner activo que usa la luz del láser para examinar un

entorno. El haz de luz láser incide en el objeto y se usa una cámara para buscar la ubicación

del punto del láser. Dependiendo de la distancia a la que el láser golpee una superficie, el

punto del láser aparece en lugares diferentes en el sensor de la cámara.
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Las técnicas para obtención de imágenes de rango están basadas en los procesos de: lectu-

ra por radar, triangulación, patrones moire, interferometŕıa holográfica, enfoque y difracción

de Fresnel.

Los sensores de imágenes de rango adquieren una gran cantidad de coordenandas 3D a

partir de superficies visibles en un espacio real que pueden ser utilizadas en un amplio cam-

po de aplicaciones incluyendo reconstrucción de formas, articulación mecánica, ensamblaje

robótico, inspección y calibración, navegación móvil, cartograf́ıa automatizada y diagnóstico

médico (biostereometŕıa) Son dispositivos únicos de digitalización que permiten la represen-

tación de la geometŕıa de superficies mediante una nube de puntos.

Escáner 3D de mesa Escáner 3D portátil Escáner 3D para exteriores

Figura 4.2. Modelos de escáneres 3D.

Si las distancias de los puntos al origen en una imagen de rango se colocan en coordenadas

rectangulares, se dice que la imagen de rango está en su forma xyz. Si las distancias indican

rangos a lo largo de una dirección vectorial en 3D indexado por 2 enteros (i, j), la imagen

de rango está en su forma ri,j. Toda imagen de rango en su forma ri,j puede ser convertida

directamente a la forma xyz, sin embargo, el rećıproco no es cierto. La forma xyz es la más

general, puesto que no se requiere un orden en la disposición de los puntos, no obstante, es

más dif́ıcil de procesar que la forma ri,j.
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Si los intervalos de la muestra son consistentes en las direcciones x e y de una imagen

de rango dada en su forma xyz, esta puede ser representada como una matriz con valores

de rango ri,j donde las correspondientes coordenadas x, y y z están determinadas impĺıcita-

mente por las filas, columnas y valores de las entradas de la matriz.

La expresión gran cantidad de coordenadas 3D es relativa, el estándar de datos es al-

rededor de 100 puntos (x, y, z). Si ri,j es el valor del ṕıxel en la i−ésima fila y la j−ésima

columna de la matriz, entonces las coordenadas rectangulares están dadas por:


x = ax + sxi

y = ay + syj

z = az + szi

Donde sx, sy y sz son factores de escala y ax, ay y az son valores de compensación de

coordenadas. Esta transformación af́ın es apropiada para imágenes de rango ortográficas en

forma ri,j, donde la profundidad es medida a lo largo de rayos ortogonales al plano de la

imagen.

Figura 4.3. Ejemplo de una imagen de rango en forma ri,j.
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2. Diagrama de Voronoi en el plano.

Definición 4.1. Sea V = {p0, p1, · · · , pn} ⊂ R2 un conjunto de vértices. La región de

Voronoi Vi del punto pi consta de todos los puntos para los cuales pi es el más cercano, esto

es:

Vi = {x ∈ Rm : ||x− pi|| 6 ||x− pj||,∀j 6= i}

Los puntos x que satisfacen ||x − pi|| 6 ||x − pj|| para un valor de j 6= i fijo definen un

semiplano cerrado, de manera que, Vi es la intersección de los (n− 1)−semiplanos, es decir,

un poĺıgono convexo posiblemente infinito. Por construcción, para i 6= j se tiene que:

int(Vi) ∩ int(Vj) = ∅

No obstante, dos regiones de Voronoi distintas se pueden intersectar en un trozo conte-

nido en una frontera común y en general, este es el único caso posible.

Juntas, las n regiones de Voronoi de V cubren espacio. El diagrama de Voronoi de V es

el conjunto:

V or(V ) = {Vi : 1 6 i 6 n}

2.1. Triangulación Delaunay y Diagrama de Voronoi en el plano.

La triangulación de Delaunay de V , que generalmente se denota por Del(V ) está represen-

tado por el nervio del diagrama de Voronoi, espećıficamente:

i) Si p0, p1 ∈ V son tales que V0 y V1 tienen un lado en común, entonces el 1-śımplice

orientado, (p0 p1) pertenece a la triangulación Delaunay.

ii) Si p0, p1, p2 ∈ V son tales que sus regiones de Voronoi V0, V1 y V2 respectivamente com-

parten un vértice, entonces el 2-śımplice dado por (p0 p1 p2) está en la triangulación Delaunay.

La triangulación Delaunay es la realización canónica geométrica del nervio de V or(V ) y

su definición es la siguiente.
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Definición 4.2. Dado V ⊂ Rm (m = 2 o 3) un conjunto de puntos af́ınmente indepen-

dientes, la triangulación Delaunay de V es el complejo simplicial Del(V ) conformado por:

i) Todos los m−śımplices constrúıdos en el sentido de la especificación anterior.

ii) Si ∆ ∈ Del(V ) entonces todas las caras de ∆ están en Del(V ).

En la Figura 4.4, se muestra un ejemplo del diagrama de Voronoi y los 1−śımplices de

la triangulación Delaunay de un conjunto de puntos.

Figura 4.4. Ejemplo del diagrama de Voronoi (regiones limitadas por las

ĺıneas pespunteadas) y los 1−śımplices de la triangulación Delaunay (segmen-

tos en azul) de un conjunto de puntos en el plano.

Es importante destacar que tanto el diagrama de Voronoi como la triangulación Delaunay

son casos particulares de la Cohomoloǵıa de Čhech.
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3. Rutinas en MatLab.

El siguiente algoritmo se desarrolló en [18] para calcular la α-Forma de una nube de

puntos considerando un intervalo para α, en nuestro caso [0,200]:

Código en MatLab

1 for Alpha = 200:-1:0;

2 a = Alphaˆ2; %Se define el cuadrado de una alfa esfera

3

4 s0 = []; % 0-simplices (vértices)

5 s1 = []; % 1-simplices (segmentos)

6 s2 = []; % 2-simplices (triángulos)

7 s3 = []; % 3-simplices (tetraedros)

8 D1 = []; % matriz conectando vértices con segmentos

9 D2 = []; % matriz conectando segmentos con triángulos

10 M1 = []; % una matriz auxiliar

11 i0 = 0; % número de vértices

12 i1 = 0; % número de segmentos

13 i2 = 0; % número de triángulos

14 i3 = 0; % número de tetraedros

15

16 d = delaunay(Coor(:,1),Coor(:,2),Coor(:,3));

17 x = Coor(:,1);

18 y = Coor(:,2);

19 z = Coor(:,3);

20

21 %Ensamblaje de todos los vértices de la triangulación Delaunay

22 for j = 1:length(x)

23 if ismember(j,DelV)

24 s0 = [s0; j];

25 i0 = i0 + 1;

26 end

27 end

28

29 %Luego, se procede a almacenar todos los triángulos de la triangulación Delaunay.

30 %Se toma cada fila de d por separado, la cual representa la estructura

31 %de la triangulación Delaunay y se procesa cada segmento de esta.

32 %Después de verificar la distancia entre vértices de un segmento se decide

33 %si añadir o no este segmento a s1.

34 %Si se añade entonces se incrementa el número de segmentos y se agregan dos
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35 %entradas a la matriz D1.

36 %Si todos los segmentos son aceptados para añadirse a D1 entonces se coloca el

37 %triángulo en s2 y se incrementa el número de triángulos.

38 %Análogamente para los elementos de s3.

39

40 for i = 1:size(d,1)

41 d1 = d(i,:); %algunos parámetros adicionales

42 xx = x(d1); yy = y(d1); zz = z(d1);

43 t = true; %los puntos que forman un tetraedro procesando cada tetraedro

44 ind = [1 2 3; 1 2 4; 1 3 4; 2 3 4];

45 for w = 1:4

46 b = true; %los puntos que forman un triángulo

47 for j = 1:2

48 %elementos auxiliares

49 p = ind(w,j);

50 xcurr = xx(p); ycurr = yy(p); zcurr = zz(p);

51 d1p = d1(p);

52 for k = j+1:3

53 q = ind(w,k);

54 d1q = d1(q);

55 d2 = [d1p d1q];

56 %los puntos deben estar lo suficientemente cerca

57 if (xcurr-xx(q))ˆ2 + (ycurr-yy(q))ˆ2 + (zcurr-zz(q))ˆ2 < a

58 if ˜ismember(d2,s1,’rows’) &&...

59 ˜ismember([d1q d1p],s1,’rows’) s1 = [s1; sort(d2)];

60 i1 = i1 + 1;

61 %La matriz auxiliar conecta los segmentos y los triángulos

62 M1(d1p,d1q) = i1;

63 M1(d1q,d1p) = i1;

64 %almacenamos los valores en la matriz

65 D1(d1p,i1) = -1;

66 D1(d1q,i1) = 1;

67 end

68 else %si la distancia es muy grande

69 b = false;

70 t = false;

71 end

72 end

73 end %Los segmentos de los triángulos han sido procesados



3. RUTINAS EN MATLAB. 51

74 if b

75 d3 = sort(d1(ind(w,:)));

76 dperm = perms(d3);

77 bool = true;

78 for j = 1:6

79 if ismember(dperm(j,:),s2,’rows’)

80 bool = false;

81 break

82 end

83 end

84 if bool

85 s2 = [s2; d3];

86 i2 = i2 + 1;

87 D2(M1(d3(1),d3(2)),i2) = 1;

88 D2(M1(d3(1),d3(3)),i2) = -1;

89 D2(M1(d3(2),d3(3)),i2) = 1;

90 end

91 end %El triángulo ha sido procesado

92 end %Los triángulos del tetraedro han sido procesados

93 if t

94 s3 = [s3; d1];

95 i3 = i3 + 1;

96 end

97 end %Todos los tetraedros han sido procesados

98

99 %El último paso consiste en el cálculo del rango de la matriz ensamblando todos

100 %los sı́mplices en forma estructural y calculando los números de Betti.

101

102 r1 = rank(D1);

103 r2 = rank(D2);

104 C.s3 = s3;

105 C.s2 = s2;

106 C.s1 = s1;

107 C.s0 = s0;

108 b = [Alpha i0-r1 i1-r1-r2 i2-r2-i3];

109

110 Betti = vertcat(Betti,b);

111

112 T = trisurf(s2,Coor(:,1),Coor(:,2),Coor(:,3));
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113 hold on

114 Points = scatter3(Coor(:,1),Coor(:,2),Coor(:,3),1,’filled’);

115 hold off

116

117 %Se procede a observar el resultado y guardar la imagen correspondiente a alfa.

118

119 Name = num2str(Alpha);

120 saveas(T,Name,’jpg’)

121

122 end
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[10] H. Edelsbrunner, E. P. Mücke. On the shape of a set of points in the plane. IEEE Trans. Inform.

Theory IT-29 (1983) 43-72 503–532.
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