UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA
FACULTAD DE AGRONOMIA
COMISION DE ESTUDIOS DE POSTGRADO
DOCTORADO EN CIENCIAS AGRICOLAS

UNA CONTRIBUCION AL ESTUDIO DE LA

MULTICOLINEALIDAD EN MODELOS DE

REGRESION LINEAL MULTIPLE USANDO
DISTRIBUCIONES DE CONTORNO ELIPTICO

DANNY A. VILLEGAS R.

Maracay, Febrero de 2017



UNA CONTRIBUCION AL ESTUDIO DE LA

MULTICOLINEALIDAD EN MODELOS DE

REGRESION LINEAL MULTIPLE USANDO
DISTRIBUCIONES DE CONTORNO ELIPTICO

Tesis Doctoral para optar al grado de

Doctor en Ciencias Agricolas

Autor: Danny A. Villegas R.
C.1: V-13.041.626
Tutor: Dr. Manuel E. Milla P.

Comité Consejero: Dra. Margarita Cobo.

Dr. Franklin Chacin.



UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA Ay/\

FACULTAD DE AGRONOMIA \% Doctorada
COMISION DE ESTUDIOS DE POSTGRADO -

DOCTORADO EN CIENCIAS AGRICOLAS :

2 H e
gy L kil
198 18t
i & i

i QR L
Comisién de Estudios

VEREDICTO de Postgrado

Quienes suscriben, miembros del jurado designado por el Consejo de la Facultad de
Agronomia y el Consejo de Estudios de Postgrado de la Universidad Central de Venezuela,
para examinar la Tesis Doctoral presentada por: DANNY ALBERTO VILLEGAS RIVAS,
Cédula de identidad N° 13.041.626 bajo el titulo “UNA CONTRIBUCION AL ESTUDIO DE
LA MULTICOLINEALIDAD EN MODELOS DE REGRESION LINEAL MULTIPLE USANDO
DISTRIBUCIONES DE CONTORNO ELIPTICO”, a fin de cumplir con el requisito legal para
optar al grado académico de DOCTOR EN CIENCIAS AGRICOLAS, dejan constancia de lo

siguiente:

1.- Leido como fue dicho trabajo por cada uno de los miembros del jurado, se fijo el dia 08 de

Marzo de 2018 a las 2:00 PM., para que el autor lo defendiera en forma publica, lo que éste

hizo en la Sala de Computacién 2, Coordinacién de Tecnologia de Informacion vy
Comunicaciones (CTIC) del Centro Operacional de Computacion (CODEC) adscrito a la
Facultad de Agronérﬁia de la Universidad Central de Venezuela, ubicado en la ‘calle XJ
Francisco Fernandez Yépez, Sector. Nifio Jesus, El Limén, Maracay, estado Aragua,
mediante un resumen oral de su contenido, luego de lo cual respondié satisfactoriamente

a las preguntas que le fueron formuladas por el jurado, todo ello conforme con lo dispuesto /
en el Reglamento de Estudios de Postgrado. (g//
2 - Finalizada la defensa del trabajo, el jurado decidié aprobarlo, por considerar, sin hacerséw\

solidario con las ideas expuestas por el autor, que se ajusta a lo dispuesto y exigido en el

Reglamento de Estudios de Postgrado.

Para dar este veredicto, el jurado estimé que el trabajo examinado constituye un valioso

aporte, ya que las metodologias propuestas basadas en distribuciones de contorno eliptico

-7

Pagina 1 de 2



se muestran como robustas herramientas para el estudio de la multicolinealidad, si se
comparan con las cominmente utilizadas, ya que no solo permiten verificar la presencia de
multicolinealidad, sino también el origen de la misma. Se crean estadisticos de prueba
apropiados e innovadores y se demuestran las ventajas del uso de transformaciones

logaritmicas como alternativa de tratamiento de la multicolinealidad.

3.- El jurado por unanimidad decidié otorgar la calificacion de EXCELENTE al presente
trabajo por considerarlo de excepcional calidad, presentando un manuscrito bien
estructurado con la rigurosidad del método cientifico y ademas fue expuesto con amplia

solvencia desde el punto de vista académico.

En fe de lo cual se levanta la presente ACTA, a los 08 dias del mes de Marzo de 2018.
Conforme a lo dispuesto en el Reglamento de Estudios de Postgrado, actu6 como

Coordinador del Jurado el Dr. Manuel Emilio Milla.

R GARCIA LEON CATALINA MARIA RAMIS JAUME
o 7.182.927 C.l. No. 5.614.038
[VERSIDAD DE CARABOBO FACULTAD DE AGRONOMIA-UCV
Jurado designado por el Consejo Jurado designado por el Consejo
de la Hac de la Facultad
W Jucli?
TONNY GARGIA RUJANO IVIS JOSEFINA QIIROZ
C.l. No. V- 11.370.396 C.I. No. V- 9.539.882
UNIVERSIDAD CENTRO UNIVERSIDAD NACIONAL
OCCIDENTAL LISANDRO ALVARADO ~ EXPERIMENTAL DE LOS LLANOS
g : “EZEQUIEL ZAMORA”
Jurado deS|g.nado por el Consejo Jurado designado por el Consejo
de Estudios de Postgrado de Estudios de Postgrado
MANUEL EMILIO MILLA

C.I. No. V-7.557.851
Tutor-Coordinador del Jurado

UNIVERSIDAD NACIONAL “TORIBIO RODRIGUEZ DE MENDOZA” DE
AMAZONAS, CHACHAPOYAS, PERU.

HB/MM.-
08-03-2018

Pagina 2 de 2



DEDICATORIA
Dedico esta obra a mi entorno eliptico, Daniel Ernesto, mi amado hijo, Yary,
mi esposa y Lirio, mi madre. Y a todos los familiares y amigos que de alguna

u otra manera forman parte de ese entorno eliptico...



Vi

AGRADECIMIENTOS

En primera instancia quiero agradecer al Profesor Manuel Milla, amigo, guia y
Tutor, quien junto a la Profesora Margarita Cobo han sido los pilares
fundamentales en todo mi proceso de formacion en la ciencia estadistica, y en
particular en el seguimiento de este trabajo. Su valiosa colaboracion en la revision
y orientacion de esta Tesis fue sin lugar a dudas una contribucion importante para
poder alcanzar los objetivos planteados. A ellos dos mi agradecimiento, afecto y
respeto infinito. Asi mismo, quiero agradecer al Profesor Jesls Tapia, quien en
una conversacion que sostuvimos hace algunos afios me dio a conocer en detalle
algunos aspectos teoricos de las distribuciones de contornos elipticos, lo que fue
de gran utilidad en la elaboracion del proyecto inicial. Al mismo tiempo, quiero
agradecer a la Dra. Haydeé Bolivar, Coordinadora del Doctorado en Ciencias
Agricolas por su apoyo en las gestiones para la presentacion y defensa publica del
mismo, asi como a la Comision de Estudios de Postgrado de FAGRO-UCV.
Finalmente, y de manera muy especial quiero agradecer al Profesor e Ictidlogo
Otto Castillo, amigo entrafiable y compafiero de trabajo en la UNELLEZ, a quien
agradezco haberme incluido hace mas de una década en su equipo de
colaboradores, con lo cual pude iniciar formalmente el estudio de la
multicolinealidad con base en el analisis morfométrico de peces de rios Ilaneros
que realiza el Profesor Otto con estudiantes del Programa de Ciencias del Agro y

del Mar en nuestra casa de estudios.



INDICE DE CONTENIDO

Contenido
DT |07 (o] 4 -V
AQradeCimieNtOS. .. ...ttt
Indice de CUAAIOS. ...........eiiei e
RESUMEBN. . .. e
ADSIIAC. ..ttt
INtrOAUCCION. .. ..t e e
OB JBLIVOS. ..t
CapitUlo L. .o
Multicolinealidad, causas y CONSECUEBNCIAS. ..........ceeviireneeneaninannnns.
1.1. Revisién de literatura sobre la multicolinealidad, causas y
consecuencias sobre el modelo de regresion..............................
1.2. Revision de literatura sobre la deteccion de multicolinealidad.........
1.3. Revision de literatura sobre la distribucion t de Student...............
1.4. Revisién de literatura sobre las distribuciones elipticas................
1.5. Revision de literatura sobre la distribucion de formas cuadraticas. ..
CapitUulo 2. . e,
Diagnostico de multicolinealidad.....................cooooiiii
2.1. Método del determinante de la matriz de regresion.....................
2.2. Analisis de la matriz de correlacion...................ccoeiiiiiiininn...
2.3. Factor de inflacion de varianza (VIF)........ccoooviiiiiiiiiii,
2.4, Testde Farrar-Glauber............cooviieiiiiiiiii e
2.5. Anadlisis de autovalores y autovectores en la matriz de correlacion...
2.6. Diagnlstico BKW ... ..ot
2.6.1. Descomposicion en valorsingular..................ocoviiiiiiiennn..
2.6.2. Descomposicion de proporciones de varianza.........................
2.7. MEtOdO N-plot......ouieiiii e
Capitulo 3. ..,
Diagnoéstico de multicolinealidad basado en distribuciones de contorno
BHIPEICO. o
3.1. Distribuciones de contornos elipticos...........covveieiiirineenanenn...
3.2. Distribucién elipticasingular.................ocooiiiii i
3.3. Momentos de las distribuciones elipticas..........................oo.l.
3.4. Distribucion normal..............ooiiiii i
3.5. Distribucidn elipticasingular..................ocooiiiiiiiiiiii
3.6. Distribucion del estadistico t generalizado...............................
3.7. Inferencias para el coeficiente de variacion bajo una ley eliptica......
3.8. Modelo eliptico con estructura dependiente..............................
3.9. Modelo eliptico con estructura independiente............................
3.10. Estimacion del coeficiente de variacion de una poblacion eliptica
bajo el modelo con estructura dependiente...............cccooeeveiiiinnnn..
3.11. Estimacion del coeficiente de variacion de una poblacion eliptica
bajo el modelo con estructura independiente..................ccoeeviininnnn.
3.12. Distribucion del estimador de maxima verosimilitud del coeficiente
de variacién bajo el modelo con estructura dependiente......................

vii



Contenido

3.13. Distribucién asintotica del estimador de maxima verosimilitud del
coeficiente de variacion bajo el modelo con estructura independiente....
3.14. Intervalo de confianza para el coeficiente de variacion bajo el
modelo con estructura dependiente...............cooovviiiiiiiiiiiiiiin
3.15. Intervalo de confianza para el coeficiente de variacion bajo el
modelo con estructura independiente.................ccooiiiiiiiiiinn. .
3.16. Prueba de hipotesis para el coeficiente de variacion bajo el modelo
con estructuradependiente. ........ ..ot
3.17. Prueba de hipotesis para el coeficiente de variacion bajo el modelo
con estructura independiente. ............oooviiiiii i
3.18. Estadistico de prueba propuesto para el diagnéstico de
multicolinealidad basado en distribuciones elipticas..........................
3.19. Distribucion del estimador de maxima verosimilitud 7, bajo el
modelo con estructura dependiente...............ooovviiiiiiiiiiiiiiii.
3.20. Distribucion asintética del estimador de maxima verosimilitud de
7; bajo el modelo con estructura independiente...............................
3.21. Prueba de hipotesis para n bajo el modelo con estructura
dePendiente. ... ...oueitit e
3.22. Prueba de hipétesis para y bajo el modelo con estructura
INAEPENdIeNte. ....ouvni i
3.23. Resumen del procedimiento de prueba..............ccooeviiiiinn..
3.24. Comparacién de la metodologia generada con las empleadas
FreCUCNIEMENTC. ... et e
3.25. Validacion de la alternativa metodoldgica generada...................
3.26. Aplicacién de la metodologia propuesta para diagnéstico de
multicolinealidad basada en distribuciones de contorno eliptico............
Capitulo 4. ...
Identificacion de variables colineales mediante el estimador del error
CURAIAtICO MEAIO. ...\t
4.1. Estadistico de prueba propuesto para identificar variables colineales
basado en el error cuadratico medio del estimador de minimos cuadrados
(0] (0 |14 E=1 0

4.2. Procedimiento de prueba para identificar variables colineales.........
4.3. Validacion de la alternativa metodologica propuesta para identificar
variables colineales. ...
4.4. Aplicacion de la metodologia propuesta para identificar variables
CONNEAIES. ...
Capitulo 5. .o
Diagnoéstico de Multicolinealidad en un modelo de regresiéon lineal
MUIIPIE. .o,
5.1 LOS DALOS. ... ettt e
5.2. Resultados del diagnostico de multicolinealidad mediante un
estadistico basado en distribuciones de contorno eliptico con base en un
estudio de simulacion con un modelo
[INEaL. .. e

viii

Pagina
34
34
35
36
36
36
37
38
39

39
40

41
41

42
43

43
43
47
50

50
51

51
o1

52



CoNteNIAO. ..ot
5.3. Resultados del diagndstico de multicolinealidad mediante un
estadistico basado en el error cuadratico medio del estimador de minimos
cuadrados ordinarios para identificar variables colineales con base en un
estudio de sSImulacion. ... e,
5.4. Resultados del diagnostico de multicolinealidad con base en ensayos
agricolas (datos reales).........c.oeiuiiriie i
CONCIUSIONES. .. ..o e
RECOMENAACIONES. ... .ttt e
Referencias bibliograficas...................coooii i,
N 15 (0L
Anexo 1. Algoritmo en el entorno de programacion del software R para
el célculo del estadistiCo Zg..........ooniiniiii
Anexo 2. Algoritmo en el entorno de programacion del software R para
el célculo del estadiStiCo Ty.....ovvnviriniieiiie e
Anexo 3. Algoritmo en el entorno de programacion del software R para

el calculo del estadistico Wy -vvvveeerrrvvvmnniiniiiiiiiiie,

Anexo 4. Algoritmo en el entorno de programacion del software R para
el calculo de VIF, analisis de correlacion lineal de Pearson y diagnostico

60
67
76
80
81
89
90

91

92

93



INDICE DE CUADROS
Cuadro Titulo

10

Cuantiles aproximados de pruebas basadas en distribuciones de
contornos elipticos para el diagnostico de multicolinealidad en
un modelo lineal con errores heterocedasticos, tres variables
regresoras y una combinacion lineal Xs5; = k,X5;, k, = 1/4...
Cuantiles aproximados de pruebas basadas en distribuciones de
contornos elipticos para el diagndstico de multicolinealidad en
un modelo lineal con errores homocedasticos, tres variables
regresoras y una combinacion lineal X5; = k,X,;, k, =1/4...
Cuantiles aproximados de pruebas basadas en distribuciones de
contornos elipticos para el diagndstico de multicolinealidad en
un modelo lineal con errores heterocedasticos, tres variables
regresoras y una combinacion lineal X5; = k,X,;, ky, = 2.......
Cuantiles aproximados de pruebas basadas en distribuciones de
contornos elipticos para el diagndstico de multicolinealidad en
un modelo lineal con errores homocedasticos, tres variables
regresoras y una combinacion lineal X5; = k,X,;, ky, = 2.......
Cuantiles aproximados de pruebas basadas en el error
cuadrdtico medio del estimador de minimos cuadrados

ordinarios Wy.p, ) para identificar variables colineales en un

modelo lineal con errores heterocedasticos, tres variables
regresoras y una combinacion lineal Xs5; = k,X5;, k, = 1/4...
Cuantiles aproximados de pruebas basadas en el error
cuadratico medio del estimador de minimos cuadrados
ordinarios W, Ppara identificar variables colineales en un
modelo lineal con errores homocedasticos, tres variables
regresoras y una combinacion lineal Xs3; = k,X5;, k, = 1/4...
Cuantiles aproximados de pruebas basadas en el error
cuadratico medio del estimador de minimos cuadrados
ordinarios W,.p ) para identificar variables colineales en un

modelo lineal con errores heterocedasticos, tres variables
regresoras y una combinacion lineal X5; = k,Xy;, ky, = 2.......
Cuantiles aproximados de pruebas basadas en el error
cuadratico medio del estimador de minimos cuadrados

ordinarios W, Ppara identificar variables colineales en un

modelo lineal con errores homocedasticos, tres variables
regresoras y una combinacion lineal X5; = k. X5, ko, = 2.......
Anélisis de regresion lineal en un modelo para estimar el
rendimiento correspondiente a un experimento realizado con el
cultivo de maiz y un tamafio de muestran=20......................
Andlisis de correlacion lineal correspondiente a un
experimento realizado con el cultivo de maiz y un tamafio de
MUESTIA N=20. ...t e

Pagina

53

55

57

59

62

63

65

66

68

68



Cuadro

11

12

13

14

Titulo

Diagnostico de multicolinealidad en un modelo lineal para
estimar el rendimiento correspondiente a un experimento
realizado con el cultivo de maiz y un tamafio de muestra n=20..
Analisis de regresion lineal en un modelo para estimar el area
foliar correspondiente a un experimento realizado con el pasto
Brachiaria brizantha cv. Toledo y un tamafio de muestra n=>50.
Andlisis de correlacion lineal correspondiente a un
experimento realizado con el pasto Brachiaria brizantha cv.
Toledo y un tamafio de muestran=50...................ccoeeeenin.n.
Diagnostico de multicolinealidad en un modelo lineal para
estimar el é&rea foliar correspondiente a un experimento
realizado con el pasto Brachiaria brizantha cv. Toledo y un
tamario de muestran=50............cooviiiiiiiiiii

Xi

Pagina

71

72

72



xii

UNA CONTRIBUCION AL ESTUDIO DE LA
MULTICOLINEALIDAD EN MODELOS DE REGRESION LINEAL
MULTIPLE USANDO DISTRIBUCIONES DE CONTORNO ELIPTICO

Autor: Danny A. Villegas R.
Tutor: Dr. Manuel E. Milla P.

RESUMEN

En el presente trabajo se propone una metodologia para el estudio de la
multicolinealidad en modelos lineales, la cual esta constituida por dos estadisticos
basados en distribuciones de contornos elipticos; el primero T, el cual sigue una
distribucion t de Student generalizada no centrada, y Z, cuya distribucién se

*

aproxima a la normal N(0,1). Asi mismo, se plantea e uso del estadistico We,p, ),

basado en el error cuadratico medio del estimador de minimos cuadrados
ordinarios del modelo, el cual sigue una distribucién Chi-cuadrado y permite
identificar el origen de la multicolinealidad. Las metodologias se validaron
mediante un estudio de simulacidn, a través de un modelo lineal con tres variables
independientes (Xy;, X5; y X5;), donde X5, = k,X,;, k, €S un nUmero real
conocido. Se consideraron cinco tamafios de muestra (n=7, n=10, n=20, n=30,
n=50 y n=100) y cinco distribuciones tedricas (uniforme, exponencial, normal,
log-normal y gamma), asi como errores heterocedasticos y homocedasticos. Las
frecuencias relativas de los estadisticos de prueba se confrontaron con los
cuantiles de la distribucion. Las metodologias fueron aplicadas a un conjunto de
datos reales provenientes de dos ensayos agricolas, el primero de un experimento
con el cultivo de maiz y el segundo a un experimento con el pasto Brachiaria
brizantha cv. Toledo. Los resultados evidenciaron que ambas metodologias estan
condicionadas por la distribucion de las variables independientes y por el tamafio
de muestra, en particular, la distribucion t generalizada no centrada y la normal.
La distribucién del estadistico T, se aproximo bien para tamafios de muestra n <
20 y distribuciones exponencial, gamma y uniforme, asi como para n < 10 y una
distribucion normal y log-normal, mientras que el estadistico Z se aproximé bien
para tamafos de muestra n > 20 y una distribucion normal y log-normal. Para la
distribucion uniforme este estadistico se aproxima bien para tamafios de muestra n
> 30, mientras que para la distribucion exponencial y gamma se requieren
tamarfos de muestra n > 50. Se verifico la propiedad que tienen las distribuciones t
generalizada no centrada y normal de ser invariantes bajo leyes elipticas. El
estadistico de prueba We.p, ) Verificd la propiedad de consistencia cuando las
variables independientes X;; siguen una distribucion log-normal, y se demostro
que este procedimiento de prueba se hace méas robusto conforme se incrementan
tanto el tamafio de muestra como el grado de multicolinealidad en el modelo.
Finalmente, las metodologias propuestas en este trabajo se muestran como
poderosas herramientas para el estudio de la multicolinealidad, si se comparan
con las comunmente utilizadas, ya que no solo permiten verificar la presencia de
multicolinealidad, sino también el origen de la misma. Asi mismo, se evidencio
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las ventajas del uso de transformaciones logaritmicas como alternativa de
tratamiento de la multicolinealidad.

Palabras clave: Variables colineales, elipticas, error cuadratico medio,
transformaciones logaritmicas.
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A CONTRIBUTION TO THE STUDY OF MULTICOLLINEARITY IN
MULTIPLE LINEAR REGRESSION MODELS
USING ELLIPTICAL CONTOUR DISTRIBUTIONS

ABSTRAC
In this paper we propose a methodology for the study of multicollinearity in linear
models, which is constituted by the statistics based on distributions of elliptic
contours; The first Ty, the first, which remains a t student generalized non-
centered distribution, and Z,, whose distribution approaches the normal N (0,1). In

the same way, the statistical W), based on the mean squared error of the

ordinary least squares estimator of the model, is proposed and used, which
remains a Chi-square distribution and allows the identification of the origin of
multicollinearity . The methodologies are validated through a simulation study
and a linear model with three independent variables (X;;, X,; ¥ X3;), where
X3i = k,X5;, k, is a known real number. Five sample sizes (n=7, n=10, n=20,
n=30, n=50 and n=100) and five theoretical distributions (uniform, exponential,
normal, lognormal and gamma) as well as homocedastic and heterocedastic errors.
The relative frequencies of the test statistic are compared with the quantiles of the
distribution. The methodologies were applied to a real data set of two agricultural
trials, the first of an experiment with the maize crop and the second to an
experiment with the grass Brachiaria brizantha cv. Toledo. The results showed
that both methodologies are conditioned by the distribution of the independent
variables and by the sample size, in particular the t student generalized non-
centered and normal distribution. The distribution of the T statistic approximated
well for sample sizes n < 20 and an exponential, gamma and uniform
distributions, as well as for n<10 and a normal and log-normal distributions,
whereas the Z, statistic approached well for sample sizes n>20 and a normal and
log-normal distribution. For the uniform distribution this statistic was approached
well for sample sizes n > 30, while for an exponential and gamma distribution a
sample size n > 50 it is required. The property that has the t generalized
distributions non central and normal to be invariant under elliptical laws was

*

verified. The test statistic W, verifies the consistency property when the
independent variables X;; follows a log-normal distribution, and it proves that this
test procedure becomes more robust as both the sample size as the degree of
multicollinearity in the model. Finally, the methodologies proposed in this work
are powerful tools for the study of multicollinearity, when compared to those
commonly used, since there is not only a verification of the presence of
multicollinearity, but also the origin of the multicollinearity. Likewise, the
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advantages of the use of logarithmic transformations as an alternative for the
treatment of multicollinearity were evidenced.

Key words: Collinear, elliptic, mean square error, logarithmic transformations.



INTRODUCCION

Multicolinealidad es el término generalmente utilizado para referirse a la
existencia de relaciones lineales o cuasilineales entre las variables regresoras en
un modelo de regresiébn multiple, lo que indica que parte sustancial de la
informacion en una o mas de estas variables es redundante. En tal sentido,
Mandell (1982) sefiala que una de las principales dificultades en el uso de
estimaciones minimo cuadraticas es la presencia de este problema que, aun
cuando no afecta la capacidad predictiva del modelo, representa un problema
grave si su proposito fundamental es evaluar la contribucién individual de las
variables explicativas. Esto es debido a que en presencia de multicolinealidad, los
coeficientes bj tienden a ser inestables, es decir, sus errores estandar presentan
magnitudes indebidamente grandes. Esta falta de precision afecta los contrastes
parciales diseflados para evaluar la contribucion individual de cada variable
explicativa, corriéndose un alto riesgo de no encontrar significacién en variables
que realmente la tengan. Por su parte, Jackson (1991) subraya ademas que, bajo
condiciones de colinealidad resulta imposible distinguir los efectos individuales
de cada variable predictora, debido a que la fuerza de la correlacion entre ellas
produce relaciones lineales de similar magnitud entre los coeficientes. Una de las
hipétesis del modelo de regresion lineal multiple establece que no existe relacion
lineal exacta entre los regresores, 0, en otras palabras, establece que no existe
multicolinealidad en el modelo. Esta hipétesis es necesaria para el calculo del
vector de estimadores de minimos cuadrados ya que en caso contrario la matriz
X'X serd no singular. La multicolinealidad perfecta no se suele presentar en la
practica, salvo que se disefie mal el modelo. En cambio, si es frecuente que entre
los regresores exista una relacion aproximadamente lineal, en cuyo caso los
estimadores que se obtengan serdn en general poco precisos, aungue siguen
conservando la propiedad de lineales, insesgados y de varianza minima. La
relacion entre regresores hace que sea dificil cuantificar con precision el efecto
que cada regresor ejerce sobre la respuesta, lo que determina que las varianzas de

los estimadores sean elevadas. Es por ello que, cuando se presenta una relacion



aproximadamente lineal entre los regresores, se dice que hay presencia de
multicolinealidad, aunque esta no es total. Chacin y Meneses (1984) sefialan
cuatro (4) causas posibles de multicolinealidad, las cuales serian: (1) EI método de
recoleccion de datos, (2) restriccion en el modelo o en la poblacién, (3) definicion
del modelo, (4) modelos sobre-definidos. En tal sentido, la multicolinealidad hace
referencia, en concreto, a la existencia de relaciones aproximadamente lineales
entre los regresores del modelo, cuando los estimadores obtenidos y la precision
de éstos se ven seriamente afectados. Asi mismo, las inferencias que se hacen
sobre la poblacién, dependen de la exactitud de la estimacion del valor del
parametro, es por ello que, elevados errores estandar (bajo pruebas de hipdétesis) y
coeficientes inestables (con signos distintos a los esperados o verdaderos)
proporcionan una sefial de alerta, es decir, las estimaciones no son confiables, esto
implica también un incremento en la probabilidad de cometer error tipo 1l y una
disminucion de la potencia de las pruebas de hipoétesis estadistica. De igual forma,
este problema esta presente en diferentes grados y no tiene facil solucion, ya que
en definitiva se trata de pedirle a la muestra de datos mas informacion de la que
posee, por lo que se hace necesario un andlisis a priori del mismo al proponer un
modelo de regresién lineal multiple, y en la medida de lo posible corregir el
problema de multicolinealidad. Para corregir este problema s6lo cabe actuar en
alguno de los siguientes sentidos: (1) Eliminar variables regresoras, con lo que se
reduce el nimero de parametros a estimar, (2) Incluir informacion externa a los
datos originales. Si se opta por el primero de ellos, se trata de suprimir, o bien
ciertas variables que se encuentran altamente correlacionadas, o bien algunas
combinaciones lineales mediante el analisis de componentes principales aplicado
a la regresion. La segunda alternativa conduce a trabajar con estimadores
contraidos o bayesianos. En ambas opciones se sustituyen los estimadores minimo
cuadraticos de los coeficientes de regresion del modelo por estimadores sesgados.
Estos procedimientos forman parte de la regresion sesgada, no lineal, pero que
sigue cumpliendo el supuesto de los minimos cuadrados. Ademas, estos
estimadores, a pesar de ser sesgados, tienen un error cuadratico medio mucho

menor, que es lo que se pretende para corregir la multicolinealidad.



De esta manera, dado que la multicolinealidad es un problema muestral, y esta
asociado a la configuracion concreta de la matriz X, son muy escasos los
contrastes estadisticos, propiamente dichos, que sean aplicables para su deteccion,
salvo el contraste propuesto por Farrar y Glauber (1967) para identificar la posible
existencia de multicolinealidad entre las variables de un modelo lineal general. No
obstante, se han desarrollado numerosas reglas practicas que tratan de determinar
en qué medida la multicolinealidad afecta gravemente a la estimacion y contraste
de un modelo. Estas reglas no son siempre fiables, siendo en algunos casos muy
discutibles, entre las que destacan los indicadores considerados por Neter et al.,
(1990), entre ellos el factor de inflacién de la varianza (VIF) y la Tolerancia (T),
calculados sobre cada columna de X. No obstante, la utilizacion de los
coeficientes T y VIF para detectar la presencia de la multicolinealidad ha recibido
mdaltiples criticas, porque la conclusion obtenida con estos valores no siempre
recoge adecuadamente la informacion y problema de los datos, asi como es de

resaltar el hecho de que las varianzas de los estimadores depende del VIF, %y

Z(in —)?j)z, razon por la cual un VIF alto, no es condicion suficiente ni

necesaria para que dichas varianzas sean elevadas, ya que es posible que o? sea
pequeiio 0 Z(in - )?j)2 grande y se compensen. De igual forma, otros

procedimientos para detectar multicolinealidad reportados en la literatura incluyen
la inspeccion de los autovalores y el andlisis del “eigensistema”, entre los cuales
se encuentra el numero de condicion k(X) y la descomposicion de las
proporciones de varianza de los estimadores del modelo (m), siendo estos dos
ultimos considerados como las mejores alternativas para evaluar las dependencias
lineales entre los regresores del modelo. Estos métodos, planteados inicialmente
por Kendall (1957) y desarrollados posteriormente por Belsley et al., (1980), y
Belsley (1982) se enfocan en el abordaje de la multicolinealidad con base en los

autovalores de la matriz X’X.

Por otro lado, ademas de los procedimientos analiticos mencionados

anteriormente, existen métodos graficos de deteccion de la multicolinealidad,



como es el caso del h-plot de la inversa de la matriz de correlaciones introducido
por Cornsten y Gabriel (1976) y considerado por Ramirez et al., (2005), para
obtener representaciones graficas de la informacion contenida en una matriz de
varianzas y covarianzas Sy de rango r, sobre espacios reducidos de baja
dimension. Ademas de los procedimientos antes sefialados, existen otras
aproximaciones informales tales como; un R? elevado, altas correlaciones entre
parejas de regresores, examen de las correlaciones parciales y regresiones
auxiliares. Asi pues, como se ha observado, existen numerosos procedimientos
desarrollados, en su mayoria, reglas practicas para detectar multicolinealidad, en
algunos casos, muchas de estas poco confiables, los cuales pueden ser enfocados
desde dos puntos de vista, aquellos métodos basados en la correlacion entre
variables regresoras y los basados en la estructura de la matriz X’X, por lo que
este trabajo persigue como fin proponer en primera instancia un procedimiento de
prueba de hipdtesis, cuyo aporte principal implica una alternativa metodolégica
con un enfoque del supuesto de multicolinealidad distinto a los antes sefialados, el
cual, ademas de considerar el potencial efecto de la dependencia lineal entre los
predictores del modelo, en términos de la magnitud del error tipico con relacién al
tamano del coeficiente, partiendo de las ideas de Belsley et al., (1980) y de los
resultados obtenidos por Villegas et al., (2013), consiste en un procedimiento de
prueba de hipdtesis estructural de esta suposicion del modelo de regresion lineal
maultiple (multicolinealidad), incorporando un estadistico de prueba Ts, cuya
distribucion muestral depende del tamafio de muestra y principalmente de la ley
eliptica de la cual fue obtenida la muestra, y ademas se constituye en una
distribucion de contornos elipticos, o simplemente, distribucion eliptica, que
permite detectar multicolinealidad de grado en modelos lineales. Asi mismo, en
esta investigacion se plantea desarrollar un procedimiento de prueba con base en
el error cuadratico medio (ECM) para identificar variables colineales en modelos
de regresion lineal multiple que permitan un analisis adicional en funcion del

objetivo para el cual se plantea la construccion de un modelo lineal.



OBJETIVO GENERAL

Proponer una metodologia para el diagnostico de multicolinealidad basada en
distribuciones de contorno eliptico y un procedimiento basado en el error
cuadratico medio del estimador de minimos cuadrados ordinarios para identificar

variables colineales en modelos de regresion lineal multiple.

OBJETIVOS ESPECIFICOS
1. Estudiar metodologias existentes para la deteccion de multicolinealidad.

2. Analizar las debilidades y fortalezas de las metodologias existentes para la

deteccion de multicolinealidad.

3. Generar wuna alternativa metodologica para la deteccion de
multicolinealidad de grado basada en distribuciones elipticas en modelos

de regresion lineal multiple.

4. Desarrollar un procedimiento basado en el error cuadratico medio del
estimador de minimos cuadrados ordinarios para identificar variables

colineales.

5. Comparar la metodologia generada con las metodologias existentes en

términos de sus debilidades y fortalezas.

6. Validar las alternativas metodoldgicas sefialadas anteriormente a traves de

un estudio de simulacién.

7. llustrar las metodologias generadas a traves de su aplicacion a un conjunto

de datos reales provenientes de ensayos en ciencias agricolas.



CAPITULO 1

Multicolinealidad, causas y consecuencias
1.1. Revisibn de literatura sobre la multicolinealidad, causas Yy

consecuencias sobre el modelo de regresion.

El anélisis de regresion fue considerado por primera vez en el siglo XVIII en
temas concernientes a la navegacion con base en la astronomia. Por su parte,
Gauss afirma haber desarrollado el método y en 1809 demostr6 que los minimos
cuadrados era la solucién O&ptima cuando los errores estdn normalmente
distribuidos. Inicialmente esta metodologia era utilizada casi exclusivamente en
las ciencias fisicas hasta buena parte del siglo XIX. Francis Galton acufi¢ el
término “regresion” en 1875 haciendo referencia a la ecuacion de regresion
simple. Galton us6 esa ecuacion para explicar el fendmeno de que los hijos de
padres altos tienden a ser altos, pero no tan altos como sus padres, mientras que
hijos de padres pequefios tienden a ser pequefios, pero no tan pequefios como

ellos. Este efecto es llamado ““efecto de regresion”.

La multicolinealidad es un problema del analisis de regresion, que surge cuando
las variables regresoras del modelo lineal general muestran dependencia lineal
entre ellas o algunas de estas. Este es un problema complejo, porque en cualquier
regresion las variables explicativas o independientes van a presentar algin grado
de correlacion. Matematicamente, existe multicolinealidad cuando se presentan
problemas a la hora de invertir la matriz X’X. De hecho, si el determinante de esta
matriz es cercano a cero (0) se dice que hay multicolinealidad no estricta o de
grado. Mas aun, si el determinante antes mencionado es igual a cero (0), se dice
que hay multicolinealidad estricta o perfecta. En este Gltimo caso al menos una
variable es combinacion lineal de otra(s), la matriz X no es de rango completo, en

consecuencia, la matriz X’X no tiene inversa unica y el sistema de ecuaciones
normales (XX)g, = XY tiene infinitas soluciones. La multicolinealidad estricta o

perfecta, es un problema de identificacion en el siguiente sentido. Si dada la



especificacion del modelo hay un problema de multicolinealidad perfecta,
distintos valores de los parametros, generan el mismo valor medio de la variable

respuesta, E(Y) = Xg. Por tanto, dada una muestra (X,Y), no se pueden identificar

aquellos valores de los parametros que la han generado porque la funcion criterio

que se minimiza [y — EO()]' [Y — E(Y)] no discrimina entre distintos valores de /3

. Por el contrario, si el problema no es de multicolinealidad perfecta, sino de un
alto grado de colinealidad entre variables regresoras, los pardmetros del modelo
de regresion lineal multiple se pueden estimar en forma Gnica por minimos
cuadrados ordinarios, y los estimadores seran lineales, insesgados y de varianza

minima.

La literatura sobre el tema de la multicolinealidad ha sido ampliamente detallada
por diferentes autores, entre los que destacan Neter y Wasserman (1974), quienes
sefialan que la multicolinealidad existe cuando las variables regresoras estan
correlacionadas entre ellas mismas, pero algunas veces este término es aplicado
solamente en los casos donde la correlacidn entre las variables es muy alta, o casi
perfecta. De igual forma, Chacin y Meneses (1984), refieren que la interpretacion
y el uso de los modelos de regresion multiple dependen implicita o explicitamente
de las estimaciones de los coeficientes de regresion individuales. Cuando no
existen relaciones lineales entre las variables regresoras se dice que hay
ortogonalidad. Lamentablemente en muchas aplicaciones del anélisis de regresion,
las variables regresoras no son ortogonales y aunque algunas veces los problemas
de no ortogonalidad no son graves, en muchos casos las variables regresoras se
encuentran relacionadas linealmente en forma estrecha y en tal situacion,
inferencias basadas en los modelos de regresion pueden estar completamente
erradas. La multicolinealidad se refiere especificamente a la interdependencia que
existe entre las variables regresoras y que tiene efecto directo sobre las
estimaciones y varianzas de los pardmetros. En tal sentido, la multicolinealidad es
un problema gue no tiene facil solucion, ya que en definitiva se trata de pedirle a

la muestra de datos mas informacién de la que posee (Pefia, 1987). Por su parte,



Velilla (1987) sefiala que la multicolinealidad es una fuente clasica de distorsion
en el problema de minimos cuadrados lineales. Asi mismo, Lopez (1998) afirma
que la multicolinealidad es un problema del andlisis de regresion que consiste en
que las variables regresoras del modelo estan relacionadas, constituyendo entre si
una combinacion lineal. Este hecho tiene consecuencias en el modelo de
regresion, es decir, la influencia de cada una de las variables explicativas sobre la
respuesta no puede distinguirse al quedar solapadas unas con otras, no se consigue
una explicacién del fendmeno en cuestion, en consecuencia los prondsticos no son
nada confiables, puesto que otra combinacién de variables en el modelo
cambiando el orden, produciria predicciones de la respuesta contradictorias.

A su vez, Callaghan y Chen (2008) indican que frecuentemente en la
investigacion cientifica se establecen modelos con el fin de interpretar las
estimaciones de los coeficientes de tales modelos como medidas de las
caracteristicas verdaderas de la poblacion. Sin embargo, cuando la
multicolinealidad esta presente, el valor de los coeficientes estimados a partir de la
muestra puede diferir notablemente del valor real de la poblacion. Por desgracia,
para los cientificos, la multicolinealidad es un estado normal en la naturaleza; a
menudo, las variables independientes estan relacionadas linealmente entre ellas.
Ademas, estos autores sefialan que la multicolinealidad se presenta en diferentes

grados.

Habshah et al., (2009) sefialan que la multicolinealidad o no ortogonalidad es una
dependencia casi lineal entre dos o mas variables explicativas. Su presencia
provoca dificultades para hacer inferencias o estimaciones, asi como la seleccion
de un conjunto adecuado de variables. Desafortunadamente, la mayoria de las
variables explicativas en un modelo de regresion no son ortogonales, en tales
casos, las inferencias basadas en las estimaciones de los pardmetros del modelo

serian invalidas.



Con relacion a las causas de multicolinealidad Montgomery et al., (2001) sefialan
que la multicolinealidad puede ser causada por el método de coleccion de datos
empleado, restricciones en el modelo o en la poblacion que se muestrea. Por su
parte, Kamruzzaman e Imon (2002) identificaron una nueva posible causa de
multicolinealidad, la cual consiste en puntos influyentes, observaciones desviadas
no solo de la linea de regresion misma como de los demas datos, sino también
alejadas de la mayoria de las variables explicativas en el conjunto de datos. De la
misma manera, Moller et al., (2005) y Hocking y Pendelton (1983) estudiaron
esas nuevas fuentes de multicolinealidad partiendo de conjuntos de datos reales y
simulados. De esta manera, utilizando la matriz de correlacion, estos autores
demostraron que la presencia de mdltiples puntos influyentes iguales o distintos
causa multicolinealidad severa. Asi mismo, comprobaron que puntos influyentes
considerablemente distintos incrementan los problemas de multicolinealidad en

comparacion a los casos donde estos puntos son similares.

En ese sentido, Hadi (1988) sefiala que esas nuevas fuentes de multicolinealidad
puede ser colinealidad influenciada por las observaciones. De igual forma, el
mismo autor sefiala que la multicolinealidad influenciada por las observaciones
estd generalmente asociada a puntos con una alta influencia, sin embargo, no
todos estos son causantes de multicolinealidad. Por su parte, Sengupta y
Bhimasankaram (1997) sefialan que la debilidad de esta medida es la falta de
simetria, la cual se debe al cambio aditivo del indice de condicion de la matriz X.
Estos mismos autores afirman que se ha prestado poca atencion al papel que

juegan los casos individuales en multicolinealidad.

Los efectos adversos de la multicolinealidad han sido ampliamente estudiados, en

tal sentido, Hoerl y Kennard (1970) demostraron que esta puede afectar el
cuadrado de la distancia entre el estimador de minimos cuadrados ﬁi y el
parametro estimado f,. Por su parte, Webster et al., (1974) afirman que si hay

multicolinealidad fuerte entre una variable explicativa X; y alguna de las demas
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variables del modelo, el coeficiente de determinacion multiple de la regresion de
X; sobre el resto de las variables explicativas tendra un valor cercano a uno (1),

provocando que la varianza de f; sea muy elevada. En ese mismo orden de ideas,

de acuerdo a Cruz y Ragazzi (1994), la multicolinealidad también puede afectar el
coeficiente de determinacién multiple del modelo (R?). Por otro lado, Yu (1998)
desarrolla un programa multimedia para ilustrar visualmente la forma como un
modelo de regresién puede colapsar cuando las variables predictoras estan
intercorrelacionadas. Chacin (1998) sefiala que la presencia de multicolinealidad
tiene efecto potencial sobre los estimadores minimos cuadrados de los
coeficientes de regresion, ademas que la estrecha multicolinealidad resulta en

elevadas varianzas y covarianzas de estos estimadores.
1.2.  Revisién de literatura sobre la deteccion de multicolinealidad.

Numerosos métodos han sido desarrollados con el objeto de detectar la posible
existencia de multicolinealidad y sus efectos anémalos sobre un modelo de
regresion. Una primera aproximacion al problema plantea analizar la matriz de
correlaciones R, procedimiento Gtil pero que no capta el fendmeno en toda su
intensidad, puesto que estudia las relaciones entre las variables dos a dos,
obviando las relaciones de estas con las otras variables predictoras. Otras
propuestas alternativas se basan en el coeficiente de determinacion mdaltiple de
cada variable Xj con las restantes, y en los coeficientes de correlacion parcial de

las variables Xj y Xk, controlado por los efectos lineales de las restantes.

Por su parte, Gleason y Staelin (1975) proponen un indice basado en los
autovalores de la matriz de correlaciones que toma el valor 0 cuando las variables
son independientes (R = 1) y el valor 1 cuando las variables estan perfectamente
correlacionadas (R = J). Raveh (1985) discute la importancia de ciertos elementos
fuera de la diagonal principal de la inversa de la matriz de correlaciones para
detectar predictores importantes en un analisis de regresion y como criterio para

evaluar los supuestos requeridos para aplicar un analisis de factores. Whitakker
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(1990) resalta la utilidad de la inversa de la matriz de correlaciones para establecer
relaciones de dependencia entre variables y propone su representacion gréafica

mediante los denominados grafos de independencia condicional.

Marquardt (1970) propuso el factor de inflacion de varianza (VIF) como una
herramienta para la deteccion de multicolinealidad en modelos de regresion lineal
multiple. En ese sentido, Mandell (1982) demuestra que el error estandar del j-
ésimo coeficiente de regresion puede expresarse como el producto del error
estandar residual de la regresion por el factor de inflacion de varianza (VIF),
ampliamente utilizado para detectar multicolinealidad; en particular demuestra
que el VIF se ve severamente afectado por los autovalores mas pequefios de la
matriz R. Este coeficiente mide el incremento que se produce en la varianza de b;
respecto del valor minimo que se alcanzaria en ausencia total de colinealidad de la
correspondiente variable X; respecto de las restantes variables predictoras (Glantz
y Slinker 2001). Adicionalmente, la expresion VIF(j) - 1 coincide, excepto por los
grados de libertad, con el estadistico que contrasta la bondad del ajuste de la
regresion de X; como funcion de las restantes variables explicativas. Belsley
(1991) refiere las ventajas y debilidades de los VIF como medida para el
diagnostico de la colinealidad. Por su parte, Wetherill (1986) afirma que los VIFs
no indican directamente el nimero de variables colineales ni cuales de ellas estan
asociadas entre si. Sin embargo, Neter et al., (1983) sefiala que un VIF mayor que
10 es a menudo tratado como un indicativo de multicolinealidad. En ese mismo
orden de ideas, Neter, Wasserman & Kutner (1990) consideran una serie de
indicadores para analizar el grado de multicolinealidad entre los regresores de un
modelo, como por ejemplo los Ilamados Tolerancia (TOL) y Factor de Inflacion
de la Varianza (VIF).

Villegas y Garcia (2009) reportan la debilidad del VIF frente a otras alternativas
(ndmero de condicion y descomposicion de las proporciones de varianza) para

detectar multicolinealidad en modelos de regresion lineal mdaltiple.
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Por su parte, Farrar y Glauber (1967) propusieron un estadistico (FG) para
identificar la posible existencia de multicolinealidad entre las variables

explicativas en un modelo lineal general. Este estadistico considera el coeficiente

de determinacion (R?) sobre la regresion lineal de la i-ésima variable regresora (
X,) en relacion a las otras variables explicativas, el nimero de parametros

estimados (k) en el modelo y el tamafio de muestra (n). El estadistico (FG) sigue

una distribucion F_, ;.

En particular, Kendall (1957) enfoca el abordaje practico de la multicolinealidad
a través de un procedimiento disefiado en funcion de los autovalores y

autovectores de la matriz de correlaciones.

Mason et al., (1975) proponen el indice conocido como nimero de condicion (K),

definido como el cociente entre el mayor y el menor autovalor de la matriz R.

Por otra parte, un método practico y util para detectar multicolinealidad es el
Ilamado nimero de condicion (CN) de la matriz X, el cual puede ser obtenido del
analisis de la estructura de autovalores de la matriz de varianzas y covarianzas de
X. Por lo tanto, la matriz X’X puede ser factorizada en p autovalores y
autovectores ordenados. El primer autovector es una combinacion lineal de las
variables independientes que explican la méaxima varianza posible. Este
autovector esta asociado con el mayor autovalor. Subsecuentemente, los
autovectores maximizan la varianza residual y estan asociados a los autovalores
menores. Asi pues, un autovalor igual a cero (0) indica multicolinealidad perfecta.
En ese sentido, Belsley et al., (1980) propusieron una aproximacion similar para
detectar multicolinealidad, con lo cual sugirieron dos medidas; la descomposicion
del valor singular (SVD) de la matriz de datos X con su indice de condicion (CN)
asociado y la descomposicion de las varianzas de los coeficientes estimados
usando la SVD, conocida como las proporciones de la descomposicion de las

varianzas.
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Asi mismo, Belsley (1991) realiz6 algunos estudios para comprobar si algunos
métodos para deteccion de multicolinealidad podian identificar o no la existencia
de este fendbmeno en modelos de regresion lineal mdltiple, asi como las variables
colineales. Su objetivo era proporcionar informacién sobre que tan alto debe ser el

namero de condicion para sugerir un problema de multicolinealidad en el modelo.

En ese mismo orden de ideas, segun afirman Judge et al., (1985), el numero de
condicion k(X) y la descomposicion de las proporciones de varianza de los
estimadores del modelo son los procedimientos mas adecuado entre los
actualmente disponibles para detectar multicolinealidad.

A través de estudios de simulacion Belsley et al., (2004) derivaron los valores
limites del nimero de condicién (k). Estos autores sugieren que esos valores estan
entre 10 y 30, lo que indica un grado de multicolinealidad moderado y severo,

respectivamente.

Villegas et al.,, (2011) en un estudio de simulacion considerando tres (3)
distribuciones teoricas continuas (uniforme, normal y exponencial) en las
variables explicativas y cuatro (4) tamafios de muestra (n=10, n=20, n=30 y
n=50) en un modelo con tres variables regresoras (X1, X, y X3), estableciendo a X;
como una combinacion lineal de X, y Xs, sugieren un potencial efecto de la
distribucion teorica de las variables regresoras y del tamafio de muestra (n) sobre

el indice de condicion (K).

A diferencia de los métodos antes mencionados, Cornsten y Gabriel (1976)
introdujeron el uso de los h-plots como un procedimiento para obtener
representaciones graficas de la informacidn contenida en una matriz de varianzas
y covarianzas Spxp de rango r, sobre espacios reducidos de baja dimension. Las
ideas expuestas por estos autores son consideradas por Ramirez et al., (2005),
quienes proponen un dispositivo grafico para obtener una representacion

aproximada de las relaciones de dependencia lineal que se producen entre un
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conjunto de variables. Especificamente en dicha representacion se visualizan los
VIF para cada variable y los coeficientes de correlacion parcial. En ese trabajo, los
autores indicaron un aumento notable en el porcentaje de la correcta clasificacion

al eliminar del conjunto original las variables colineales.

1.3. Revisién de literatura sobre la distribucién t de Student.

En probabilidad y estadistica, la distribucion t de Student centrada o simplemente
distribucion t, es una distribucion de probabilidad continua que surge al estimar la
media de una poblacién distribuida normalmente en situaciones donde la muestra
es pequefia y la desviacidn estandar poblacional es desconocida. Desempefia un
papel en una serie de analisis estadisticos frecuentemente utilizados, incluidos la
prueba de t de Student para hacer inferencias sobre la media de una y dos
poblaciones independientes y normalmente distribuidas, intervalos de confianza
para los casos antes mencionados y en el contexto del analisis de regresion. Esta
distribucion también es utilizada en el analisis bayesiano de datos provenientes de
una poblacién con distribucién normal. La distribucion t de Student al principio
fue derivada como una distribucion posterior por Helmert (1875, 1876a y 1876b).
Una derivacién de la distribucion t de Student fue publicada por Gosset (1908),
mientras trabajaba en la destileria Guinness en Dublin. La prueba de t y la teoria
asociada a la misma se dio a conocer a través del trabajo de Fisher (1925), quien
la denomind distribucion t de Student. Se ha demostrado que una serie de
estadisticos tiene una distribucion t de Student para muestras de moderado tamarfio
bajo hipotesis nulas que son de interés. Por ejemplo, la distribucién del coeficiente
de correlacion por rangos de Spearman se aproxima bastante bien a la

distribucion t de Student para muestras por encima de veinte (20).

Una generalizacion de la conocida distribucion t de Student, es la distribucion t de
Student no centrada, usando un pardmetro de no centralidad. Al igual que la

distribucién t de Student centrada, la distribucion t de Student no centrada es
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utilizada principalmente en inferencia estadistica, aunque también puede ser usada

en el modelaje de datos robustos, asi como también en el anélisis de robustez.

1.4.  Revision de literatura sobre las distribuciones elipticas.

La distribucién normal ha servido durante mucho tiempo como modelo estandar
para observaciones provenientes de diferentes areas, siendo ésta el objetivo central
del analisis paramétrico clasico. Sin embargo, a través de los afios los estadisticos
han tratado de extender la teoria de este analisis a casos mas generales y, por lo
tanto, con mayor cobertura. Ultimamente se ha planteado una clase de
distribuciones cuyos contornos de sus densidades tienen la misma forma eliptica
de la Normal, pero ademas contienen distribuciones de colas mas y menos
pesadas que las de ésta. Esta clase de distribuciones simétricas se denomina
distribuciones Contornos Elipticos o simplemente distribuciones Elipticas. La
utilizacion de distribuciones Elipticas en problemas que solo han sido resueltos
con la distribucion Normal, permite generalizar la teoria hasta ahora planteada.
Algunos de estos problemas ya han sido resueltos para las distribuciones Elipticas
no singulares, aunque no asi para el caso singular. Especificamente, cuando se
muestrea desde una poblacién Eliptica, el problema de las distribuciones de
muestreo tradicionalmente usadas, esto es, las distribuciones chi-cuadrado, ty F,
que bajo distribuciones Elipticas se denominan distribuciones chi-cuadrado, ty F,

ha sido parcialmente resuelto.

Bien se sabe que las medidas de dispersion se utilizan para evaluar la variabilidad
de un conjunto de datos, siendo la desviacion estandar la mas utilizada; sin
embargo, ésta entrega poca informacién del conjunto si es interpretada en forma
aislada, sdlo cuando se la relaciona con la media su interpretacion tiene mayor
sentido. Por esta razon el coeficiente de variacion, que relaciona a ambas medidas,
es sumamente Util. Este coeficiente mide la dispersion u homogeneidad de un
conjunto de datos asociados a una variable aleatoria y es una medida de

variabilidad relativa, es decir, es adimensional, pues representa a la desviacion
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estandar por una unidad de media y resulta de particular interés cuando se desea

comparar la variabilidad entre grupos cuyas medias y varianzas difieren.

Existen en la actualidad excelentes libros y articulos que recogen las
investigaciones hechas hasta la fecha acerca de la distribuciones Elipticas, como
lo son los libros, entre los que destacan los publicados por Anderson y Fang
(1990), Fang y Zhang (1990), Fang et al., (1990), Gupta y Varga (1993) y Rao
(1993), y diversas publicaciones, entre las que se encuentran los trabajos de
Kelker (1970), Chu (1973), Dawid (1977), Kariya y Eaton (1977), Chmielewski
(1980), Cambanis et al., (1981) y Tyler (1982), y los trabajos recientes de
Arellano (1994) y Leiva (1999), entre otros. Aunque a partir de 1970 estas
distribuciones comenzaron su auge, se registran estudios anteriores, como lo son
Schoenberg (1938) y Lord (1954). Asimismo, las distribuciones de formas
cuadréticas y distribuciones asociadas al muestreo, obtenidas a partir de
distribuciones Elipticas, fueron estudiadas y publicadas en Cacoullos y Koutras
(1984), Fang y Wu (1984), Anderson y Fang (1987) y Smith (1989), entre otros.

1.5. Revision de literatura sobre la distribucion de formas cuadraticas.

La distribucion de formas cuadraticas y lineales, y expresiones relacionas,
obtenidas a partir de distribuciones Elipticas, fueron estudiadas y publicadas en
Cacoullos y Koutras (1984), Fang y Wu (1984) y Anderson y Fang (1987), entre

otros. Estas distribuciones corresponden a las distribuciones »?, t y F obtenidas

bajo distribuciones Elipticas.

Las distribuciones t y F obtenidas a partir de distribuciones Elipticas se
denominan distribuciones t y F generalizadas. Sin embargo, si el parametro de
posicion de la ley Eliptica es igual a cero (0), entonces las distribuciones ty F
generalizadas coinciden con las distribuciones t y F obtenidas bajo normalidad,
esto es, estas distribuciones son invariantes bajo leyes Elipticas cuando v =0
(Fang y Zhang, 1990). Por otro lado, las distribuciones t y F generalizadas no
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centradas dependen de la ley Eliptica particular bajo la cual fueron obtenidas.
Asimismo, las distribuciones t y F generalizadas doble no centradas, analogas a

las del caso Normal, dependen también de la ley Eliptica asociada.
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CAPITULO 2

Diagnostico de multicolinealidad

La estimacion de parametros en modelos de regresion lineal maltiple usando
métodos que involucran matrices de correlacion o de varianza-covarianza, puede
verse afectada por los problemas en la estructura de las matrices causados por los
efectos adversos de la multicolinealidad entre las variables del modelo. La
presencia de multicolinealidad en la matriz de regresion puede ser diagnosticada
mediante métodos que suministran informacion acerca de su intensidad (grados de

multicolinealidad), asi como también de las variables regresoras involucradas.

A continuacion se presentan algunos procedimientos para el diagnostico de

multicolinealidad en modelos de regresion lineal multiple:

2.1. Método del determinante de la matriz de regresion.

Se tiene la matriz de correlacion, en consecuencia, su determinante varia de cero
(0) a uno (1). El determinante de esta matriz toma el valor de uno (1) si las
variables regresoras son ortogonales, y tomara el valor de cero (0) si éstas se
encuentran en una completa combinacion lineal entre si. En la medida en que el
determinante de la matriz se aproxima a cero (0) la multicolinealidad sera severa.
Sin embargo, aun cuando éste método es bastante sencillo, ya que involucra
operaciones con matrices ampliamente conocidas y de facil computo, no permite

la identificacion de las variables regresoras causantes de la multicolinealidad.

2.2. Andlisis de la matriz de correlacién.

Este procedimiento involucra el analisis de los elementos (r;;) fuera de la diagonal
principal de la matriz de correlacion. Si las variables consideradas, X; y X; son

aproximadamente linealmente dependientes, entonces rj sera cercano a uno (1),



19

en valor absoluto. En consecuencia, un coeficiente de correlacion alto indicaria
multicolinealidad. No obstante, cuando el numero total de variables
independientes es mayor que dos (2), esto seria una condicion suficiente, mas no
necesaria, y la ausencia de altas correlaciones entre dos variables no indicaria

ausencia de multicolinealidad.

2.3. Factor de inflacion de varianza (VIF).

Marquardt (1970) propuso el factor de inflacion de varianza (VIF) de los
elementos de la diagonal principal de la inversa de la matriz X’X como alternativa
para el diagnéstico de multicolinealidad, el cual puede definirse de la siguiente

manera:

VIFj:ﬁ j:].,K,k

i

donde Rj2 es el coeficiente de determinacién multiple cuando se hace la regresion

de cada variable independiente sobre el resto de las otras variables regresoras

mediante la estimacion de minimos cuadrados ordinarios. En este sentido, la
varianza del j-ésimo estimador de minimos cuadrados ordinarios (ﬁj) es dada
por:

1

V(B,-)=V(6j)m

donde V(Bi) es la varianza de la estimacién de la pendiente en la regresion simple
de Y sobre X;.
Asi pues, el factor de inflacion de varianza (VIF) se define como el cociente de la

varianza de la estimacion de una pendiente en regresion lineal maltiple y la

varianza de la misma pendiente en regresion simple
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De acuerdo a Neter et al., (1983), cualquier valor de un VIF entre 0 y 5 inclusive
ambos indica que existe multicolinealidad leve en el conjunto de datos, mientras
que un valor de cualquier VIF entre 5 y 10 inclusive sugiere multicolinealidad

moderada, y un valor de VIF superior a 10 sugiere que es posible que algunos de
los estimadores de minimos cuadrados ordinarios del modelo de regresion (ﬁ’j)
asociados con tales valores estén severamente afectados por la multicolinealidad.

Aunque el VIF es un método de deteccion de multicolinealidad frecuentemente
utilizado, tiene la desventaja de no suministrar informacion sobre cuéles variables

estarian asociadas linealmente, sobre todo cuando existen relaciones complejas de

dependencia lineal.

2.4. Test de Farrar-Glauber.

Definiendo X como una muestra de n observaciones sobre k variables
independientes, cada una convertida en unidades estandarizadas (por el tamafio de
muestra y su desviacion estandar), se tiene que (X'X) es una matriz de correlacion

de primer orden. Es facil observar que si existen pares ortogonales para todas las

columnas de X entonces (X'X) se reduce a la matriz identidad y |XX|=1. Por el
contrario, cuando X tiende a la singularidad, |XX| se aproxima a cero (0). Asi,

0<|XX|<1 proporciona una medida general del grado en que X es

interdependiente.
Esta prueba propuesta por Farrar y Glauber (1967) contrasta las hipétesis:
Ho: Las variables X; son ortogonales

Ha: Existe multicolinealidad
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Este método se basa en el estadistico
G =—[(n—1) - (2k +5)/6]In[det(X X)]

La distribucién de G ha sido derivada por Bartlett y Rajalakshman (1953), quienes
indican que la distribucion del mismo, si Ho es cierta, n —oo, X es normal
multivariada y que la matriz de correlacion poblacional es igual a la matriz
identidad, es y’, siendo v=(k+1)k/2, por lo que si G > y se acepta la existencia
de multicolinealidad al nivel de significacion a. Sin embargo, la procedencia de
esta prueba es discutible, pues la multicolinealidad es generalmente un problema
de la muestra concreta disponible y no de la poblacidon que la ha generado. Lo
importante también es el grado de colinealidad en los datos.

2.5. Andlisis de autovalores y autovectores en la matriz de correlacion.

Cuando hay una o mas relaciones de dependencia lineal entre las variables

regresoras, uno o mas autovalores (4,,K ,4,) de la matriz de correlacion seran

pequefios (Belsley et al., 1980, y Silvey, 1969). Montgomery y Peck (1981)
proponen el valor del nimero de condicion (CN) de la matriz de correlacién, dada
su simetria, definiendo CN como la relacion entre el mayor y el menor autovalor.
Los autores sefialan que, si CN < 100, la multicolinealidad es leve, si 100 < CN <
1000 la multicolinealidad es de moderada a fuerte, y si CN > 1000 la
multicolinealidad es severa. El analisis de los autovalores puede identificar la
naturaleza aproximada de las relaciones de dependencia lineal entre las variables.
Para este analisis, R=VAV', donde A es una matriz diagonal con dimensiones
p*p, (p es el nimero de variables usadas para obtener la matriz de correlacion R),

cuyos elementos son los autovalores A; (j=1K,p)de R, y V una matriz
ortogonal con dimension p*p, cuyas columnas (v,,K,v )son los autovectores

normalizados de R. Un autovalor (4;)cercano a cero (0) indica dependencia
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lineal entre las observaciones. Los elementos del autovector (v;) asociado con

este autovalor describe la naturaleza de esta dependencia.

2.6. Diagnodstico BKW.

Belsley et al., (1980) propusieron las medidas de diagndstico de multicolinealidad
en modelos de regresion lineal mdaltiple conocidas como: la primera,
descomposicion en valor singular (SDV) y su indice de condicion asociado, y la
segunda, la descomposicion de las varianzas de los estimadores de minimos
cuadrados ordinarios usando SDV, conocida como descomposicion de las

proporciones de varianza. Estas medidas son basicamente desarrolladas para
examinar de qué manera las varianzas de los parametros estimados (/;) se ven

afectadas por los predictores colineales.

2.6.1. Descomposicion en valor singular.

Para el modelo de regresion lineal multiple Y = XB + ¢, la matriz de datos X de n
observaciones sobre p variables regresoras puede ser descompuesta de acuerdo a
SDV como:

X=UDV"’

donde U () (Matriz cuyas columnas son los autovectores asociados con los p
autovalores no nulos de XX), V xp) (Matriz de autovectores de X’X) son matrices
ortogonales, U'U =1, V'V =1, y D(pyp) €S una matriz diagonal con elementos de la

diagonal no nulos x;, j=1K, p, llamados valores singulares. Entonces, se tiene

XX =VD?*V’

En la SDV de X, U y V son matrices ortogonales de rango completo, lo cual
implica que Rango(X)=Rango (V). Por tanto, si X presenta una perfecta

dependencia entre sus columnas, el Rango(X)=r < p, entonces exactamente (p- r)
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valores singulares de D serdn cero. Esto implica que un valor singular pequefio

indicara presencia de una posible dependencia entre las variables regresoras.

El k-ésimo indice de condicién de X esta definido como:

’71=“ﬂ”‘”=\/Fj, j=1K,p,
i

donde 7,,K ,77,son los valores singulares de la matriz X. Es de resaltar que el
mayor valor de k; y 7; pueden ser definidos como el nimero de condicion de la

matriz X"X y de la matriz X, respectivamente.

Asi, un valor singular pequefio en relacion a g, tendra un alto indice de

condicion asociado. Belsley (1991) recomendd un indice de condicién de la
matriz X entre 10 y 30 sera un indicativo de multicolinealidad moderada,
mientras que para valores mayores que 30 resultara en multicolinealidad severa.
La regla sugerida por este autor ha sido aceptada como un estandar de aplicacion.
Sin embargo, existen varias limitaciones en experimentos en los cuales el nimero
de réplicas es pequefio. Muchos estudios se han orientado a este tema, entre los
que destacan Mason y Perreault (1991), Rosen (1999), Schindler (1986) y Stinnett
(1993).

Para hacer que los indices de condicidon sean comparables unos con otros en un
conjunto de datos, en primer lugar, las variables regresoras deben estar a escala,
dividiendo cada una de éstas entre su desviacion estandar, para tener la misma
longitud. Este escalamiento evitara que el analisis de los autovalores dependa de
la unidad de medicién de las variables. Posteriormente, también pueden ser
centradas mediante la correccion de X por su promedio. Sin embargo, la eleccion
de centrar es en cierto modo arbitraria, ya que algunos autores sostienen que
centrar elimina cualquier colinealidad que involucre al intercepto. Al centrar, el
intercepto serd removido del modelo de regresion y en consecuencia se eliminara
cualquier colinealidad que pueda existir entre el intercepto y las otras variables

regresoras.
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2.6.2. Descomposicion de proporciones de varianza.

La matriz de varianza-covarianza de los estimadores A= (XX)™*XY de los
parametros de regresion es o2 (X X)™*. Utilizando la SDV, esta puede ser escrita

como:

R R pyv2
V(B,)=c VDV ' =V (B)=0"> =

[Ew
Por lo tanto, la varianza estimada de cada coeficiente de regresion se puede

descomponer en una suma de términos cada uno asociado a un valor singular. Las
proporciones V (f,) pueden ser calculadas para cada valor singular y el término

correspondiente a un valor singular pequefio sera grande en relacion a los demas
términos de la descomposicion. Suponga,
2
Vi P
J .
P =5 P :qukp k=1K,p
H;i j=1
Entonces, la proporcion de varianza del k-ésimo coeficiente de regresion asociado

con el j-ésimo componente de su descomposicién se define como:

Dy .
ﬂ-jk = k1 J :11K ] p
Dk
Valores altos de la proporcion de descomposicion de varianza (0,50) para dos o
mas varianzas de coeficientes de regresion estimadas asociadas a valores
singulares pequefios y elevados indices de condicion identificaran a las variables

regresoras involucradas en la dependencia lineal.

2.7. Método h-plot.

Es un procedimiento introducido por Cornsten y Gabriel (1976) para obtener

representaciones graficas de la informacion contenida en una matriz de varianzas
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y covarianzas Sy de rango r, sobre espacios reducidos de baja dimension. La
seleccion adecuada de los vectores, denominados marcadores por sus autores,
garantiza que en su representacion sobre el primer plano h-plot se cumple que:

(@) El producto escalar entre dos marcadores aproxima la covarianza entre las
variables correspondientes.

(b) La longitud de los marcadores aproxima la desviacion estandar de las
variables.

(c) El coseno del angulo entre dos marcadores aproxima la correlacion entre
las variables correspondientes.

(d) El plano proporciona la mejor representacion bidimensional aproximada,
desde el punto de vista de los minimos cuadrados, de las relaciones entre
las variables en términos de varianzas y correlaciones.

La representacion en referencia es aplicable a cualquier matriz simetrica Apyp

de rango r, y se efectla eligiendo vectores marcadores (h;,h,,K ,h ) para sus

columnas, tales que los elementos de la matriz se obtienen a partir de
operaciones de producto interno entre los marcadores:
_ ! _ !
a; =hth; y a, =hih,
El procedimiento para la seleccion de los marcadores se basa en la
descomposicion espectral de la matriz A:

_ !
A=V, DV
de manera que la matriz cuyas columnas contienen los marcadores se define

de la siguiente manera:
N
H =Dy Vi = (hy,h, K hy)
siendo V,, una matriz cuyas columnas son los autovectores de A asociados
con sus r autovalores no nulos, y D, una matriz diagonal que contiene tales

autovalores. Ademas, Gabriel (1971) ha propuesto como medida de la bondad
de la aproximacion sobre el primer plano h-plot, al cociente:
A+

2
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siendo 4, y A, los dos mayores autovalores de la matriz A.

Partiendo de las ideas expuestas anteriormente por los dos autores, Ramirez et
al., (2005) proponen un dispositivo grafico cuyo propdsito es obtener una
representacion aproximada de las relaciones de dependencia lineal que se
producen entre un conjunto de variables. Especificamente, en dicha
representacion se visualizan los VIF para cada variable y los coeficientes de

correlacion parcial.

En este caso la descomposicion espectral de rango r de la matriz R™ toma la
forma:
-1 _ _ AV
R™ =14 =Vin PV
siendo V,, la matriz cuyas columnas son los autovectores de R asociados

con sus r autovalores no nulos, organizados sobre la matriz diagonal D(}l) .

Al definir la matriz de marcadores como Hj,, = Di)’V/, = (h,,h,,K ,h.), su

representacion grafica sobre el primer plano h-plot garantiza que:
1.- El coeficiente de inflacion de varianza de la variable X; es aproximado por
el cuadrado de la longitud del marcador correspondiente:
hihi =VIF; Vi=L2K, p
2.- La correlacion parcial entre las variables X; y Xy es aproximada, excepto
por el signo, a través del coseno del angulo entre sus marcadores:
h'h,

W = Tix i

La informacién captada por la representacién R™h-plot es la siguiente:
1.- Imprecision global. Este indicador se define como traza(R-1) y se
interpreta como una medida de la imprecision global de los coeficientes de

regresion debido a la multicolinealidad, ya que:

traza(R™) =Y VIF;, =>4,
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siendo 1, el o-ésimo autovalor de R™.
2.- Imprecision captada por un eje. Este indicador se define como el cociente
A, Itraza(R™)y se interpreta como la proporcion de la imprecision global que

es captada por el a-ésimo eje h-plot.
3.- Contribucion de cada variable a la imprecision captada por un eje. Dado

que:

2
>he =Y. f =2,
se define como contribucion de la variable X; a la imprecision captada por el

eje a al cociente:

h2
CV,F, =
2

a

4.- Contribucion de cada eje a la imprecision del coeficiente asociado a una

variable. Dado que:
2 _
Zhja - hjhj _VIF(J')
se define como contribucién del eje a a la imprecision del coeficiente de

regresion bj al cociente:
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CAPITULO 3

Diagnostico de multicolinealidad basado en distribuciones de contorno

eliptico
3.1. Distribuciones de contornos elipticos.

Una clase de distribuciones cuyos contornos de sus densidades tienen la misma
forma eliptica de la distribucion Normal, pero ademas contienen distribuciones de
colas mas y menos pesadas que las de ésta, dicha clase de distribuciones se
denomina de Contornos Elipticos o simplemente distribuciones Elipticas. La
teoria para esta clase de distribuciones sera descrita en este capitulo, la cual ha
sido ampliamente revisada y detallada por Leiva y Diaz (2001) como sigue a

continuacion.
3.2. Distribucién eliptica singular.

Sea X un vector aleatorio n-dimensional, si X € IR™ es un vector aleatorio con
pardmetro de posicion u € IR™, matriz de escala £ € IR™™ y con rkX =r < n,
entonces la distribucion de X se dice singular o no singular, dependiendo si r<n o

si r=n, respectivamente.

Sea X € IR™, entonces, X pertenece a la familia de distribuciones elipticas de
parametros [, X y ¢ si y solo si su funcion caracteristica es

Px(0) = e
Y se denota por X~EC, (1, Z; ), con u € IR™, X € IR™™y ¢:IR™ - IR.
Observe que la funcion caracteristica existe aun cuando X sea semidefinida
positiva, es decir, cuando rkX =r < n, en cuyo caso la distribucion eliptica

obtenida es llamada distribucién eliptica singular.
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Sea X~EC,(u,XZ; ¢), conu € IR™, X € IR™™ y X > 0. Entonces la densidad de X
es
1
gx(X) = 2|72 f[(X — )27 (X — w)],
Siendo f(u), con >0, una funcion real y que se denomina generadora de

densidades. En este caso, se usa la notacion X~EC, (i, Z; f).

Asi, la condicién necesaria para que la densidad de X exista con respecto a la
media en IR™ es que rkX = r = n, esto es, que £ > 0, con lo cual la distribucion

de X es no singular.

Sea X~EC,(u,%Z;f), con u€IR™ X e€IR™™ y >0, entonces X puede
representarse de la forma
X=u+ATY,
de modo que
Y =ANDTX - w,
conx = ATA, A € IR™™,

3.3. Momentos de las distribuciones elipticas.

Si X~N, (1, %), con u € IR™, £ € IR™™, se sabe que IE(X) = uyVar(X) =Z.
En el caso de las distribuciones elipticas no siempre existen estos momentos (por

ejemplo la distribucién de Cauchy).

Sea X = RUM~EC, (u,%; f), con u € IR™, £ € IR™™y ¥ > 0 y R independiente
de U™, Entonces, si IE(R) < o y IE(R?) < oo, el primer y segundo momento

de X existen.

Sea X = RUM~EC, (1,%; f), con u € IR™, £ € IR™™y ¥ > 0 y R independiente
de U™, IE(R)y IE(R?) < oo. Entonces,

IE(R?
IE(X) = pyVar(X) = 5205,
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Se sabe que, en una distribucién eliptica la matriz de varianzas-covarianzas, X, €S

proporcional al parametro X de su distribucion y en general no es igual éste.

Sean Sea X~EC,(u,Z; ¢), con u € IR™, £ € IR™™ y ¥ > 0, una distribucion no
degenerada y M, el k-ésimo momento de X. Entonces,

1 My(X) = p.

2. My(X) = uu" —2¢°(0)T y Var(X) = —2¢°(0)X.

3. M3(X) = pp" 1 — 2¢°(0)[UZ + uZ + vec(Z)u']

si ellos existen.

Cuando la matriz de varianzas-covarianzas X, de X~EC,(u, X; ¢) existe, al
considerar £ como X, solo se tiene un caso particular; la igualdad se cumple si se

elige ¢ de manera que —2¢(0) = 1, esto es, cuando X~N,,(u, X).

3.4. Distribucion normal.

La distribucion Normal pertenece a la clase de distribuciones Elipticas. A
continuacién se presentan ciertas propiedades de esta distribucion, las que no
pueden extenderse a otras distribuciones Elipticas, caracterizando asi a la

distribucion Normal.

Sea X~EC,(u,Z;f), con u€IR™ X e€IR™™ y ¥ > 0. Entonces, cualquier
distribucion marginal es normal si y solo si, X se distribuye normalmente.

Sea X~EC,(u,%;f), con u€IR™, T e€lIR™V™ y X =diag(oy), i=1,..,n.
Entonces, las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. X se distribuye normalmente.

2. Las componentes de X son independientes.

3. X; y X;(1 <i <j <mn) son independientes.
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3.5. Distribucidn eliptica singular.

Como se sabe, si X~EC,(u,Z; ), con u € IR™, L € IR™™ y ¥ >0, es decir,

rkZ = r < n, entonces X tiene una distribucién eliptica singular.

Sea X~EC,(u,Z; ), con u € IR™, L € IR™™ y ¥ > 0y rkX = r < n. Entonces,

la funcion de densidad de X viene dada por
r 1
<1_[ 2 2)f[(X w7 X - W]
i=1

NTX = NTu , con probabilidad de 1,
lo cual se denotara por X~EC} (1, %; f), donde £~ es un inverso generalizado

simétrico de X, los A; son los valores propios no nulos de X y NEV,, n_, =

{NEIR™ (=1 /NTN = I,_py}, tal que NTE = 0.
3.6. Distribucidn del estadistico t generalizado.

A continuacion la distribucion del estadistico t generalizado, basado en una
muestra obtenida desde una poblacién eliptica, que involucra a la distribucion

eliptica singular.

X~EC,(v,0%l,; f), con v =pul,,v € IR", u€IR,1, € IR, 62 = cy02,co =
—2@°(0). Entonces,

T =Vni~Gt(n—1,6f),
donde X = Z?:lXi/n yS2=Y",(X;—X)?/(n—1)y & = u/o es el pardmetro

de no centralidad de la distribucion t generalizada no centrada con (n — 1) grados
de libertad.
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3.7. Inferencias para el coeficiente de variacion bajo una ley eliptica.

Las medidas de dispersion se emplean para evaluar la variabilidad de un conjunto
de datos, siendo la desviacion estandar la mas utilizada. Sin embargo, ésta entrega
poca informacion de la variabilidad del conjunto si es interpretada en forma
aislada, so6lo cuando se la relaciona con la media su interpretacion tiene mayor
sentido. Es por ello que, el coeficiente de variacion (CV), el cual relaciona ambas

medidas de dispersion es empleado habitualmente.

Considere una poblacion con media p y desviacion estandar c. Entonces, el
coeficiente de variacion se define como el cociente entre la desviacion estandar y

la media de esta poblacion, es decir, y = a/u, con u # 0.

3.8. Modelo eliptico con estructura dependiente.

Se denomina modelo eliptico con estructura dependiente (Modelo D) a un vector
aleatorio conjuntamente dependiente con distribucién eliptica multivariada.
Especificamente, sea X = (X;,X,,...,X,,)T una muestra de tamafio n de una
poblacion eliptica bajo el Modelo D, esto es, X~EC, (v, Z; f). Entonces X tendra:
1. Pardmetro de posicion v = ul,,conv € IR",u € IR,y 1, € IR", donde
1, = (1,1,...,1)T. El parametro de posicién coincidira con la media cuando exista
el primer momento del modelo.

2. Parametro de escala £ = ¢2I,,con X € IR™" y g2 > 0.

3. Matriz de varianza-covarianzas (si existe) X,, proporcional al pardmetro de

escala, definida por £, = ¢oZ = cy02l,, concy = —20°(0).
3.9. Modelo eliptico con estructura independiente.
Se denomina modelo eliptico con estructura independiente (Modelo 1) a un vector

aleatorio compuesto por variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas de forma eliptica  univariada. = Especificamente, sea
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X = (X1,X5, ..., X,)T una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacion eliptica
bajo el Modelo I, esto es, X;~EC;(u,0%;f),coni=1,2,..,n. Entonces X;
tendra:

1. Parametro de posicion u € IR y coincidira con la media cuando exista el primer
momento del modelo.

2. Parametro de escala o2 > 0.

3. Varianza (si existe) o¢, proporcional a g2 y definida por o¢ = ¢y02.

Para los dos modelos planteados (D e 1), la poblacién tendra coeficiente de
variacion generalizado definido por y = o/u, esto es, la raiz cuadrada del
parametro de escala sobre el pardmetro de posicién. De este modo, siempre es
posible construir una medida adimensional de variabilidad relativa, existan o no

los dos primeros momentos del modelo subyacente.

3.10. Estimacion del coeficiente de variacién de una poblacién eliptica bajo el

modelo con estructura dependiente.

Para obtener el estimador de méaxima verosimilitud del coeficiente de variacion
con base en una muestra de una poblacién eliptica, considerando el caso de la
estimacion puntual, se procede de manera analoga al caso normal, obteniendo una
expresion general que depende de las funciones f y ¢ asociadas a toda ley eliptica,
que al especificarse permiten encontrar una expresion explicita para el estimador
del CV.

Sea X = (X1, X5, ..., X, )T~EC,(ul,,0%L,; f) una muestra de tamafio n y 7y el
coeficiente de variacion. Entonces el estimador de maxima verosimilitud de y bajo

el modelo con estructura dependiente es

Vo = nA(f) S/X,
donde A(f) es el maximo de la funcion f*(1) = 1™™2£(1/1) y que corresponde

a una constante que depende de cada ley eliptica.
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3.11. Estimacion del coeficiente de variacion de una poblacidn eliptica bajo el

modelo con estructura independiente.

Para obtener el estimador de maxima verosimilitud del coeficiente de variacion
con base en una muestra de una poblacion eliptica bajo el modelo con estructura
independiente, se procede de la misma que en el caso del modelo con estructura
dependiente, s6lo que en ese caso la expresion general que se obtiene debe

resolverse numéricamente.

Sea X = (X{,X5 ..,X,)T una muestra aleatoria de tamafio n, con
Xi~EC,(u, 0% 1), (i =1,2,...,n), y 7 el coeficiente de variacion. Entonces el
estimador de maxima verosimilitud de y bajo el modelo con estructura
independiente es

71=26/1,
donde fyd& son los estimadores de maxima verosimilitud de wuyo,

respectivamente, dados por

—_— 1

o2 =-FiwilX;—)? y ii=

n
Ni=q WiX

n !
i=1 Wi

con

wi = =2Wp(UD), Wr(UD) = f'(UD/fWUD y U = (X — )/6)*, i =12,..,n

méximo de la funcion £*(1) = A7"™2£(1/1) y que corresponde a una constante

que depende de cada ley eliptica.

3.12. Distribucion del estimador de maxima verosimilitud del coeficiente de

variacion bajo el modelo con estructura dependiente.

La distribucion exacta del inverso del estimador de maxima verosimilitud del
coeficiente de variacion de una poblacion eliptica bajo el modelo con estructura

dependiente esté relacionada con la distribucion t generalizada no centrada.
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Sea X = (Xq,X3, .., Xp)T~EC,(ul,, o%l,; f) una muestra aleatoria de tamafio n,
n=1/y ynp, el estimador de maxima verosimilitud de n bajo el modelo con

estructura dependiente. Entonces
T =vn(X/$) = nJA()ip~Gt(n — 1,6; f),
con & =+/nn es el parametro de no centralidad de la distribucion t generalizada

(Gt) con n —1 grados de libertad.

3.13. Distribucion asintética del estimador de maxima verosimilitud del

coeficiente de variacion bajo el modelo con estructura independiente.

En este caso se requiere la existencia de los cuatro primeros momentos de la
distribucion, pues la ley eliptica incide sobre la distribucién asintotica a través del
parametro de curtésis (k). Ademéas la distribucion de este estimador esta

relacionado con el problema de muestras grandes.

Sea X = (Xy,X5 ..,X,)T una muestra aleatoria de tamafio n, con
X;~EC,(u, 0% f) (i = 1,2,...,n),y el coeficiente de variacion y 7, el estimador
de méxima verosimilitud de y bajo el modelo con estructura independiente.
Entonces sin — o

Vn(yi-v)

2 _¥? 1
14 <4a(f)+4b(f)—1)

donde a(f) = IE (UWZ(W))y b(f) = IE (UVPWE(U) ), UY2~EC,(0,1; f).

7 =

- N(0,1),

3.14. Intervalo de confianza para el coeficiente de variacion bajo el modelo

con estructura dependiente.

Con base en la distribucion del inverso del estimador de maxima verosimilitud del
coeficiente de variacion de una poblacion eliptica bajo el modelo con estructura
dependiente y el estadistico t, se presenta a continuacion un intervalo de confianza

(IC) del 100(1—0)% para el coeficiente de variacion.
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Sea X = (X1, X5, ..., X,)T~EC,,(ul,,c%L,; f) una muestra aleatoria de tamafio n
y yp el estimador de maxima verosimilitud de y bajo el modelo con estructura

dependiente. Entonces un IC aproximado del 100(1—a)% para y €s
t -1 t -1
—~\—1 e . S\~ 1 e
l(m’) o A(f)) ' ((VD) o A(f)) l
con t, el percentil (1-0/2) de la distribucion t con (n-1) grados de libertad.

3.15. Intervalo de confianza para el coeficiente de variacién bajo el modelo

con estructura independiente.

Con base en la distribucion asintotica del estimador de maxima verosimilitud y
del estimador de momentos del coeficiente de variacion de una poblacién eliptica
bajo el modelo con estructura independiente, y usando el método de la cantidad
pivotal y el estadistico t, se presenta a continuacion un intervalo de confianza

asintotico del 100(1-a)% para el coeficiente de variacion.
Sea X = (X4,X5 ..,X,)T una muestra aleatoria de tamafio n, con

X;~EC;(u, 0% f) (i=12,..,n),y 7 el estimador de momento de y bajo el

modelo con estructura independiente. Entonces un IC asintético del 100(1-a)%

. vio (v 1
lyi + Ze\/T (4a(f) t 4b(f)—1) :

con Z, el percentil (1-0/2) de la distribucion N(0,1).

paray es
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3.16. Prueba de hipdtesis para el coeficiente de variacion bajo el modelo con
estructura dependiente.

Sea X = (X1, X5, ..., X, )T~EC,,(ul,, 0%L,; f) una muestra aleatoria de tamafio n
y ¥p el estimador de maxima verosimilitud de y bajo el modelo con estructura
dependiente. Entonces a través del estadistico
t=nA(HFp  —y H~t(n—1),
se puede contrastar la hipétesis
Hy:y =yo vs. Hy:y # ¥y,
(o una alternativa bilateral) para un y, dado, mediante la siguiente regla de

decision: Rechace H, si |t]| > t,.

3.17. Prueba de hipétesis para el coeficiente de variacion bajo el modelo con

estructura independiente.

Sea X =(X1,X5 ..,X,)T una muestra aleatoria de tamafio n, con
X;~EC;(u, 0% f) (i=12,..,n),y 7, el estimador de momentos de y bajo el
modelo con estructura independiente. Entonces a través del estadistico

Vn(¥i—v)

4coy?+3k+2
o (Fa R

Z = - N(0,1),

concy =1,k =0,k, = 1, se puede contrastar la hipotesis

Ho:y =yo vs. Hy:y # ¥y,
para un y, dado, mediante la siguiente regla de decisién: Rechace H, si |Z| > Z,.

3.18. Estadistico de prueba propuesto para el diagndstico de

multicolinealidad basado en distribuciones elipticas.

Una de las consecuencias marcadas de la multicolinealidad sobre los estimadores
minimos cuadraticos ordinarios 3; del modelo de regresion, es la inestabilidad que
produce en los mismos, resultando esto en elevadas varianzas de dichos

estimadores.
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De las ideas de Belsley et al., (1980) en relacion al efecto del grado de
multicolinealidad sobre la varianza del estimador de minimos cuadrados
ordinarios del modelo de regresion lineal y con base en lo sefialado por Leiva y
Diaz (2001) en cuanto a las medidas de dispersion empleadas para evaluar la
variabilidad de un conjunto de datos, siendo la desviacion estdndar la mas
utilizada, y en especial el coeficiente de variacion que involucra a dicha medida,

cuya distribucion ha sido desarrollada, se tiene el siguiente estadistico
03,
="
T, permite tener un indicio del potencial efecto de la multicolinealidad sobre el
error tipico de los estimadores f;, es decir, sobre la estabilidad de los mismos,
donde:
f;: representa el estimador minimo cuadratico ordinario.

G5, representa el error tipico de la estimacion.

Se quiere probar la existencia de relaciones de dependencia lineal entre los
predictores de un modelo de regresion lineal mdltiple (Ho: ausencia de
multicolinealidad de grado vs. Ha: presencia de multicolinealidad de grado),
tomando como referencia el estadistico T, para la construccion de un
procedimiento de prueba de hipotesis estadistica de ausencia de multicolinealidad
de grado en un modelo de regresién lineal maltiple.

3.19. Estimador de méaxima verosimilitud de yp bajo el modelo con

estructura dependiente.

La distribucion exacta del inverso del estimador de maxima verosimilitud del
coeficiente de variacion de una poblacion eliptica bajo el modelo con estructura
dependiente estd relacionada con la distribucion t generalizada no centrada.

En tal sentido, estas ideas son aplicadas para derivar el estadistico

Yo =/ —p) 53/31’ y su distribucion, el cual permite medir el efecto de la
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multicolinealidad sobre el estimador de minimos cuadrados ordinarios del modelo

lineal multiple.

Para obtener el estimador EVM de y,, de una poblacion eliptica bajo el modelo D

se procede de manera analoga al caso normal, solo que en este caso se obtiene una
expresion general que depende de las funciones fy @ asociadas a toda ley
eliptica, que al especificarse permiten encontrar una expresion explicita para el
estimador de ag, /B;.

Sea X = (X1, X5, ..., X, )T~EC, (1, 6%1,,; f) una muestra aleatoria de tamafio n,
Sea Bi~EC,(Bp, X;@)con B; ERP,ZERPPT>0yrki=r=p<n, y=

og./B, 1 =1/y y ¥p = 65./PB: . Lafuncién de densidad de B; viene dada por

n-p
[ [22 £ - 8)"2 i - 0]
i=1

lo cual se denotara por ﬁAi~EC£_p (B, Z; f;) donde X~ una inversa generalizada
simétrica de Z, los 4; son los valores propios no nulos de X.

Entonces, el estimador de maxima verosimilitud de ybajo el modelo con

estructura dependiente es

75 = (= p)A() 83,/ ;
donde A(f) es el méximo de la funcion f*(1) = 17 f(1/2) y que corresponde
a una constante de cada ley eliptica.

La funcion de verosimilitud de una muestra proveniente de una poblacion eliptica

bajo el modelo D puede expresarse

(n-p)/2 —
) (R de)

Al ser f una funcion monétona entonces L(,y,X) como funcion de g alcanza su

LBy, X) =<

méximo en B; = f3; con lo cual la verosimilitud se reduce a

(n-p)/2 a2\ (D)2 o\ A2
W) = () (m) / (ﬂ)
P)%, Bi v? Bi v?
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_ ( 1 >(np)/2 . ((n — p)f?;i)
(n—p)B;’y? By

_(n-p) (n—p)&f;.
Donde h(x) =1~ 2 f(x)conx = ( GV ‘) yx=>0
iV

Como f es no creciente y continua, entonces el EVM de y viene dado por la
solucion de f'(x) + f(x)((n —p)/2x) = 0 y esta es

75 = —p)A() 65,/ B

- U JyE|
Donde A(f) esel maximode f*(A)) =41~ 2 f (E)

Como un estimador alternativo al de verosimilitud maxima y, se puede proponer
uno de tipo momentos dado por
V5 =/ (n—p) 63/ B
3.20. Caso Modelo con estructura independiente (Modelo I).
Similar al modelo D, un estimador alternativo al de verosimilitud méxima bajo el

modelo | es

7= —p)65/P;

3.21. Distribucion del estimador de méaxima verosimilitud ¥, bajo el modelo

con estructura dependiente.

Dado que el EVM de y bajo el modelo D es yp =+ (n—p)A(f) 6Bi/ﬁl-,

ﬁD = 1/)75
Entonces

P

T = —=p)A(fHip =\/(n—P)£—f;~Gt(n—p.5;f)

Con A(f) el maximo de f* (1) = 472 £ ().

Se sabe que A(f) corresponde a una constante que depende de cada ley eliptica.

En el caso normal N(0,1) A(f)=c?2=1yn = % es el parametro de no centralidad

de la distribucion t generalizada (Gt) no centrada con (n - p) grados de libertad.
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La singularidad de la ley eliptica afecta los grados de libertad de la distribucion de

T, de manera similar al caso de la distribucion G y2.

3.22. Distribucion asintotica del estimador de maxima verosimilitud y; bajo el

modelo con estructura independiente.

En este caso se requiere la existencia de los cuatro primeros momentos de la
distribucion, pues la ley eliptica incide sobre la distribucion asintotica a través del
parametro de curtdsis (k). Ademas la distribucion de este estimador estd
relacionada con el problema de muestras grandes.

Sea X = (X,X3 ...,X,)T una muestra aleatoria de tamafio n, con

Bi~EC, P(B,Z;f) con P, ERP,ZERPPE>0 y rki=r=p<

n, y=05/By n=1/yy 7, =+/(n—p)6z/Bel estimador
de méxima verosimilitud de y bajo el modelo con estructura independiente, el cual
es funcion de B; y 65..
Entonces
Jn—=p(T(6) - 7(0)) = yn —p(T(B: 65) — T(Br.95) )
\/”——P(&Ei/ﬁi —0p,/B;) =n—p@-7)

De Anderson (1993), referente a la distribucion asintética de una matriz de

varianza-covarianza, y como se sabe

N 01 |o¢ 0
Jn=p@-v) >N ([O]. [ N 3k + 2)05*]) =N(0,V)
Note que y = T(6) = T(B;, 03,) = dg,/B; es funcion de B; y aj.. Anélogamente,
el EVM de y, 7; es funcion de B; y 65..
Entonces
Jn=p(1(8) = T(®)) = yn=p(T (81, 63) — T(Bi03) )
m(aﬁi/ﬁi —ag,/Bi) =n—p@ — )

Aplicando el método delta (Rao, 1965), se tiene que
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500w (0. (B2 () )

Donde

_ <8T(Bi,0§i) BT(ﬁi,af;l,)> v <ar(ﬁi,a§i) aT(ﬁi,a,%i)>T

aﬁi aazﬁi aﬁi aazﬁi

=C0)/2 (4coy2:3k+2)
_ V=p¥1-v)
Z= \/COV:(4IZO]]//12::](+2) - N(O'l)’

Para demostrar (Anderson, 1993).

3.23. Distribucion asintdtica de la media muestral y de la matriz de varianza-

covarianza (Anderson, 1993).

. . . . 1
Se define la matriz de varianza-covarianza muestral como S = ;A donde n =

N —1 el nimero de grados de libertad. Entonces, la media y la matriz de
varianza-covarianza muestral se son estimadores insesgados de la media y de la
matriz de varianza-covarianza del modelo:

E(X)=u, E(S)=2%

Por la ley de los grandes numeros son estimadores consistentes dado que N —
0, x 5 w S 5.
Las covarianzas de ¥ y S son: Cov(x) = %Z VE(Sij—0)(x—w) =0
k 1
Cov(Sj, Sk = N(Uijﬂkz + 0y 0y + 0y o) + - (oikj1 + 04,04k )
Entonces como N — oo
k 1
Cov(Sij,Si) = N(Uijﬁkl + 005, + 030, ) + - (oik0j1 + 0,10jk)

nCov (S, Si) = (1 + k) (o0 + 0y05) + kayjop

Aqui es conveniente usar algebra matricial.
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3.24. Distribucion asintdtica de la media muestral y de la matriz de varianza-
covarianza (Anderson, 1993).

Se define vecB, B @ C (el producto Kronecker) y K,,, (la matriz conmutador)

por
by
b,
vecB = vec(by, ...,b,) = |,
by,
an blnC
byniC -+ bpnC

K,n = vecB = vecB’

Se puede escribir nCov(S;;, Si;) como

ijr
nCov(vecS) = E(vecS — vecX)(vecS — vecX)
= (k+ D (2 + kpp)(E @ X) + kvecE (vecX)’

Entonces

”[ A N[(O)'@ (k+1)(1,2 + k )(2?2)2) + kvecX( 2)’)]
vecS — veck 0 p? PP vecz(vec

por el Teorema Central de Limite y para vectores aleatorios independientes e
idénticamente distribuidos (con los cuartos momentos finitos) esta afirmacion
constituye la base para la inferencia de muestras grandes.

Se puede escribir nCov(S;;, S;) como

ijs
nCov(vecS) = E(vecS — vecX)(vecS — vecX)
- (k+ 1)(Ip2 + kpp)()? X X) + kvecX (veck)’
(k + 1)([p2 + kpp)(Z ® X) + kvecX (veck)’
=(k + 1)(2)ag + koy
=3k + 2)oy
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3.25. Prueba de hipotesis para n bajo el modelo con estructura dependiente.

Sea X =(X;,X,..,X,)T una muestra aleatoria de tamafio n,
B~EC, (Bu%:f), v =05/Bu n=1/y yip=(—p)bs/Bi el
estimador de méxima verosimilitud de n bajo el modelo con estructura
dependiente.
Entonces a través del estadistico

T = L~Gt(n -0,6;f)

V(n—p) G,

con & = n es el parametro de no centralidad de la distribucion t generalizada (Gt)
no centrada con n — p grados de libertad, se puede contrastar la hipotesis
Hy:y =1 wvs. Hp:y # 1,
(o una alternativa bilateral), para y = 1, mediante la siguiente regla de decision:

Rechace H,, si |t| > t,.

3.26. Prueba de hipotesis para y bajo el modelo con estructura independiente.
Sea X =(X;,X,..,X,)T una muestra aleatoria de tamafio n,
Bi~ECy " (BuSif), vy =0p/Bi Y Ti=+(n—D) 63i/ﬁl-el estimador  de
maxima verosimilitud de y bajo el modelo con estructura independiente. Entonces
sin — oo, a través del estadistico

Z — Vn_p(’VI_y) N N(O,l),

4cqy?+3k+2
Jeor ()

concy =1, k=0, k, =1, se puede contrastar la hipdtesis

Hy:y =1 wvs. Hp:y # 1,
para un y = 1, mediante la siguiente regla de decisién:

Rechace H, si |Z| > Z,.

Resumen del procedimiento de prueba.
Para probar la existencia de relaciones de dependencia lineal entre los predictores

de un modelo de regresion lineal multiple, esto es:
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Ho: ausencia de multicolinealidad de grado

Ha: presencia de multicolinealidad de grado.

Lo que equivale a probar las hipdtesis anteriormente sefialadas

Hy:y =1 wvs. Hp:y # 1.

Se propone un procedimiento que plantea el uso del estadistico

Ty =/(n—p) 6 /Bi;i=s =12,k para probar la hipotesis (Ho: Ausencia
de multicolinealidad de grado), en modelos de regresién lineal maltiple, donde n
representa el tamafio de la muestra, k el nidmero de variables del modelo,

fB;representa el estimador de minimos cuadrados ordinarios y 6ﬁiel error tipico de

la estimacion.
El procedimiento sugiere el calculo de k valores de T, conforme al nimero de

variables del modelo de regresion lineal multiple.

Seguidamente se selecciona el maximo valor T , el cual en el caso de muestras
pequefias, se sabe que el reciproco de este estadistico T; 1, sigue una distribucion t

generalizada (Gt) con n—p grados de libertad y parametro de no centralidad
8 =o0p,/B; . la cual pertenece a la familia de distribuciones de contornos

elipticos.

1
Este valor se contrasta con el valor T (= T
! a/2;6;(n—p)

Decision: Si max|Ts| = Tsasin—py S8 rechaza Ho en favor de Ha, lo que sugiere la

)
presencia de multicolinealidad de grado en el modelo.

Para muestras grandes, estos es, n — oo, la distribucion de Ts es N(0,1), con
_ va=p(55,/Bi-op,/Bi )
s \/COV2<4c0y24+3k+2)

Decisién: Si max|Z,| = Z,, donde Z, es el percentil 1-a de la distribucion N(0,1),

> N(0,1)

se rechaza Ho en favor de Ha, lo que sugiere la presencia de multicolinealidad de

grado en el modelo.
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3.27. Comparacion de la metodologia generada con las empleadas
frecuentemente.

La alternativa metodologica propuesta se confrontd con algunas de las
metodologias descritas, principalmente el VIF y el diagnostico BKW, las cuales,
ademés de ser empleadas frecuentemente en el diagndstico de multicolinealidad
en modelos de regresion lineal maltiple, se constituyen como criterios o reglas

practicas.

3.28. Validacion de la alternativa metodoldgica generada.
La validacion del procedimiento metodoldgico propuesto se realiz6 a través de un
estudio de simulacion, para lo cual se considerd un modelo lineal multiple como
sigue:

Yi = Bo + B1X1i + B2Xoi + B3Xzi + &
donde X5; = k,X,;, k, €sun numero real conocido, con lo cual se establecen las
condiciones necesarias para que el modelo presente multicolinealidad.
Se consideraron cinco tamafios de muestra (n=7, n=10, n=20, n=30, n=50 y
n=100) y cinco (5) distribuciones teoricas (uniforme, exponencial, normal,
lognormal y gamma) para los predictores del modelo.
La simulacién antes descrita se realiz6 bajo dos modelos (errores heterocedasticos
y homocedasticos), para lo cual se utiliz6 el entorno de programacion del
softwareR 3.3.1, considerando mil (1000) simulaciones en cada uno de los casos.
Los resultados producto de la simulacion permitieron calcular las frecuencias
relativas de los estadisticos de prueba y confrontarlos con los cuantiles de la

distribucién.
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CAPITULO 4

Identificacion de variables colineales mediante el estimador del error

cuadratico medio

4.1. Estadistico de prueba propuesto para identificar variables colineales
basado en el error cuadratico medio del estimador de minimos cuadrados

ordinarios.

Se sabe que una de las consecuencias marcadas del fenémeno de la
multicolinealidad sobre los estimadores minimos cuadréaticos ordinarios f; del

modelo de regresion, es la inestabilidad que produce en los mismos, resultando

esto en elevadas varianzas de los estimadores de los coeficientes del modelo.

Se quiere probar que la variable regresora X; es una variable colineal (Ho: X; es
colineal vs. Ha: X; no es colineal), tomando como referencia el error cuadratico
medio (ECM) del estimador de minimos cuadrados ordinarios del modelo de
regresion lineal multiple para la construccién de un procedimiento de prueba de
hipétesis estadistica que permita identificar variables colineales en un modelo de
regresion lineal maltiple. En ese sentido, la idea de usar el error cuadratico medio
(ECM) tiene como fundamento los resultados presentados por Villegas et al.,
(2013), quienes mediante un estudio de simulacion reportan que el ECM del
estimador de minimos cuadrados ordinarios muestra una tendencia a cero (0) en el

caso de las variables colineales.
Definicion 1.

Sea Z una variable aleatoria normal estandar y X una variable aleatoria Chi-

cuadrado con v grados de libertad. Si Z y X son independientes, entonces la
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variable aleatoria T =

\/i_/ tiene una distribucion t de Student con v grados de
Vv

libertad y una funcion de densidad de probabilidad dada por

_ F[(V +1)/ 2] 2 D12
f b S / ’_w wl
(t;v) \/EF(V/Z) [1+(t 2)] <t<oo,v>0 -,
E(t):O;V(t):n—iz

Se sabe que el estimador A, tiene una distribucion normal multivariada de orden

k+1

A

B~ Ny lB:0°0,)i=012,...k (4.1.2)

donde g, representa el i-ésimo elemento de la matriz (X X)™.

Al mismo tiempo, se sabe que la distribucion de 6&_ es una Chi-cuadrado con n —(

k+ 1) grados de libertad.

Prueba.
Utilizando la hipétesis de normalidad se obtiene la siguiente relacidén que permite

conocer la distribucién de 65_
12

Sea
(n-(k+1))6*> ,
2

= Xn-k+
o e (4.1.3)

W

De la distribucion de ,@i , dada en (4.1.2), se deduce lo siguiente:

fi~ New (B 1070, )= PP - NO:1) 1201, (4.1.4)
0+/0;i
Como o2 se desconoce, se sustituye por un estimador &2, lo que permite obtener

el siguiente estadistico:



49

De la definicion dada en (4.1.3) se sabe que 6/% se distribuye como una Chi-

cuadrado con n-(k+1) grados de libertad, entonces, se tiene:
_(n—(k+2)5* _
- 2

n-(k+1)

o _ (4.1.5)

w

De igual forma, de la definicion dada en (4.1.4), se tiene que la distribucion de ﬁ’i

es una normal como sigue a continuacién

; 5. o BB :
<Ny l8 0%, )= 22 < N@©:1) i =0,1,....k 1.
ﬁl (k+l)(ﬂ| o QH):> O'\/q_“ ( ) | (4 1 6)
B~ Ny Biio%0 )= 2 _Ph Noyi=ol,.k (4.1.7)
04/ Qi

Se tiene que, el método de minimos cuadrados ordinarios (MCO) plantea que los

parametros del modelo pueden ser estimados minimizando la suma de los errores
al cuadrado (Sg(B)), la que en términos matriciales equivale a: Sg(B) =

n 0% =100, donde & =Y — XB. En ese caso, el problema de minimizar la
suma de los errores al cuadrado se expresa de la manera siguiente:

mﬁin Sg(B) = mﬁin[(Y - Xp) (Y - xp)]

= %nin[y'y —2B°XY + B XXP]

3Sg(f R
Egﬁ) = 2XY+2XXB =0
)
= =XX)XY (4.1.8)
De (4.1.8) se tiene:
X(Y-XB)=0=>X4=0 (4.1.9)

De alli que (4.1.9) es la condicion de ortogonalidad.

De esta manera, el vector de parametros estimados £ se obtiene al resolver el

siguiente sistema de ecuaciones normales:
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XXB=XY

Se sabe que, el vector £ es un vector aleatorio, ya que depende del vector de

errores:

f=XX)TXY=XX)TXXB+uw=F+XX)'Xu
(1.10)

E(B) = E(B) + E[(X'X)™'Xu]
=B+ X X)'XE(u)
>EPB)=p (4.1.10)
De (4.1.10) queda demostrado que, el estimador MCO es insesgado.
De (4.1.10) se puede definir el error de estimacion o sesgo como:
f—B=XX)""Xu
Ahora, se puede calcular la varianza de f3:
var(B) = E (8- £(8)) - (B - £(8)) ]
=E[(F-8)-(B-5)]
= E[(X'X) ' X uw X (X'X)"1]
= (X'X)"'XE@u)X(X'X)"?
= (X'X)" X (6?2 L)X (X' X)™!
= o2(X'X)™! (4.1.11)

Para poder estimar la varianza de 8 es necesario reemplazar o2 en (4.1.11) por su

estimador insesgado.

El error cuadratico medio (ECM) es una propiedad de los estimadores que mezcla

los conceptos de eficiencia e insesgamiento. EI ECM de S se define como:
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ECM(B) = E[(B - B)?]

Lo que se puede expresar de forma equivalente como sigue:

ECM(B) =Var(p) + [Sesgo(,[?)]2 (4.1.12)
ECM(B;) de f esigual a la varianza del estimador 3.

De lo antes mencionado, se tiene que, para estimadores insesgados de regresion,

como es el caso de los estimadores de minimos cuadrados ordinarios f3:
ECM(B) =Var(B) (4.1.13)

Nota: se usard la notacion ECM(f;) en lugar de ECM(p,), dado que el

*

procedimiento plantea el uso de variables estandarizadas Y;" y X;;, como se detalla

maés adelante.

Partiendo de (4.1.13) y (4.1.5) se propone el siguiente estadistico:

Weempy = [n = (k + DIECM(B;) = [n — (k + DIVar(8;) ~ Xa n-esn)
(4.1.14)

el cual, de lo planteado en (4.1.14) sigue una distribuciéon Chi-cuadrado con n-
(k+1) grados de libertad.

4.2. Procedimiento de prueba para identificar variables colineales.

Se sabe que, las unidades con que se expresan las variables independientes
(regresoras) y la variable dependiente (respuesta) en un modelo lineal influyen en
la interpretacion de los coeficientes de regresion, en términos del valor del
coeficiente y su error estandar. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que, la
transformacion de una escala de las variables del modelo a otra escala no afecta
las propiedades de los estimadores de minimos cuadrados ordinarios (Gujarati y
Porter, 2010). En tal sentido, para el desarrollo del presente método, se considera

en primera instancia emplear transformaciones logaritmicas sobre las variables del
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modelo; log(Y;) y log(X;), dado los resultados obtenidos que se derivan del
estudio de simulacion de Monte Carlo como se detalla més adelante, y luego
transformarlas en variables estandarizadas, para evitar principalmente los efectos
adversos que puedan reflejarse en las varianzas de los estimadores como resultado

de las unidades en las que se expresan las variables originales del modelo.
Asi, en la regresion de Y; y Xia, Xiz...,Xip, Si se redefinen como:

o _ log(¥D-log (") .« _ log(Xy)-log(®) . _

i log (Sy) U log(Sx) '
Donde Y es la media muestral de Y; , Sy es la desviacion estandar muestral de Y;,
X es la media muestral de Xj; y Sy la desviacion estandar muestral de X;; las
variables Y y X;; se denominan variables estandarizadas. Una propiedad
interesante de una variable estandarizada es que el valor de su media siempre es

cero y el de su desviacion estandar siempre es uno.

Como resultado, no importa en qué unidades se expresen las variables del modelo
(Yi y Xij). En consecuencia, en lugar de llevar a cabo la regresion multiple:

Yi = b1+ BoXip + B3 Xiz + -+ BpXip + &

se puede realizar la regresion sobre las variables estandarizadas de la manera

siguiente:
Vi =B+ BiXiy + BiXis + o+ fpXiy + &
= BoXip + B3Xiz + o+ BpXyy + &7,

Pues resulta sencillo demostrar que, en la regresion que involucra a la variable
respuesta estandarizada Y;" y a las variables regresoras estandarizadas X;;, el
término del intercepto siempre es cero. Los coeficientes de regresion de las
variables regresoras estandarizadas, denotados por [, se conocen en la

bibliografia como los coeficientes beta.
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Para probar que la variable regresora X; es una variable colineal (Ho: X; es
colineal vs. Ha: X; no es colineal), se propone un procedimiento que plantea el uso

del error cuadratico medio (ECM(ﬁ’;)) del estimador de minimos cuadrados

ordinarios del modelo de regresion lineal multiple estandarizado, como un

*

estadistico denominado ecm(p)

el cual, de lo planteado en (1.33) y por lo
sefialado en (1.34) sigue una distribucion Chi-cuadrado con n-(k+1) grados de
libertad, donde n representa el tamafio de la muestra, k el nimero de pardmetros

del modelo.

*

El procedimiento sugiere el calculo del estadistico W), €l cual representa el

error cuadratico medio (ECM(B;)) del estimador de parametros del modelo de

regresion estandarizado, que en el caso de estimadores insesgados como lo son los
estimadores de minimos cuadrados ordinarios es igual a la varianza del estimador

de los k pardmetros estimados del modelo.
Woempy = [n— (k + DIECM(By) = [n — (k + DIVar(By) ~ X&. n-k+1

Seguidamente se contrastan los k valores estimados del estadistico de prueba

* 2
Weempycon el valor xg. . +1))-

*

i 10 - 1 2 | — cee
Decision: Si Wepy < Xa(n-e+n))y L= 1,---, k se rechaza Ho en favor de Ha,
lo que sugiere que la variable X;es colineal.
Note que se calcula el estadistico solo para los coeficientes de las variables

regresoras estandarizadas (B, ..., By)-
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4.3. Validacién de la alternativa metodoldgica propuesta para identificar

variables colineales.

La validacion del procedimiento metodoldgico propuesto se realizo a través de un
estudio de simulacion de Monte Carlo, para lo cual se considerard un modelo

lineal maltiple como sigue:
Y =B+ B Xy + Bo Xy + Bs Xy + &

donde X5; = k,X,;, k, €s un numero real conocido, con lo cual se establecen las
condiciones necesarias para que el modelo presente multicolinealidad. Asi mismo,
se consideraron cuatro (4) tamafios de muestra (n=10, n=20, n=30, n=50 y
n=100) y cinco (5) distribuciones teoricas (uniforme, exponencial, normal,
lognormal y gamma) para los regresores del modelo. La simulacion antes descrita
se realiz6 mediante el uso de algoritmos bajo el entorno de programacion R 3.3.1,
considerando mil simulaciones en cada uno de los casos. En tal sentido, los
resultados producto de la simulacion permitieron calcular las frecuencias relativas

del estadistico de prueba.

4.4. Aplicacion de la metodologia propuesta para identificar variables

colineales.

El procedimiento propuesto se ilustr6 mediante la aplicacion del mismo a un

conjunto de datos reales proveniente de ensayos en ciencias agricolas.
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CAPITULO 5

Diagnostico de Multicolinealidad en un modelo de regresion lineal multiple.

5.1. Los Datos.

Para validar los procedimientos metodoldgicos propuestos para el diagndstico de
multicolinealidad en modelos lineales, se realiz6 un estudio de simulacion con un

modelo lineal multiple como sigue:
Y =B+ B Xy + B Xy + Ba Xy + &

Donde X5; = k,X,;, k, €s un nimero real conocido, con lo cual se establecen las
condiciones necesarias para que el modelo presente multicolinealidad. Asi mismo,
se consideraron cinco (5) tamafios de muestra (n=7, n=10, n=20, n=30, n=50 y
n=100) y cinco (5) distribuciones tedricas de X;; y X,; (uniforme, exponencial,
normal, log-normal y gamma) para los predictores del modelo. De igual forma, la
simulacion antes descrita se realizd considerando dos modelos (errores
heterocedasticos y homocedasticos), para lo cual se utilizé el entorno de
programacion del software R 3.3.1, considerando mil (1000) simulaciones en cada
uno de los casos. Los resultados producto de la simulacion permitieron calcular
las frecuencias relativas de los estadisticos de prueba y confrontarlos con los
cuantiles de la distribucién. De igual manera, se utilizaron dos grupos de datos
reales; el primero correspondiente a un experimento realizado con el cultivo de
maiz donde X; (Distancia entre hileras), X, (Nimero de mazorcas por m?), Xs
(NUmero de granos por mazorca) y Y (Rendimiento granos en Ton/ha), donde
n=20 (Chacin, 2000). El segundo grupo de datos corresponde a un experimento
realizado con el pasto Brachiaria brizantha cv. Toledo bajo fertilizacion
nitrogenada (30 kg nitrogeno/ha) y 21 dias de corte. Las variables fueron X; (largo
de la hoja), X, (ancho de la hoja), X3 (altura de la planta) e Y (area foliar), donde
n=50
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5.2. Resultados del diagndstico de multicolinealidad mediante un estadistico
basado en distribuciones de contorno eliptico con base en un estudio de

simulacion con un modelo lineal.

En el Cuadro 1 se muestran las frecuencias relativas de los estadisticos de prueba
T, y Zs basados en distribuciones de contorno eliptico para diagnosticar
multicolinealidad en un modelo lineal con errores heterocedasticos, tres variables
regresoras y una combinacion lineal X;; = k,X,;, k, = 1/4. Las frecuencias
relativas de los estadisticos fueron comparados con los correspondientes cuantiles
de la distribucién 90%, 95% y 99% y los tamafios de muestra simulados fueron
n=7, 20, 30, 50 y 100. Asi mismo, fueron utilizadas cinco distribuciones teoricas

para generar Xi;i y Xpi, uniforme, normal, log-normal, exponencial y gamma.

El estudio de simulacion mostro que la distribucion del estadistico T, se aproxima
bien para tamafios de muestra n < 20 cuando se consideran las distribuciones
exponencial y gamma y para tamafios de muestra n < 10 en el caso de la
distribucion uniforme, mientras que la prueba basada en el estadistico Z, conduce
a decisiones mas liberales. Por otro lado, cuando se consideran la distribucion
normal y log-normal la distribucion del estadistico Z, se aproxima bien para
tamafios de muestra n > 20. Asi mismo, para la distribucion uniforme este
estadistico se aproxima bien para tamafios de muestra n > 30, mientras que para la
distribucion exponencial se requieren tamafios de muestra n=100 y para la
distribucion gamma n > 50, mientras que la prueba basada en el estadistico T
conduce a decisiones mas liberales. En lineas generales se puede decir que los
resultados de esta prueba estan condicionados por la distribucidn Xy;y Xz y por el
tamario de muestra. Estos resultados verifican lo sefialado por Fan (1984), quien
demuestra que la distribucion t generalizada no centrada y la normal dependen de
la ley eliptica particular bajo la cual fueron obtenidas y con lo planteado por Leiva
y Diaz (2001) quienes sugieren el efecto del tamafio de muestra sobre la
distribucion del estimador del coeficiente de variacion.
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Cuadro 1. Cuantiles aproximados de pruebas basadas en distribuciones de

contornos elipticos para el diagndstico de multicolinealidad en un modelo lineal

con errores heterocedasticos, tres variables regresoras y una combinacion lineal
X3 = koXoy, ky = 1/4.

Cuantil de Uniforme Normal Log-Normal  Exponencial Gamma
distribucion T, Zg T, Zg T, Zg T, Zs T, Zg

0,99 0,994 0,082 0,828 0,001 0,847 0,001 0,991 0,159 0,992 0,124

7 0,95 0,935 0,088 0,417 0,000 0,443 0,001 0,938 0,176 0,955 0,144
0,90 0,876 0,100 0,244 0,005 0,276 0,005 0,893 0,222 0,910 0,148

0,99 0,948 0,050 0,113 0,000 0,120 0,000 0,962 0,165 0,968 0,121

10 0,95 0,842 0,058 0,017 0,000 0,032 0,000 0,906 0,228 0,900 0,134
0,90 0,739 0,047 0,010 0,000 0,019 0,000 0,882 0,250 0,851 0,172

0,99 0,623 0,004 0,000 0,000 0,000 0,000 0,951 0,171 0,895 0,048

20 0,95 0,338 0,152 0,000 0,999 0,000 0,999 0,884 0,206 0,746 0,096
0,90 0,258 0,615 0,000 0,999 0,000 0,999 0,849 0,309 0,585 0,311

0,99 0,234 0,346 0,000 0,999 0,000 0,999 0,936 0,123 0,720 0,073

30 0,95 0,079 0,930 0,000 0,999 0,000 0,999 0,824 0,321 0,455 0,589
0,90 0,035 0,974 0,000 0,999 0,000 0,999 0,762 0,486 0,355 0,737

0,99 0,012 0,999 0,000 0,999 0,000 0,999 0,848 0,465 0,289 0,880

50 0,95 0,003 0,999 0,000 0,999 0,000 0,999 0,653 0,715 0,110 0,966
0,90 0,000 0,999 0,000 0,999 0,000 0,999 0,518 0,779 0,087 0,975

0,99 0,000 0,999 0,000 0,999 0,000 0,999 0,438 0,949 0,005 0,999

100 0,95 0,000 0,999 0,000 0,999 0,000 0,999 0,238 0,957 0,003 0,999
0,90 0,000 0,999 0,000 0,999 0,000 0,999 0,171 0,968 0,003 0,999

Anélogamente, en el Cuadro 2 se muestran las frecuencias relativas de los

estadisticos de prueba T, y Z, para diagnosticar multicolinealidad en un modelo

lineal con errores homocedasticos, tres variables regresoras y una combinacion

lineal X;; = k,X,;, k, = 1/4. La simulacion mostré que la distribucion del

estadistico Ty se aproxima bien para tamafios de muestra n < 10 cuando se

considera la distribucion uniforme y gamma y para tamafios de muestra n < 20

en el caso de una distribucion exponencial, mientras que la prueba basada en el
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estadistico Z; conduce a decisiones mas liberales. Por otro lado, cuando se
consideran la distribucion normal y log-normal la distribucion del estadistico Z;
se aproxima bien para tamafios de muestra n > 20. Asi mismo, para la distribucion
uniforme este estadistico se aproxima bien para tamafios de muestra n > 50,
mientras que para la distribucion exponencial se requieren tamarios de muestra n >
50 y para la distribucién gamma n = 50, mientras que la prueba basada en el
estadistico T, conduce a decisiones mas liberales. Al igual que en el caso del
modelo lineal con errores heteroscedasticos, los resultados de esta prueba estan
condicionados por la distribucion Xi; y Xz y por el tamafio de muestra, es decir,

por la ley eliptica de la cual son obtenidas.
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Cuadro 2. Cuantiles aproximados de pruebas basadas en distribuciones de
contornos elipticos para el diagnéstico de multicolinealidad en un modelo lineal
con errores homocedasticos, tres variables regresoras y una combinacion lineal
X3 = ko Xy, ky = 1/4.

Cuantil de Uniforme Normal Log-Normal  Exponencial Gamma
distribucion T, Zs T, Z T, Z T Z T Zg

0,99 0,994 0,102 0,841 0,001 0,820 0,001 0,996 0,142 0,991 0,099

7 0,95 0,957 0,125 0,433 0,002 0,400 0,001 0,940 0,177 0,953 0,133
0,90 0,914 0,135 0,241 0,006 0,208 0,000 0,907 0,186 0,882 0,113

0,99 0,968 0,077 0,133 0,000 0,109 0,000 0,968 0,171 0,969 0,086

10 0,95 0,896 0,105 0,028 0,001 0,020 0,000 0,920 0,191 0,855 0,102
0,90 0,820 0,124 0,022 0,001 0,011 0,000 0,885 0,199 0,808 0,109

0,99 0,842 0,018 0,000 0,000 0,000 0,000 0,947 0,111 0,753 0,015

20 0,95 0,618 0,090 0,000 0,999 0,000 0,999 0,846 0,156 0,521 0,131
0,90 0,495 0,351 0,000 0,999 0,000 0,999 0,777 0,267 0,435 0,433

0,99 0,587 0,083 0,000 0,999 0,000 0,999 0,877 0,074 0,487 0,185

30 0,95 0,364 0,707 0,000 0,999 0,000 0,999 0,714 0,382 0,276 0,777
0,90 0,256 0,850 0,000 0,999 0,000 0,999 0,616 0,544 0,177 0,894

0,99 0,224 0,922 0,000 0,999 0,000 0,999 0,640 0,658 0,091 0,973

50 0,95 0,087 0,973 0,000 0,999 0,000 0,999 0,399 0,839 0,017 0,998
0,90 0,046 0,984 0,000 0,999 0,000 0,999 0,301 0,891 0,014 0,996

0,99 0,004 0,999 0,000 0,999 0,000 0,999 0,121 0,996 0,000 0,999

100 0,95 0,001 0,999 0,000 0,999 0,000 0,999 0,046 0,997 0,000 0,999
0,90 0,000 0,999 0,000 0,999 0,000 0,999 0,023 0,996 0,000 0,999

Por otro lado, en el Cuadro 3 se muestran las frecuencias relativas de los
estadisticos de prueba T, y Z, para diagnosticar multicolinealidad en un modelo
lineal con errores heterocedasticos, tres variables regresoras y una combinacion
lineal X;; = k,X,;, k, =2. En este caso, se incrementd el grado de
multicolinealidad representado en la constante k, = 2. La simulacién mostré que
la distribucion del estadistico T, se aproxima bien para tamafios de muestra n < 10

cuando se considera la distribucion uniforme y gamma y para tamafos de
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muestra n <30 en el caso de una distribucion exponencial, mientras que la prueba
basada en el estadistico Z; conduce a decisiones mas liberales. Por otro lado,
cuando se consideran la distribucion normal y log-normal la distribucion del
estadistico Z; se aproxima bien para tamafios de muestra n > 30. Asi mismo, para
la distribucion uniforme este estadistico se aproxima bien para tamafios de
muestra n > 50, mientras que para la distribucion exponencial se requieren
tamafios de muestra n = 100 y para la distribucion gamma tamafios de muestra n
> 50, mientras que la prueba basada en el estadistico T, conduce a decisiones mas
liberales. Al igual que en el caso del modelo lineal con errores heteroscedasticos y
una combinacion lineal X;; = k,X,;, k, = 1/4, los resultados de esta prueba
estan condicionados por la distribucion Xi; y Xz y por el tamafio de muestra, es

decir, por la ley eliptica de la cual son obtenidas.
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Cuadro 3. Cuantiles aproximados de pruebas basadas en distribuciones de
contornos elipticos para el diagnéstico de multicolinealidad en un modelo lineal
con errores heterocedasticos, tres variables regresoras y una combinacion lineal
X3 = ko Xy, ky = 2.

Cuantil de Uniforme Normal Log-Normal  Exponencial Gamma
distribucion T, Zs T, Z T, Z T Z T Zg

0,99 0,998 0,089 0,960 0,009 0,975 0,017 0,990 0,157 0,992 0,121

7 0,95 0,952 0,102 0,799 0,016 0,798 0,012 0,936 0,179 0,935 0,122
0,90 0,892 0,112 0,619 0,019 0,620 0,019 0,891 0,196 0,924 0,169

0,99 0,956 0,056 0,644 0,003 0,597 0,004 0,962 0,186 0,966 0,113

10 0,95 0,854 0,074 0,338 0,005 0,318 0,005 0,932 0,218 0,895 0,148
0,90 0,787 0,075 0,209 0,010 0,191 0,003 0,878 0,217 0,854 0,185

0,99 0,719 0,008 0,045 0,000 0,030 0,000 0,960 0,174 0,895 0,049

20 0,95 0,454 0,114 0,013 0,867 0,010 0,890 0,887 0,220 0,751 0,082
0,90 0,317 0,459 0,004 0,987 0,003 0991 0,832 0,285 0,629 0,301

0,99 0,328 0,215 0,002 0,981 0,001 0,987 0,941 0,139 0,718 0,075

30 0,95 0,149 0,879 0,000 0,999 0,001 0,999 0,838 0,311 0,501 0,534
0,90 0,079 0,955 0,000 0,999 0,000 0,999 0,745 0,490 0,369 0,743

0,99 0,036 0,994 0,000 0,999 0,000 0,999 0,834 0,396 0,338 0,867

50 0,95 0,010 0,999 0,000 0,999 0,000 0,999 0,646 0,668 0,177 0,949
0,90 0,001 0,998 0,000 0,999 0,000 0,999 0,559 0,752 0,101 0,964

0,99 0,000 0,999 0,000 0,999 0,000 0,999 0,450 0,925 0,023 0,998

100 0,95 0,000 0,999 0,000 0,999 0,000 0,999 0,247 0,953 0,004 0,999
0,90 0,000 0,999 0,000 0,999 0,000 0,999 0,171 0,970 0,002 0,999

Anélogamente, en el Cuadro 4 se muestran las frecuencias relativas de los
estadisticos de prueba T, y Z, para diagnosticar multicolinealidad en un modelo
lineal con errores homocedasticos, tres variables regresoras y una combinacion
lineal Xj;; = k,X5;, k, = 2. La simulaciébn mostro que la distribucion del
estadistico Ty se aproxima bien para tamafios de muestra n < 10 cuando se
considera la distribucion uniforme y gamma y para tamafios de muestra n < 20

en el caso de una distribucion exponencial, mientras que la prueba basada en el
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estadistico Z; conduce a decisiones mas liberales. Por otro lado, cuando se
consideran la distribucion normal y log-normal la distribucion del estadistico Z;
se aproxima bien para tamafios de muestra n > 20. Asi mismo, para la distribucion
uniforme este estadistico se aproxima bien para tamafios de muestra n > 50,
mientras que para la distribucidén exponencial se requieren tamafios de muestra n
= 100 y para la distribucién gamma tamafios de muestra n > 50, mientras que la
prueba basada en el estadistico T, conduce a decisiones mas liberales. Al igual que
en el caso del modelo lineal con errores heteroscedasticos y una combinacion
lineal X5; = k,X,;, k, = 2, los resultados de esta prueba estan condicionados por
la distribucién Xi;y Xz y por el tamafio de muestra, es decir, por la ley eliptica de
la cual son obtenidas.



63

Cuadro 4. Cuantiles aproximados de pruebas basadas en distribuciones de
contornos elipticos para el diagnéstico de multicolinealidad en un modelo lineal
con errores homocedasticos, tres variables regresoras y una combinacion lineal
X3 = ko Xy, ky = 2.

Cuantil de Uniforme Normal Log-Normal  Exponencial Gamma

distribucion T, Zs T, Z T, Z T Z T Zg

10

20

30

50

100

0,99 0,993 0,116 0,956 0,010 0,953 0,010 0,986 0,128 0,993 0,099
0,95 0,961 0,142 0,795 0,023 0,767 0,013 0,946 0,185 0,956 0,143
0,90 0,899 0,147 0,622 0,024 0,603 0,016 0,906 0,189 0,911 0,133

0,99 0,965 0,086 0,635 0,003 0,611 0,003 0,964 0,174 0,978 0,090
0,95 0,902 0,104 0,348 0,009 0,290 0,005 0,925 0,179 0,879 0,107
0,90 0,822 0,123 0,248 0,010 0,193 0,006 0,884 0,229 0,802 0,131

0,99 0,836 0,026 0,053 0,000 0,042 0,000 0,957 0,111 0,837 0,021
0,95 0,628 0,091 0,013 0,879 0,007 0,876 0,877 0,178 0,630 0,089
0,90 0,563 0,323 0,002 0,987 0,005 0,986 0,797 0,274 0,492 0,379

0,99 0,646 0,080 0,001 0,976 0,000 0975 0,888 0,081 0,527 0,144
0,95 0,441 0,630 0,000 0,999 0,001 0999 0,739 0,389 0,331 0,735
0,90 0,312 0,802 0,000 0,999 0,001 0,999 0,632 0,545 0,221 0,872

0,99 0,302 0,883 0,000 0,999 0,000 0,999 0,639 0,647 0,111 0,972
0,95 0,131 0,966 0,000 0,999 0,000 0,999 0,447 0,816 0,044 0,996
0,90 0,063 0,983 0,000 0,999 0,000 0,999 0,286 0,876 0,029 0,998

0,99 0,013 0,999 0,000 0,999 0,000 0,999 0,126 0,991 0,002 0,999
0,95 0,003 0,999 0,000 0,999 0,000 0,999 0,047 0,997 0,000 0,999
0,90 0,001 0,999 0,000 0,999 0,000 0,999 0,010 0,994 0,000 0,999
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5.3. Resultados del diagndstico de multicolinealidad mediante un estadistico
basado en el error cuadratico medio del estimador de minimos cuadrados
ordinarios para identificar variables colineales con base en un estudio de

simulacion.

En los Cuadros 5 y 6 se muestran las frecuencias relativas del estadistico de

prueba basado en el error cuadratico medio del estimador de minimos cuadrados

*

ordinarios Wy,

para identificar variables colineales en un modelo lineal con

errores heterocedasticos y homocedasticos, respectivamente, tres variables
regresoras y una combinacion lineal X;; = k,X,;, k, = 1/4. Las frecuencias
relativas del estadistico fueron comparados con los correspondientes cuantiles de
la distribucién 90%, 95% y 99% Yy los tamarfios de muestra simulados fueron n=7,
20, 30, 50 y 100. Asi mismo, fueron utilizadas cinco distribuciones teoricas para

generar Xi; ¥ Xzi, uniforme, normal, log-normal, exponencial y gamma.

El estudio de simulacion mostro que el estadistico de prueba W, esta

condicionado por la distribucion tedrica de los regresores, quedando en evidencia
que, la forma y la simetria de la distribucién producen resultados distintos que se
reflejan en la frecuencia relativa de este estadistico. De alli que, cuando se
considera una distribucion simétrica y rectangular, como es el caso de la
distribucion uniforme U(a,b), en los dos modelos (errores homocedasticos y
heterocedasticos), en la medida en que se incrementa el tamafio de muestra, la

prueba basada en el estadistico W, conduce a decisiones mas liberales,

especificamente para valores de n > 20. En el caso de la distribucién normal, que
al igual que la distribucion uniforme, es también simétrica pero campaniforme o
de contorno, la prueba se muestra mas liberal, es decir, no se aproxima a la
distribucion en todo el dominio muestral (7 < n <100) en ambos escenarios de los
errores (homocedasticos y heterocedasticos). De igual manera, para el caso de
distribuciones asimétricas, como lo son la exponencial y gamma, considerando

errores heterocedasticos y homocedasticos, la distribucion del estadistico de
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prueba se aproxima bien y mejora conforme se incrementa el tamafio de muestra
en el intervalo 7 < n < 20, sin embargo, esta prueba muestra una tendencia a ser
mas liberal conforme n—o0. No obstante, las frecuencias relativas del estadistico
de prueba en el caso de la distribucion exponencial superan a las estimadas en la
distribucion gamma. Esto se explica dada la relacion que existe entre ambas
distribuciones, es decir, se sabe que la distribucion exponencial es un caso
especial de la distribucion gamma, dado que cuando en la distribucion gamma, el
parametro k=1, se tiene la distribucién exponencial. Note que en la distribucion
gamma, el parametro k € N. Finalmente, en el caso del modelo con errores
heterocedasticos, la distribucion log-normal, que al igual que las distribuciones
exponencial y gamma, esta también es asimétrica, se observa un comportamiento
distinto al resto de las distribuciones consideradas en este estudio, incluyendo al
de la normal. Esto se evidencia en el hecho de que, las frecuencias relativas del
estadistico de prueba se incrementan conforme n—oo en comparacion con las otras
distribuciones (uniforme, normal, exponencial y gamma), es decir, converge

asintéticamente a la distribucién y el estadistico se aproxima bien cuando n > 50.

Estos resultados observados en el caso de la distribucion log-normal estan
relacionados directamente con las propiedades de esta distribucién, especialmente
cuando se sabe que si X~N(u,02) - eX~Log — N(u,c?), de ahi que, el hecho
de usar distribuciones basadas en logaritmos, como es el caso de la log-normal,
esto hace que con frecuencia se estabilicen las varianzas de los estimadores y se
mantenga la propiedad de consistencia de los mismos. Asi pues, es importante
sefialar que, la heterocedasticidad no afecta las propiedades de insesgamiento y de
consistencia de los estimadores de MCO, sin embargo, dejan de tener varianza
minima, es decir, pierden la propiedad de eficiencia (Gujarati y Porter, 2010). En

ese sentido, el estadistico de prueba We,,,, propuesto en este trabajo verifica la
propiedad de consistencia cuando las variables X;; de un modelo lineal con errores

heterocedasticos y una combinacion lineal X;; = k,X,;, k, = 1/4 siguen una
distribucion lognormal, dado que este converge asintéticamente a la distribucion

cuando n—o0.
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Cuadro 5. Cuantiles aproximados de pruebas basadas en el error cuadratico medio
del estimador de minimos cuadrados ordinarios W, ,, para identificar variables
colineales en un modelo lineal con errores heterocedasticos, tres variables

regresoras y una combinacion lineal Xs; = k,X5;, k, = 1/4.

C_:ua_ntll de Uniforme Normal Log-Normal Exponencial Gamma
distribucion
0,99 0,416 0,003 0,000 0,617 0,507
7 0,95 0,646 0,004 0,000 0,784 0,736
0,90 0,733 0,016 0,004 0,820 0,779
0,99 0,747 0,002 0,000 0,911 0,862
10 0,95 0,745 0,003 0,000 0,899 0,831
0,90 0,597 0,010 0,003 0,829 0,722
0,99 0,704 0,001 0,000 0,936 0,808
20 0,95 0,373 0,002 0,002 0,768 0,543
0,90 0,178 0,000 0,127 0,598 0,371
0,99 0,437 0,000 0,000 0,839 0,641
30 0,95 0,108 0,000 0,106 0,574 0,285
0,90 0,030 0,000 0,748 0,404 0,145
0,99 0,059 0,000 0,022 0,643 0,270
50 0,95 0,007 0,000 0,914 0,319 0,053
0,90 0,000 0,000 0,862 0,182 0,022
0,99 0,000 0,000 0,986 0,187 0,010
100 0,95 0,000 0,000 0,850 0,038 0,000

0,90 0,000 0,000 0,552 0,015 0,000
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Cuadro 6. Cuantiles aproximados de pruebas basadas en el error cuadratico medio
del estimador de minimos cuadrados ordinarios W, para identificar variables
colineales en un modelo lineal con errores homocedasticos, tres variables

regresoras y una combinacion lineal Xs; = k,X5;, k, = 1/4.

C_:ua_ntll de Uniforme Normal Log-Normal Exponencial Gamma
distribucion

0,99 0,449 0,005 0,001 0,580 0,432

7 0,95 0,695 0,011 0,000 0,789 0,677
0,90 0,726 0,015 0,000 0,823 0,728

0,99 0,813 0,002 0,000 0,903 0,816

10 0,95 0,761 0,002 0,000 0,878 0,829
0,90 0,588 0,008 0,001 0,801 0,755

0,99 0,663 0,000 0,000 0,938 0,825

20 0,95 0,320 0,001 0,000 0,747 0,569
0,90 0,132 0,000 0,046 0,588 0,391

0,99 0,372 0,000 0,000 0,837 0,668

30 0,95 0,062 0,000 0,029 0,589 0,333
0,90 0,020 0,000 0,175 0,398 0,176

0,99 0,051 0,000 0,005 0,640 0,308

50 0,95 0,000 0,000 0,134 0,296 0,086
0,90 0,002 0,000 0,050 0,172 0,025

0,99 0,000 0,000 0,080 0,193 0,013

100 0,95 0,000 0,000 0,017 0,040 0,001
0,90 0,000 0,000 0,001 0,016 0,000

Analogamente, en los Cuadros 7 y 8 se muestran las frecuencias relativas del
estadistico de prueba basado en el error cuadratico medio del estimador de
minimos cuadrados ordinarios We.p,,,, para identificar variables colineales en un
modelo lineal con errores heterocedasticos y homocedasticos, respectivamente,
tres variables regresoras y una combinacion lineal Xs; = k,X,;, k, = 2. En este
caso, se incremento el grado de multicolinealidad representado en la constante
k, = 2.
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Al igual que en el caso de los modelos con errores heterocedasticos y
homocedasticos con la constante k, = 1/4, el estudio de simulacion mostrd que

*

el estadistico de prueba W, esta condicionado por la distribucion tedrica de

los regresores. No obstante, en ambos escenarios de los errores (heterocedasticos
y homocedasticos), cuando se utilizé la distribucion log-normal, se observa un
incremento considerable de las frecuencias relativas del estadistico de prueba
cuando n—oo en comparacion con las observadas cuando se considerd un valor de
la constante k, = 1/4, en ese caso, el estadistico converge asintéticamente a la
distribucion y se aproxima bien en el modelo con errores heterocedasticos cuando

n> 10y en el modelo con errores homocedasticos en el intervalo 10 <n < 50.

Estos resultados observados verifican el efecto del grado de multicolinealidad

*

sobre las frecuencias del estadistico We,p,(,), 10 que demuestra como este

procedimiento de prueba se hace mas robusto conforme se incrementan tanto el
tamafno de muestra como el grado de multicolinealidad en el modelo, lo que se
constituye en una ventaja del mismo, ya que segun lo planteado por Gujarati y
Porter (2010), la multicolinealidad es una cuestion de grado y no de clase, y en
cuyo caso, la distincion importante no es entre presencia 0 ausencia de

multicolinealidad, sino entre sus diferentes grados.
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Cuadro 7. Cuantiles aproximados de pruebas basadas en el error cuadratico medio
del estimador de minimos cuadrados ordinarios W, ,, para identificar variables
colineales en un modelo lineal con errores heterocedasticos, tres variables

regresoras y una combinacion lineal Xs; = k,X5;, k, = 2.

C_:ua_ntll de Uniforme Normal Log-Normal Exponencial Gamma
distribucion
0,99 0,401 0,185 0,223 0,599 0,474
7 0,95 0,640 0,441 0,498 0,761 0,726
0,90 0,769 0,640 0,742 0,841 0,791
0,99 0,799 0,570 0,655 0,916 0,862
10 0,95 0,894 0,853 0,906 0,905 0,891
0,90 0,833 0,851 0,961 0,849 0,793
0,99 0,963 0,958 0,998 0,957 0,905
20 0,95 0,732 0,677 0,999 0,806 0,721
0,90 0,456 0,317 0,999 0,650 0,497
0,99 0,839 0,794 0,999 0,895 0,791
30 0,95 0,398 0,208 0,999 0,650 0,462
0,90 0,144 0,031 0,998 0,461 0,269
0,99 0,432 0,220 0,999 0,684 0,483
50 0,95 0,061 0,002 0,999 0,368 0,137
0,90 0,005 0,000 0,999 0,178 0,038
0,99 0,003 0,000 0,999 0,231 0,046
100 0,95 0,000 0,000 0,999 0,052 0,002

0,90 0,000 0,000 0,999 0,011 0,000
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Cuadro 8. Cuantiles aproximados de pruebas basadas en el error cuadratico medio
del estimador de minimos cuadrados ordinarios W, ,, para identificar variables
colineales en un modelo lineal con errores homocedasticos, tres variables

regresoras y una combinacion lineal Xs; = k,X5;, k, = 2.

C_:ua_ntll de Uniforme Normal Log-Normal Exponencial Gamma
distribucion
0,99 0,419 0,174 0,207 0,537 0,418
7 0,95 0,660 0,429 0,484 0,767 0,682
0,90 0,749 0,598 0,654 0,843 0,795
0,99 0,836 0,537 0,584 0,894 0,831
10 0,95 0,728 0,764 0,855 0,924 0,927
0,90 0,702 0,706 0,894 0,872 0,877
0,99 0,857 0,847 0,967 0,970 0,974
20 0,95 0,502 0,397 0,903 0,860 0,838
0,90 0,269 0,112 0,829 0,702 0,622
0,99 0,594 0,503 0,945 0,927 0,922
30 0,95 0,181 0,054 0,870 0,747 0,659
0,90 0,066 0,000 0,774 0,535 0,414
0,99 0,156 0,027 0,915 0,805 0,737
50 0,95 0,012 0,000 0,773 0,483 0,286
0,90 0,000 0,000 0,596 0,261 0,105
0,99 0,000 0,000 0,781 0,348 0,176
100 0,95 0,000 0,000 0,477 0,092 0,010

0,90 0,000 0,000 0,243 0,021 0,001
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5.4. Resultados del diagnéstico de multicolinealidad con base en ensayos

agricolas (datos reales).

En el Cuadro 9 se muestran los resultados del analisis de regresion lineal multiple
sobre datos reales correspondientes a un experimento realizado con el cultivo de
maiz donde X; (Distancia entre hileras), X, (Nimero de mazorcas por m?), Xs
(NUmero de granos por mazorca) y Y (Rendimiento granos en Ton/ha), donde
n=20. Alli se observa que el modelo presenta un coeficiente de ajuste alto (R?=
0,9544), ademas de un valor del estadistico F del analisis de varianza del modelo
significativo  (p<0,05). Asi mismo, las pruebas de t de student para los
coeficientes 3, y B, significativas (p<0,05); sin embargo la prueba de t de student
para el coeficiente B; resultd no significativa, aun cuando en el analisis de
correlacion lineal mostrado en el Cuadro 10 se evidencia que la asociacién lineal
entre X3 (Numero de granos por mazorca) y Y (Rendimiento granos en Ton/ha) es

significativa (p<0,05).

Del mismo modo, se observan signos negativos de los coeficientes de correlacion,
lo que indica tendencias opuestas entre las variables. En ese sentido, Chacin
(2000) sefiala que el hecho de que la correlacion entre X; (Distancia entre hileras)
y X3 (NUmero de granos por mazorca) sea de signo positivo sugiere que si bien
cuando se aumenta la distancia entre las plantas disminuye el nimero de mazorca
por metro cuadrado (X5), el tamafio o0 peso de mazorcas obtenidas a baja densidad
de siembra (distancia de separacion grande) debe ser mayor, ya que el niamero de
granos por mazorca aumenta cuando la separacion entre las plantas es mayor. Lo
antes sefialado puede estar relacionado con algunas de las consecuencias de la
multicolinealidad explicadas por Gujarati y Porter (2010), entre ellas razones t “no
significativas”, ya que en casos de alta colinealidad los errores estandar estimados
aumentan drasticamente, lo que disminuye los valores t, y por consiguiente, en
tales casos se acepta cada vez con mayor facilidad la hipotesis nula de que el

verdadero valor poblacional relevante es cero, asi como cambios en el signo de los
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coeficientes de correlacion que no explica la verdadera naturaleza de la relacion

lineal entre las variables.

Cuadro 9. Analisis de regresion lineal en un modelo para estimar el rendimiento
correspondiente a un experimento realizado con el cultivo de maiz y un tamafio de

muestra n=20.

Coeficientes ~ Estimado (f;) Error estandar (65,) t P valor

Bo 7,35290 2,977355 2,470 0,02520

B -0,08291 0,010645 -7,789  0,00000

B2 0,25039 0,115596 2,166 0,04580

B3 0,00474 0,003728 1,270 0,22220

Flas16) 1115 0,00000
R? 0,95440

Cuadro 10. Andlisis de correlacion lineal correspondiente a un experimento

realizado con el cultivo de maiz y un tamafio de muestra n=20.

Variables Coeficiente de Pearson (1) T P valor
(Y, X1) -0,9641842 -15,2430 0,0000000
(Y, X,) 0,8684349 7,4313 0,0000006
(Y, X3) -0,8001346 -5,6595 0,0000228
(X1, X5) -0,8156203 -5,9807 0,0000172
(X1, X3) 0,7578859 4,9287 0,0001084
(X5, X3) -0,9685284 -16,509 0,0000000

En el Cuadro 11 se muestran los resultados del diagnéstico de multicolinealidad
en un modelo lineal para estimar el rendimiento correspondiente a un
experimento realizado con el cultivo de maiz. En ese sentido, se observan los
estadisticos de las dos metodologias propuestas en esta investigacion, entre ellos
los basados en distribuciones de contornos elipticos (T, y Z) para diagnosticar
multicolinealidad de grado en el modelo y el basado en el error cuadratico medio

del estimador MCO (W, ¢,,,»)), que permite identificar variables involucradas en
una combinacién lineal en el modelo. Asi mismo, se presentan otras metodologias
utilizadas con frecuencia, como el valor de inflacion de varianza (VIF), ademas

del diagndstico BKW; autovalores (4;), indice de condicion (k) de la matriz X'X y
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proporciones de las varianzas. Los resultados presentados verifican en primera
instancia el efecto del tamafio de muestra sobre los estadisticos de prueba T y Z,
toda vez que los datos se constituyen en una muestra n=20, y en consecuencia el
estudio de simulacion anterior mostro que el estadistico T se aproxima bien para
tamafios de muestra n< 20, mientras que Zg Se aproxima bien para tamafos de
muestra n>20. En ese caso, se observa como el estadistico T es significativo
(p<0,05), mientras que Z, resultd no significativo (p>0,05), por lo que se verificd
el supuesto de multicolinealidad unicamente con base en el estadistico de prueba

T, dado el tamafio de muestra del experimento.

De igual manera se muestran los valores infladores de varianza (VIF), los cuales
dan indicios de multicolinealidad severa, ya que existen algunos VIF mayores a
10 (VIF X,=21,59 y VIF X3=16,98), y segun lo sefialado por Neter et al., (1983),

cualquier valor de un VIF superior a 10 sugiere que es posible que algunos de los
estimadores de minimos cuadrados ordinarios del modelo de regresion (/5;)

asociados con tales valores estén severamente afectados por la multicolinealidad.
Asi mismo, alli se observa un autovalor cercano a cero (A3 = 0,0055), lo cual es
evidencia de multicolinealidad, ya que segun Belsley et al., (1980) y Silvey
(1969), cuando hay una o mas relaciones de dependencia lineal entre las variables
regresoras, uno 0 mas autovalores de la matriz (X"X) seran pequefios. En ese
orden, se presenta un indice de condicion elevado (K=9976,118), que segun lo
sefialado por Belsley (1991) es un indicativo de multicolinealidad severa, ya que
el mismo autor sugiere que un indice de condicién entre 10 y 30 sera un
indicativo de multicolinealidad moderada, mientras que para valores mayores que
30 resultara en multicolinealidad severa. Seguidamente se muestran los resultados
de las proporciones asociadas a cada raiz caracteristica en cada uno de los
regresores, esto con el objeto de identificar el origen de la multicolinealidad. Alli
se observa que las tres variables regresoras estan involucradas en relaciones de
dependencia lineal, ya que muestran proporciones elevadas asociadas a cada raiz
caracteristica (en las tres Componentes principales), y segun lo sefialado por
Belsley (1991), valores altos de la proporcion de descomposicién de varianza
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(mayores a 0,50) para dos 0 méas varianzas de coeficientes de regresion estimadas
asociadas a valores singulares pequefios y elevados indices de condicién

identificaran a las variables regresoras involucradas en la dependencia lineal.

Por ultimo, se muestran los resultados del estadistico de prueba basado en el error
cuadratico medio del estimador MCO (W, ,,)) que permite identificar variables
involucradas en una combinacion lineal en el modelo. En tal sentido, este
estadistico arroja valores significativos (p<0,05) para cada una de las variables
regresoras; X; (Distancia entre hileras), X, (Nimero de mazorcas por m?) y Xs
(NUumero de granos por mazorca), lo que permite sefialar que las tres variables
estan involucradas en una o mas relaciones de dependencia lineal entre si. Asi

pues, al comparar las metodologias propuestas en este trabajo (Ts, Zsy Weemp))

con las comdnmente utilizadas (VIF, A; e indice de condicion K) para el
diagnédstico de multicolinealidad, se puede decir que las mismas se muestran
como poderosas herramientas para el estudio de la multicolinealidad, toda vez que
no solo permiten verificar la presencia de multicolinealidad, sino mas bien por el

hecho de que una de ellas, como es el caso del estadistico W, €s capaz de

identificar si una variable es colineal, lo que se constituye en un aporte sustancial

en el estudio del supuesto de multicolinealidad en el modelo.
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Cuadro 11. Diagnostico de multicolinealidad en un modelo lineal para estimar el
rendimiento correspondiente a un experimento realizado con el cultivo de maiz y

un tamafo de muestra n=20.

Estadistico de prueba Valor P valor
T,(méax) 0,7874072 0,0097047
Z. (max) 0,5489122 0,7084671
Weemxy) 3,569041 0,0005311
Weem(x,) 3,819344 0,0008194
Weem(xs) 0,167796 0,0000000
VIF (X1) 3,143002
VIF (X2) 21,592070
VIF (X3) 16,983284
Ao 5494267
A 6101,368
Ay 1373,367
Az 0,005520605
indice de condicion (K) 9976,11803
Componente 1 0,114*X;+0,993* X3
Componente 2 0,992*X;-0,116* X3
Componente 3 0,998*X,

En el Cuadro 12 se muestran los resultados del analisis de regresion lineal
maultiple sobre datos reales correspondientes a un experimento realizado con el
pasto Brachiaria brizantha cv. Toledo bajo fertilizacion nitrogenada (30 kg
nitrégeno/ha) y 21 dias de corte. Las variables fueron X; (largo de la hoja), X;
(ancho de la hoja), X3 (altura de la planta) e Y (&rea foliar), donde n=50. Alli se
observa que el modelo presenta un coeficiente de ajuste alto (R*= 0,9549), ademas
de un valor del estadistico F del andlisis de varianza del modelo significativo
(p<0,05). Asi mismo, las pruebas de t de student para los coeficientes 8, y S,
significativas (p<0,05); sin embargo la prueba de t de student para el coeficiente

B5 resultd no significativa, lo que coincide con el analisis de correlacién lineal
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mostrado en el Cuadro 13, en donde se evidencia que la asociacion lineal entre X3
(Altura de la planta) y Y (Area foliar) es no significativa (p>0,05).

Del mismo modo, se observan signos positivos en cada uno de los coeficientes de
correlacion, lo que indica tendencias similares entre las variables. En ese sentido,
la literatura sefiala algunas alternativas de relaciones empiricas entre el area foliar
y otras variables, entre ellas; longitud y ancho de foliolos, altura de la planta, que
permiten estimar el area foliar mediante modelos de regresion lineal Jesus et al.,
(2001).

Cuadro 12. Analisis de regresion lineal en un modelo para estimar el area foliar
correspondiente a un experimento realizado con el pasto Brachiaria brizantha cv.

Toledo y un tamafio de muestra n=50.

Coeficientes  Estimado (5;) Error estandar (65,) t P valor
Bo -15,59802 3,33853 -4,672  0,000002
B 0,91558 0,07147 12,811  0,000000
B- 16,52434 2,28570 7,229  0,000000
B -0,02448 0,05271 -0,464  0,645000
Fla.3:46) 325 0,00000
R? 0,9549

Cuadro 13. Analisis de correlacion lineal correspondiente a un experimento
realizado con el pasto Brachiaria brizantha cv. Toledo y un tamafio de muestra

n=50.

Variables Coeficiente de Pearson (1) T P valor
(Y, X)) 0,9490105 20,857 0,0000000
(Y, X,) 0,8856328 13,213 0,0000000
(Y, X3) 0,1539402 1,0794 0,2858000
(X1, X3) 0,7797587 8,6288 0,0000000
(X1, X3) 0,2196596 1,5599 0,1253000
(X5, X3) 0,06209574 0,4310 0,6684000

En el Cuadro 14 se muestran los resultados del diagnostico de multicolinealidad

en un modelo lineal para estimar el area foliar en un experimento realizado con el
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pasto Brachiaria brizantha cv. Toledo bajo fertilizacién nitrogenada (30 kg
nitrégeno/ha) y 21 dias de corte, donde n=50. En ese sentido, se observan los
estadisticos de las dos metodologias propuestas en esta investigacion, ademas de
otras metodologias utilizadas con frecuencia. Los resultados presentados verifican
en primera instancia el efecto del tamafio de muestra sobre los estadisticos de
prueba T y Z,, toda vez que los datos se constituyen en una muestra n=50, y en
consecuencia el estudio de simulacion anterior mostré que el estadistico Ty se
aproxima bien para tamafios de muestra n< 20, mientras que Z; Se aproxima bien
para tamafios de muestra n>20. En ese caso, se observa como el estadistico Ty es
no significativo (p>0,05), mientras que Z; resultd significativo (p<0,05), por lo
que se verifico el supuesto de multicolinealidad Unicamente con base en el

estadistico de prueba Z, dado el tamafio de muestra del experimento.

De igual manera se muestran los valores infladores de varianza (VIF), los cuales
no dan indicios de multicolinealidad severa, ya que los VIF asociados a las tres
variables independientes (VIFX;=2,758 VIFX2 =2,635 y VIFX3=1,201) no
superan el umbral (VIF=10) sefialado por Neter et al., (1983). En ese sentido,
estos resultados muestran las debilidades del VIF frente a otras metodologias de
diagnostico de multicolinealidad (Villegas y Garcia, (2009); Villegas et al.,
(2011) y Villegas et al., (2013)). Por otro lado, no se observan autovalores
menores que uno, lo cual no evidencia un grado de multicolinealidad severa
presente en el modelo (Belsley et al., (1980) y Silvey (1969)). No obstante, se
presenta un indice de condicion (K=397,71) mayor que 30, que segun lo sefalado
por Belsley (1991) es un indicativo de multicolinealidad severa. Seguidamente se
muestran los resultados de las proporciones asociadas a cada raiz caracteristica en
cada uno de los regresores, esto con el objeto de identificar el origen de la
multicolinealidad. Alli se observa que las tres variables regresoras estan
involucradas en relaciones de dependencia lineal, ya que muestran proporciones
elevadas asociadas a cada raiz caracteristica (en las tres Componentes
principales), y segun lo sefialado por Belsley (1991), valores altos de la
proporcion de descomposicion de varianza (mayores a 0,50) para dos 0 mas
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varianzas de coeficientes de regresion estimadas asociadas a valores singulares
pequefios y elevados indices de condicion identificaran a las variables regresoras

involucradas en la dependencia lineal.

Por ultimo, se muestran los resultados del estadistico de prueba basado en el error
cuadratico medio del estimador MCO (We,,(,)) que permite identificar variables
involucradas en una combinacion lineal en el modelo. En tal sentido, este
estadistico arroja valores significativos (p<0,05) para cada una de las variables
regresoras; X; (largo de la hoja), X, (ancho de la hoja), X3 (altura de la planta), lo
que permite sefialar que las tres variables estan involucradas en una o mas
relaciones de dependencia lineal entre si. Asi pues, al comparar las metodologias

propuestas en este trabajo (T, Zsy Weemp)) cOn las comunmente utilizadas (VIF,

A; e indice de condicion K) para el diagnostico de multicolinealidad, se puede
decir que las mismas se muestran como poderosas herramientas para el estudio de
la multicolinealidad, tanto en muestras grandes como pequefias, toda vez que no
solo permiten verificar la presencia de multicolinealidad, sino mas bien por el
hecho de que una de ellas, como es el caso del estadistico W, €s capaz de
identificar si una variable es colineal, lo que se constituye en un aporte sustancial

en el estudio del supuesto de multicolinealidad en el modelo.
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Cuadro 14. Diagnostico de multicolinealidad en un modelo lineal para estimar el

area foliar correspondiente a un experimento realizado con el pasto Brachiaria

brizantha cv. Toledo y un tamafio de muestra n=50.

Estadistico de prueba Valor P valor
T,(méax) 0,1383231 0,5002991
Z; (Méx) 3,853536 0,0000058
Weemxy) 0,02657586 0,0000000
Weem(x,) 0,02612616 0,0000000
Weem(xs) 0,00921667 0,0000000
VIF (X1) 2,758319
VIF (X2) 2,635390
VIF (X3) 1,085381
Ao 190066,7
A 6715,632
Az 5,006530
Az 1,201633
indice de condicion (K) 397,710607
Componente 1 0,893*X;+0,450* X3
Componente 2 0,449*X;-0,893* X3
Componente 3 -X2
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CONCLUSIONES

En lineas generales se puede decir que los resultados del procedimiento de prueba
propuesto basado en distribuciones de contorno eliptico para diagnosticar
multicolinealidad en un modelo lineal estan condicionados por la distribucion de
las variables regresoras y por el tamafio de muestra, ya que la distribucion t
generalizada no centrada y la normal dependen de la ley eliptica particular bajo la

cual fueron obtenidas.

En presencia de errores heterocedasticos y homocedasticos, ademas de una
combinacién lineal X;; = k,X,;, k, € R, la distribucion del estadistico Ty se
aproxima bien para tamafios de muestra n < 20 cuando se consideran las
distribuciones exponencial, gamma y uniforme, asi como también para tamafios
de muestra n < 10 cuando se consideran la distribucién normal y log-normal. Por
otro lado, el estadistico Z; se aproxima bien para tamafios de muestra n > 20
cuando se consideran la distribucion normal y log-normal. No obstante, para la
distribucion uniforme este estadistico se aproxima bien para tamafios de muestra n
> 30, mientras que para la distribucion exponencial y gamma se requieren

tamarios de muestra n > 50.

Los resultados de esta investigacion verificaron la propiedad que tienen las
distribuciones t generalizada no centrada y normal de ser invariantes bajo leyes
elipticas, evidenciada en las frecuencias relativas obtenidas de los estadisticos de
prueba Ty y Z cuando se incrementd el grado de multicolinealidad expresado en

la constante k., de la combinacion lineal.

En relacién al procedimiento de prueba basado en el error cuadratico medio del
estimador de minimos cuadrados ordinarios en modelos con errores
heterocedasticos y homocedasticos se observd que el estadistico de prueba

Weem(p) €Sta condicionado por la distribucion tedrica de los regresores, quedando
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en evidencia que, la forma y la simetria de la distribucion producen resultados
distintos que se reflejan en la frecuencia relativa de este estadistico.

En el caso de la distribucién uniforme U(a,b), en la medida en que se incremento

el tamafio de muestra, la prueba basada en el estadistico W, conduce a

decisiones mas liberales, especificamente para valores de n > 20. Con la
distribucion normal, que al igual que la distribucion uniforme, es también
simétrica pero campaniforme o de contorno, la prueba se mostré mas liberal en

todo el dominio muestral (7 < n <100).

Para el caso de distribuciones asimétricas como la exponencial y gamma, la
distribucion del estadistico de prueba se aproximé bien y mejoré conforme se
incremento el tamafio de muestra en el intervalo 7< n < 20, sin embargo, esta
prueba mostré una tendencia a ser mas liberal conforme n—oo. No obstante, las
frecuencias relativas del estadistico de prueba en el caso de la distribucion
exponencial superan a las estimadas en la distribucion gamma, con lo que se
verifica la relacion que existe entre ambas distribuciones, es decir, ya que la

distribucion exponencial es un caso especial de la distribucién gamma.

Finalmente, en el caso del modelo con errores heterocedasticos y una distribucion
log-normal de los regresores, se observé un comportamiento distinto al resto de
las distribuciones consideradas en este estudio, incluyendo al de la normal en
cuanto a las frecuencias relativas del estadistico de prueba, toda vez que dichas
frecuencias se incrementaron conforme n—oco en comparacion con las otras
distribuciones, lo que permitié inferir que este estadistico, converge

asintéticamente a la distribucién y se aproxima bien cuando n > 50.

Los resultados observados en el caso de la distribucion log-normal estan
relacionados directamente con las propiedades de esta distribucién, especialmente
cuando se sabe que si X~N(u,02) - eX~Log — N(u,c?), de ahi que, el hecho

de usar distribuciones basadas en logaritmos, como es el caso de la log-normal,
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esto hace que con frecuencia se estabilicen las varianzas de los estimadores y se
mantenga la propiedad de consistencia de los mismos. Asi pues, es importante
sefialar que la heterocedasticidad no afecta las propiedades de insesgamiento y de
consistencia de los estimadores de MCO, sin embargo, dejan de tener varianza
minima, es decir, pierden la propiedad de eficiencia. En ese sentido, el estadistico

de prueba W,

cm(p) Propuesto en este trabajo verifica la propiedad de consistencia

cuando las variables X;; de un modelo lineal con errores heterocedasticos siguen

una distribucion log-normal.

Se verificd el efecto del grado de multicolinealidad sobre las frecuencias del

*

estadistico Wecp, ), 10 que demuestra como este procedimiento de prueba se hace

mas robusto conforme se incrementan tanto el tamafio de muestra como el grado
de multicolinealidad en el modelo, lo que se constituye en una ventaja del mismo,
ya que la multicolinealidad es una cuestion de grado y no de clase, y en cuyo caso,
la distincion importante no es entre presencia o ausencia de multicolinealidad,

sino entre sus diferentes grados.

Partiendo de los resultados antes sefialados, para el desarrollo del presente
método, se considera en primera instancia emplear transformaciones logaritmicas
sobre las variables del modelo, esto es, log(Y;) y log(Xj;) y luego transformarlas en
variables estandarizadas, para evitar principalmente los efectos adversos que
puedan reflejarse en las varianzas de los estimadores como resultado de las

unidades en las que se expresan las variables originales del modelo.

Finalmente, las metodologias propuestas en este trabajo (Ts, Zsy Weemp)) S€
muestran como poderosas herramientas para el estudio de la multicolinealidad si
se comparan con las comunmente utilizadas (VIF, 4;, indice de condicion K y
raices caracteristicas), ya que no solo permiten verificar la presencia de

multicolinealidad, sino méas bien por el hecho de que una de ellas, el estadistico



83

Weemp) €S capaz de identificar el origen de la multicolinealidad, lo que constituye

un aporte sustancial en el estudio de este supuesto del modelo lineal maltiple.
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RECOMENDACIONES

En virtud de los resultados obtenidos en esta investigacion, se recomienda el uso

de las metodologias propuestas (Ts, Zs; Y Weem(p)), 1as cuales permiten no solo

diagnosticar la presencia de multicolinealidad en el modelo, sino también
identificar el origen de la misma, lo que resulta en una valiosa contribucion al

estudio de este supuesto del modelo de regresion lineal maltiple.

Asi mismo, se recomienda evaluar el estadistico W, basado en el error

cuadratico medio considerando estimadores de maxima verosimilitud, con el fin
de estudiar el efecto del uso de estimadores sesgados sobre este estadistico de

prueba.

En ese orden, se sugiere incrementar el nimero de variables regresoras (X;) del
modelo, asi como, considerar un rango de valores (k,=1/2,1,3,4,...) de la constante
utilizada en la combinacién lineal, esto con el fin de estudiar de forma mas
exhaustiva las consecuencias del grado de multicolinealidad sobre las

metodologias propuestas.

Finalmente, los resultados obtenidos en relacion a la distribucion logaritmica dan
indicios de considerar el uso de transformaciones logaritmicas como alternativa
para el tratamiento de la multicolinealidad dada las propiedades de dicha
distribucion, especialmente aquellas relacionadas con el sesgo de la distribucion.
No obstante, se recomienda el uso de otras transformaciones, como por ejemplo la
familia de transformadas de Box-Cox por sus efectos sobre el sesgo y las

varianzas.
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Anexo 1. Algoritmo en el entorno de programacion del software R para el céalculo

del estadistico Z;.

Y<-¢()

X1<-¢()

X2<-¢()

X3<-¢()
g<-Im(Y~X1+X2+X3)

X<-as.matrix(chind(1,X1,X2,X3)[,-7])
B<-solve(t(X)%*% X,t(X)%*% Y)

sgrt(vcov(g9)[2,2])
sqrt(vcov(g)[3,3])
sgrt(vcov(g)[4,4])
Tsl<-sqrt(vcov(g)[2,2])/B[2,1]
Tsl
Ts2<-sgrt(vcov(g)[3,3])/B[3,1]
Ts2
Ts3<-sqrt(vcov(g)[4,4])/B[4,1]
Ts3

TS<-c(Tsl,Ts2,Ts3)

TS

r<-max(TS)

no=length(Y)

k=ko
tz<-sqrt(no-k-1)*(r-1)/1.5
Ze<-sqrt(tz*tz)
Zo<-gnorm(1-a/2,0,1)
W<-Ze>=Z0



95

Anexo 2. Algoritmo en el entorno de programacion del software R para el célculo
del estadistico T.

Y<-c()

X1<-¢()

X2<-¢()

X3<-¢()

g<-Im(Y~X1+X2+X3)
X<-as.matrix(cbind(1,X1,X2,X3)[,-7])
B<-solve(t(X)%*% X,t(X)%*% Y)
sqrt(vcov(g)[2,2])
sgrt(vcov(g)[3,3])
sqrt(vcov(g)[4,4])
Tsl<-sgrt(vcov(g)[2,2])/B[2,1]
Ts2<-sgrt(vcov(g)[3,3])/B[3,1]
Ts3<-sgrt(vcov(g)[4,4])/B[4,1]
TS<-¢(Ts1,Ts2,Ts3)

n<-length(Y)
Ta<-1/qt(1-a/2,n-5,max(TS))
max(TS)>=sqrt(Ta*Ta)->r



96

Anexo 3. Algoritmo en el entorno de programacion del software R para el célculo

*

del estadistico Wy, ;-

Y<-c()

X1<-¢()

X2<-¢()

X3<-¢()

LX3<-log(X3)
Z1<-(LX1-mean(LX1))/sqrt(var(LX1))
Z2<-(LX2-mean(LX2))/sqrt(var(LX2))
Z3<-(LX3-mean(LX3))/sqrt(var(LX3))
Zy<-(LY-mean(LY))/sqgrt(var(LY))
gl<-Im(Zy~Z1+Z2+Z3)

summary(gl)

vcov(gl)

vl<-vcov(gl)[2,2]

v2<-vcov(gl)[3,3]

v3<-vcov(gl)[4,4]

no<-length(Y)

a<-0.01

k<-4

v1*(no-k)<=qgchisq(a,no-k)->w1l

wl

v2*(no-k)<=qgchisq(a,no-k)->w2

w2

v3*(no-k)<=qchisq(a,no-k)->w3
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Anexo 4. Algoritmo en el entorno de programacion del software R para el céalculo
de VIF, analisis de correlacion lineal de Pearson y diagnostico BKW.

#Correlacion de Pearson en R
cor.test(Xi,Xj,alternative="two.sided",method="pearson")

#Multicolinealidad en Datos reales(VIF y BKW)
Y<-c()

X1<-¢()

X2<-¢()

X3<-¢()

g<-Im(Y~X1+X2+X3)

summary(g)

#Valores VIF

library(faraway)

vif(g)

X<-as.matrix(cbind(1,X1,X2,X3))

X

#Matrix X" X

X.X<-t(X)%*%X

X.X

#Valores propio de X" X
lambda<-eigen(x.x)$values;lambda
#NUmero de condicion
kappa<-max(lambda)/min(lambda);kappa
#Indices de condicion
kappa.j<-sgrt(max(lambda))/sgrt(lambda);kappa.j
#Proporciones de la varianza
pr<-princomp(~X1+X2+X3)

pr$loadings



