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Resumen

La Integral de Caminos en la Formulacién de la Teoria
Cuantica de Campos a Temperatura Cero y a Temperatura
Finita

Gabriel Abellan
Dr. Nelson Bolivar, Tutor

Universidad Central de Venezuela

En este trabajo se presenta la integral de caminos como herramienta principal para
el estudio de las teorias de campos a temperatura cero y a temperatura finita. Se
aborda el tema de las teorias de campos en el equilibrio utilizando los formalismos de
tiempo imaginario y de tiempo real. Se realizan calculos en detalle, de manera que este
trabajo puede ser utilizado como una introduccion pedagdgica a este tema. Finalmente
se presenta una breve revision de algunos de los procedimientos para tratar problemas

fuera del equilibrio.

Palabras Claves: Teoria Cuantica de Campos, Integrales de Camino, Formalismo de

Tiempo Imaginario, Formalismo de Tiempo Real.
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Introduccion

El enfoque convencional para abordar el estudio de la teoria cuantica de campos
es hacerlo a temperatura cero (I = 0). Bajo este esquema se calculan las secciones
eficacez, tiempos de decaimientos y todas las propiedades macroscopicas que son com-
paradas con la data experimental; la concordancia entre data y prediccion es excelente
y en algunos casos de una precisiéon increible. Todas estas propiedades se calculan
usando la teoria de la matriz S. Sin embargo sabemos que el universo no esta a tem-
peratura cero (aunque en ciertos casos esto pueda ser una excelente aproximacion),
de esta manera es conveniente preguntarse cuando el estudio de las teorias a tempe-
ratura finita (7" # 0) es relevante y ademds cudles nuevos fenémenos estan presentes

al considerar los efectos térmicos.

Actualmente hay un creciente interés en la fisica de los sistemas densos de particu-
las ultrarelativistas. Los sistemas densos son esencialmente sistemas de muchos cuerpos
y se encuentran en diversas areas de la fisica: altas energias, fisica de astroparticulas,

cosmologia, fisica nuclear, fisica del plasma y materia condensada.

Cosmologia: Se piensa que en las etapas tempranas del universo, éste se compor-
taba como un plasma caliente termalizado (al menos bajo ciertas condiciones). Esto
fue demostrado por los resultados de COBE sobre la radiacion césmica de fondo que
muestra el espectro de un cuerpo negro con fluctuaciones del orden de 67 /T ~ 107 [1].

Recientemente la sonda WMAP [2] midi6 la razén fotén-barién en el universo actual
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lo cual permite calcular la asimetria bariénica (cantidad de particulas y antiparticu-
las) y al compararla con los modelos cosmologicos de nucleosintesis se observa que son

consistentes.

Usando el enfoque de la Teoria cuantica de Campos a Temperatura Finita, puede
estudiarse el restablecimiento de una simetria espontdneamente rota [3,/4]. Por ejem-
plo en la teoria inflacionaria se estudia el restablecimiento de la simetria de calibre
de la teoria electrodébil. Estas transiciones de fase son importantes para tratar de

comprender la asimetria materia/antimateria (bariogénesis) [5].

Otro tipo de fenémenos que puede ser estudiado en el contexto cosmoldgico y de
astroparticulas es calcular las secciones eficaces para las reacciones que tienen lugar

en un plasma caliente y determinar asi la abundancia de algunas especies.

Altas Energias: Desde el comienzo de la teoria cuantica de campos, ha sido evi-
dente que es de interés extender el formalismo de T' = 0 para considerar fenémenos a
temperatura y densidad finita. A mediados de los anos 70 aparecia el concepto de li-
bertad asintética en Cromodindmica Cuédntica (QCD). A temperatura cero y potencial
quimico cero, el comportamiento de QCD en el régimen de baja energia es caracteri-
zado por el llamado confinamiento, es decir el régimen de acoplamiento fuerte entre
las particulas que interactiian via QCD. A medida que la energia aumenta, QCD se
caracteriza por el régimen de libertad asintotica, es decir las particulas que interactiian
via QCD lo hacen débilmente. La existencia de esta fase exdtica en la materia ha sido
inferida de colisiones de iones pesados Pb-Pb en los experimentos ATLAS [6], CMS [7]
y ALICE [§] en el LHC del CERN. El formalismo de la teoria cudntica de campos a
temperatura y densidad finitas es de utilidad al momento de estudiar los mecanismos

de transiciones entre estas dos fases de la cromodindamica cudntica.

Astroparticulas: Los nicleos de estrellas de neutrones, supernovas, gigantes ro-

jas y enanas blancas, estdn compuestos fundamentalmente de plasmas densos (p =
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10 — 10' g/cm?). En afios recientes ha habido interés en el estudio de la termaliza-
cién holografica en plasmas fuertemente acoplados asi como aplicaciones de la corres-
pondencia AdS/CFT para obtener propagadores térmicos y estudiar ruido térmico y

quantum quenches [9).

Materia Condensada: Los métodos desarrollados en teoria cuantica de campos se
aplicaron a la mecanica estadistica y la materia condensada fuera del equilibrio des-
de muy temprano [10-12]. Debido a que experimentalmente los fendmenos fuera del
equilibrio son mas accesibles en el ambito de las teorias de materia condensada, es
natural que haya habido interés en desarrollar herramientas que permitan explicar la
gran variedad de fendmenos observados: propiedades de transporte usando la diagra-
matica de Feynman, resonancia de espin y difusion en aleaciones magnéticas diluidas.
Las funciones de Green (en la formulacién de tiempo real) se han usado para derivar
ecuaciones cinéticas en superconductores y estudiar liquidos de Fermi, entre muchas

otras aplicaciones [13-15].

El propdsito de este trabajo es hacer una presentacién pedagdgica de la teoria
cudntica de campos en la formulacion de integrales de caminos (también llamada
integral funcional o formulacién de Feynman de la teoria cuantica de campos) y Luego
estudiar como se extiende el formalismo para tratar sistemas a temperatura finita en

el equilibrio y fuera del equilibrio.

En el capitulo 1 se estudiara como se formula la mecénica cudntica en términos de
integrales de camino. Para ello se realizara una revision rapida del operador evolucién,
mostrandose que la integral funcional no es mas que una amplitud de transicion. Se
estudiara el limite clasico de la integral de caminos y finalmente se revisara cémo se

obtienen las cantidades importantes a partir de la integral de caminos.

En el capitulo 2 se considera el ejemplo canénico del oscilador arménico simple.
Se revisard la formulacién en términos de operadores y posteriormente se hara su

cuantizacion utilizando la integral de caminos. Seguidamente se estudiara el oscilador
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armoénico fermionico y se calculara su propagador. En la tltima seccion se estudia una
formulacién supersimétrica para el oscilador arménico simple utilizando la integral

funcional.

A partir del capitulo 3 comienza el estudio de las teorias de campos en la for-
mulaciéon de Feynman. Aqui se revisard la cuantizaciéon de una teoria de campos a
temperatura cero. Se mostrard con detalles el proceso de cuantizacién de la teoria
libre y se mostrard cémo funciona el método perturbatico para tratar teorias con
interaccion haciendo énfasis en la teoria escalar A\¢*. Se introduciran los varios funcio-
nales generadores que permiten definir y realizar calculos sobre una teoria de interés.
Finalmente se mostrara como se entiende el hecho de estar a temperatura cero en el
contexto del formalismo y de esta manera tener herramientas de comparacion para los

siguientes capitulos.

En el capitulo 4 se introduce a la teoria de campos la nociéon de temperatura.
Para esto introduce el formalismo de Matsubara (o de tiempo imaginario). En este
formalismo se realiza un cambio de variable en la coordenada temporal y de esta
forma se pasa a una teoria Euclidea. En este formalismo se estudiara la teoria escalar
A¢*. Una vez presentado el formalismo se compara con el caso T = 0 estudiado en
el capitulo anterior y se busca caracterizar el surgimiento de este nuevo parametro T’
que se llama temperatura. Finalmente se mostrara el funcionamiento de la teoria de

perturbaciones para este caso.

Se continia en el capitulo 5 con el estudio de formalismo de temperatura finita
pero en este caso se introduce el formalismo de Schwinger-Keldysh (o de tiempo real).
En este capitulo se muestra la necesidad de cambiar de contorno temporal para poder
tratar valores promedios sin perder la dependencia temporal de los campos (como su-
cede en el formalismo de tiempo imaginario). Se hard énfasis en las diferencias respecto

de los formalismos ya estudiados previamente.

Finalmente en el capitulo 6 se introduciran los conceptos de equilibrio y no-
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equilibrio y con ello se tratara de clasificar a los formalismos estudiados previamente.
Debido a la naturaleza del tema, este capitulo serd muy breve. Las teorias fuera del
equilibrio atin no son entendidas del todo y no existe un formalismo tinico y coherente
que permita estudiar todos estos fenémenos. Se mencionaran dos de las extensiones méas
importantes que se hacen al formalismo de tiempo real para poder estudiar sistemas

fuera del equilibrio: La accion efectiva 2PI y el método de la rotacion de Keldysh.

Con este trabajo se quiere aportar claridad en cuanto a las formulaciones que
incluyen efectos estadisticos, en particular en el equilibrio para asi poder desarrollar
una base conceptual sélida con la cual poder entender posteriormente los procesos en
el no-equilibrio. Este proceso de comprension puede ayudar a realizar posteriormente
una formulacion precisa de lo que son fenémenos fuera del equilibrio y a su vez llevar
al desarrollo de herramientas de calculo que permitan el abordaje tedrico de este tipo

de procesos.



Capitulo

La Integral de Camino en Mecanica
Cuantica

En este capitulo iniciaremos el estudio de la integral de caminos. Para ello estu-
diaremos la formulacién de la mecanica cuantica en términos de esta representacion.
Se realizara un breve repaso de los elementos del formalismo canénico necesarios y
posteriormente de desarrollaran los aspectos mas relevantes que nos permitiran en los
capitulos siguientes estudiar teorias de sistemas continuos. Para realizar este capitulo

se consulto [16{18].

1.1. Fundamentos

La manera tradicional de formular la mecanica cuantica es usando el formalismo de
operadores. Esto se realiza de esta manera debido a la relaciéon que puede establecerse
con algunas formulaciones de la mecanica clasica. En términos generales puede decirse

que el mapa entre las teorias clasicas y cuanticas viene dado por

A A

1
g — ¢, p — P, {7}PB—>%[7]’ (1.1)
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Es decir las variables canodnicas pasan a ser operadores y los corchetes de Poisson
pasan a ser conmutadores. De esta forma, por ejemplo el Hamiltoniano clasico H (g, p)

se transforma en un operador H (4,p).

La ecuacion de Schrodinger permite determinar la evolucién de los estados [1)(t))

o)
i S = (o) (1.2)

y usando la base de posiciones se encuentra que en 1+1 es

zhawg’t) = <_2m Eye + V(az)) P(x,t), (1.3)

donde se ha utilizado ¢(x,t) = (z[)(1)).

1.1.1. Operador de Evolucién

Como la ecuacién de Schrodinger es una ecuacién diferencial para la dindmica
de los estados de la teoria, es posible replantearse el problema de la evolucién de los
estados pensando en un operador U (t1,t0) que conecte a dos estados en dos tiempos
distintos [1(tg)) v [(t1)) por ejemplo. El operador de evolucién actia de la siguiente

[ (1)) = Ultr, to) [ (to)) - (1.4)

Si consideramos esta ecuacién con t; a un tiempo arbitrario ¢ y se sustituye en (|1.2))

se llega a la siguiente relacién

AU (t, )

HU(t,to) [ (to)) = ih 5 V() (1.5)

y notamos que de esta forma se llega a una ecuacién diferencial para el operador de

evolucion R
oU (t,to)

HU(t,ty) = ih
U(aO) [ at )

(1.6)
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es decir el operador de evolucién satisface la ecuacién de Schrodinger de la teoria.
Es posible resolver esta ecuacion si el Hamiltoniano H no depende explicitamente del

tiempo obteniendo

A

7 N
0t to) = exp [—h(t - to)H} . (1.7)
Mas aun, si se desea preservar la causalidad es necesario imponer que para todo t < tg
el operador de evolucion se anule, es decir

O (t, o) = O(t — to) exp [—;(t —to)]:.l} | (1.8)

Tomando la derivada respecto del tiempo ¢ se obtiene
oU
ot

1

§(t—t0)exp[—i(t—to)ﬁ} i@(t—tg)lffexp[ h(t—to)ﬁl}, (1.9)

A B

y considerando que la delta tinicamente aporta para t = t; se llega al resultado

(ihgt — H> U =ihé(t—to). (1.10)

Lo que hemos encontrado es que el operador de evolucion es la funcién de Green (o

propagador) de la ecuaciéon de Schrodinger.

1.1.2. Diferentes Marcos para la Mecanica Cuantica

En términos de la evolucion temporal de los objetos de la teoria, es posible dis-
tinguir tres grandes formas de plantear la mecénica cudntica; estas formas se conocen

como marcos. A continuacién presentamos un resumen

Marco . . . ./
Schrodinger Heisenberg |Interaccion
Objeto
|1) evoluciona | no evoluciona | evoluciona
@) no evoluciona | evoluciona | evoluciona

Todos los marcos son equivalentes, sin embargo dependiendo del problema a resolver

resulta conveniente alguno en especifico.
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El Operador de Evoluciéon en el Marco de Heisenberg

Hasta ahora hemos trabajado en el marco de Schrodinger. Para indicar esto ex-
plicitamente se coloca un subindice apropiado en los estados [¢(t))s y operadores
Og. Dado algin objeto en el marco de Schrodinger, si queremos pasar al marco de

Heisenberg es necesario utilizar la siguiente prescripcion
Wy = et @) s,  Oult) = ettt Oge #llt, (1.11)

Notamos que los estados coinciden para el tiempo inicial ¢ = 0, es decir |[¢)(0))s =

|t)) . Ademas es invariante la relacion de autovalores para el operador de posicién
Ts|lr)s =xlr)s <+— Zylrym=x|r)H. (1.12)

Esto quiere decir que sin importar el marco utilizado, se obtienen los mismos autova-

lores (valores de expectacién).

Usando estos resultados calculamos la amplitud de transicién de ir de un estado

|zo to) a un estado |z ¢1). Lo haremos en el marco de Heisenberg. Asumiendo ¢; > ¢

A

a{r1 tilzo to)g = s(z1 ti] e~ Rt gt Mt |20 to)s
= g{m1 ty] e~ #H(—t0) |20 to)s
= U(l’l tl,.fL'o to) (113)
Comprobamos que los elementos de matriz del operador de evolucién corresponden a

las amplitudes de transicion entre la base de posiciones en el marco de Heisenberg.

1.2. La Integral de Caminos

Al pasar de la mecénica clasica a la mecanica cuantica hemos visto que se promue-
ve el Hamiltoniano clasico a un operador que depende de los operadores de posicion

y momento, que son variables candnicas conjugadas. El problema al realizar este paso
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es que las variables candnicas conjugadas no conmutan y por ende aparece una am-
bigiiedad en el orden de los operadores. Existen muchos criterios para resolver este
problema: orden Normal, orden de Weyl, etc. Una forma econémica de manejar este

problema es considerando el operador de evoluciéon en un intervalo muy pequeiio.

Sabemos que el operador de evolucion es el propagador de la teoria y queremos

derivar una representaciéon como integral de caminos. Para esto consideramos

bl th) = (mld(t))
= (1] Ult1, o) 1 (to))
= [ o Goa| Ot t0)f) (o [ 10)

= /d:po Ul(xq ty,x0 to) Y(z0 to) (1.14)

Es curioso notar que esta expresion no depende de %y, esto se debe a que el propagador
conmuta con el Hamiltoniano. Con esta expresion podemos escribir para cualquier

tiempo o < t; <t
Wz t) = /dxo dr; Uz t,2; t5) Uz t, 20 to) ¥(wo to) - (1.15)
De esta expresion podemos reconocer que
Uz t,z0 to) = / dr; Uz t,z; ) Ul t, 20 to) (1.16)

Vemos que la transicion de un punto (xg t9) a (z t) pasa por los puntos intermedios

(x5 t5)-

10
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\
8

T, T

Figura 1.1: Posibles caminos que conectan (zg ty) y (= t).

Consideremos ahora un tiempo inicial ¢y = ¢; y un tiempo final ¢t = ¢; y dividimos

el intervalo At =t; —t; en N segmentos iguales de tamafio €

ty—ti
N 1.1
‘TN (1.17)

Cada segmento puede parametrizarse por un indice n de forma que t,, = t; + ne con
n=1,2,..., N utilizando la condiciéon ty = t; = t; + Ne. Resaltamos ademas que,
debido a que se dividié en N segmentos, hay N — 1 valores posibles de t,, entre ¢; y t5.

Para cada punto intermedio t; se inserta una relacién de clausura

1= /dﬂii T3y i m (i (1.18)

y finalmente se obtiene la expresién (por simplicidad se omite el indice que indica que

se estd en el marco de Heisenberg)

U(l’f tf,xi tz) ~ /dl’l s de,1 <$f tf|IN,1 tN,1><SL’N,1 tN,1|l‘N,2 tN,2> e

Es importante decir que en esta expresion hay N amplitudes y N —1 integraciones. Este

hecho es importante para encontrar el resultado final. Por otra parte este resultado es

11
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aproximado; al final es necesario tomar el limite cuando el ntimero de segmentos N se
hace infinito asi como la longitud del intervalo € se hace cero. Esto se considerara méas

adelante.

Ahora estudiaremos en detalle una de estas amplitudes y usaremos este resultado
para encontrar una expresion cerrada para la amplitud de transicion U(zys ts, x; t;).

Consideramos la amplitud genérica U(zy, t,, 2,1 t,—1) utilizando la ecuacion ([1.13))

U(Tp tnyTp1tn1) = (Tpta]Tn1 ta1)
= (aa] 7O )
~ (wa]1— LHe|w, 1) (1.20)
donde se utilizé la longitud del intervalo At = t, — t,_1 = €. Desarrollando esta

expresion se obtiene

1 i ; A
Uy tpy Tpq tn1) = Dy /dp erP@n=Tn-1) _ %e(xnl Hl|z,1). (1.21)

Para llegar a esta expresion se utilizo la representacion de la delta de Dirac. Ahora
bien, si queremos avanzar mas, es necesario hacer alguna suposiciéon respecto al Ha-
miltoniano H. Consideremos un Hamiltoniano de la forma H = T(p)+V(Z), entonces
podemos escribir (x,| H |2_1) = (2,| T(9) + V(&) |zn_1) y calcular el aporte de cada

término por separado.

Veamos el primer término (z,| T'(p) [£,_1)

(@al T(P) |on-1) = / dp'dp (x| 9') (0 | T(P) |p) {p | @)
— 271rh/dpegp($"_$"l)T(p). (1.22)

Para encontrar esta representacion integral se utilizé la relacion de clausura en la base
de momento. Es importante notar que en la segunda linea el término T'(p) ya no es un

operador. De manera andloga se estudia el segundo término (z,| V(&) |z,_1)

(@n) V(@ [Tn-1) = V(Tn-1)8(zn — Tn-1)
1 i
= %/dpeﬁp(“_x“‘l) V(zp_1). (1.23)

12
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Con estos dos términos, se escribe la expresién para la amplitud (x,, t,|z,—1 t,—1) en

un semento At = ¢

1 ;
U@ tn, Tpno1 th1) = 7/dpeﬁp(‘””*“"*1)

[ pmn Tn— l)
h 27Th/dpeﬁ (T(p) + V(zp_1))

— ,p(zn Tn— 1) o
27Th/dpef (1 heH(xn 1,D )) . (1.24)

En esta expresiéon el Hamiltoniano ya no es un operador. Ademaés recordamos que
hay N amplitudes en la expresion ((1.19) del propagador, por lo tanto colocamos una
etiqueta al momento p, para indicar que viene de la amplitud (z,, t,|r,_1 t,_1). Por

lo tanto

1 i '
Ul tustns tos) % 5 [ dpnet? o) (1= S eH (@ 1,pn) )

€0 1 /dpn eXp{h[ o (Tn — Tp1) — eH(xn_l,pn)]} (1.25)

Finalmente al mutiplicar todas las amplitudes y tomar el limite cuando N — oo, se

obtiene

N—-1 N d
Ulxyty,x;t;) = lim dxk/ 43

= [De[Dp exp{; / Tt [p(t) () — H(x(t), p(t'))]}. (1.26)

Esta relacion expresa al propagador (la amplitud de transiciéon) como una integral de
caminos en el espacio de fases y es un resultado importante debido a que partiendo del
Hamiltoniano clasico H(x,p), es posible encontrar la dindmica cuantizada asociada a
este sistema estudiando esta expresion. Los simbolos Dz = [[dxy y Dp = [1dp/27h
son los que permiten realizar la suma sobre todas las trayectorias posibles y cada
trayectoria esta pesada por el factor exponencial. Notamos ademas que los puntos

final (xy t;) = (zn tn) e inicial (z; ¢;) = (x0 to) estan fijos y en principio son distintos.

13
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Seguidamente consideramos un Hamiltoniano de la forma H(z, p) = p?/2m+V (x),
de esta manera se puede realizar la integral sobre p en la expresion ((1.26)). Regresando

a la version discreta de la amplitud de transicion, podemos escribir

N dpz

Ulxgty xt;) %/ H da:k/ o

exp {; Ze lp]<$3_€x7_1> _ 21)51 — V(:Ej_l)] }

7j=1
N—1 - N
:/dekexp{ Z mjl}
k=1 ]:1
N dp i & —Xj1 p?
— —— | = = . (1.2
/121 orh P ;El < € > Qm] (1.27)

Notamos que la integral en momento corresponde a N integrales que no estan aco-
pladas. Ademas la integral es una Gaussiana que puede calcularse de manera exacta.

Realizando las integraciones en p y tomando el limite nuevamente se obtiene

Ulxytyai t;) = 11 (2mh€> /H dxy,

exp {;;e [7; (‘”‘j“)Q _ V(g;j_l)] } o (1.28)

Finalmente, tomando el limite y recordando que también ¢ — 0, se consigue el resul-

tado

Uy ty,mt;) = N/Dx exp{;/t;f dt <7721$2 —V(:v))}
= N/Dx exp{;S[m]}. (1.29)

Esta es la integral de camino de Feynman para la amplitud de transicién en mecénica
cuantica. Hemos reconocido en el integrando dentro de la exponencial al Lagrangiano
del sistema L(z, %) = T(&) — V(z) y por esto podemos escribir la expresién final en
términos de la accién S[z]. La constante N no depende de la dindmica del sistema. La
expresion ((1.29)) corresponde a una integral de camino en el espacio de configuracién

y nos servird como punto de inicio para el estudio de las teorias de campo Bosonicas.

14
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1.3. Limite Clasico

En esta seccidon se establecera una conexion entre la mecéanica clasica y cuantica
utilizando la integral de camino como puente entre ambas. Recordamos que la accion

se escribe como

S[a] = /tf dt (’; i = V(x)) | (1.30)

t;

El principio de Hamilton establece que la acciéon debe ser estacionaria

t t
08 = [ dt L(xa + bz, iu+0i) — [ dt L(za, iu) = 0. (1.31)

t; t;
En términos de la integral de camino esta relacién puede interpretarse como sigue: una
trayectoria cercana a la trayectoria clasica tentra la misma contribucion que ésta a la
amplitud de transiciéon. Podria decirse que para cada camino (C}) que se separa mucho
de la trayectoria cléasica, hay otro camino (Cs) cuya accién difiere justo en 7h, es decir

S(Cy) = S(Cy) + wh y de esta forma su contribucién a la amplitud de transicién es

6%S(C'l) + 6%5(02) — 6%5(01) + e%(s(cl)—ﬁﬁ) — 6%5(01) _ 6%5(01) =0, (132)

es decir se anulan las contribuciones de ambos caminos. Los aportes mas importantes
a la amplitud de transicién vienen dados por caminos cercanos a la trayectoria clasica.
De esta manera, en la representacion de integrales de camino, la mécanica cudntica

describe fluctuaciones en torno a la trayectoria clasica.

Usando estas observaciones es posible hacer una aproximaciéon semiclasica a la

amplitud de transicién. Expandimos la accién en torno a la trayectoria clasica

5L 5°L .,
Slz] = Scl+/@ T Cléx 4.

= Sy+6S+8S+---. (1.33)

1
6:17’+7/5x'
cl 2

En esta expresion es claro que el término 0.5 se anula debido a que se esta expandiendo

oL

en torno a la trayectoria clasica y i 0. A continuacién se sustituye (|1.33) en la
x

expresién del propagador ((1.29))

Ulxytyait;) = ./\//Dx exp{;S[x]} = NG%SCZ/Dm exp{;héZS} + - (1.34)

15
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Claramente vemos cémo las correcciones cuanticas se hacen pequenas al hacer peque-
nas las fluctuaciones, 0x — 0, y de esta manera sélo queda la contribucién clasica.
Ademas notamos que el resultado a segundo orden para la amplitud de transiciéon es

exacto siempre que el Lagrangiano dependa cuadraticamente de = y .

1.4. Funcional Generador de las Funciones de Green

En la seccion anterior encontramos una representacion para la amplitud de transi-
cién (z s t¢|x; t;) en términos de una integral de caminos. Desde el punto de vista prac-
tico, el potencial V' (z) puede considerarse como una serie de potencias en x de manera

que es importante aprender a calcular elementos de matriz del tipo (xy t¢ |x™| x; t;).

1.4.1. Producto de Operadores Ordenados en Tiempo y la
Integral de Caminos

En la formulacion canénica de la mecanica cuantica y la teoria cuantica de campos
aparecen elementos de matriz de productos de operadores trabajados en el marco
de Heisenberg. Si queremos evaluar (z; t;|A(t,)B(ty)|z; ;) y se asume que ambos
operadores son Boso6nicos, podemos usar la relacién (|1.19)) para encontrar el resultado.

Por ejemplo si t, >t

(wr telAta) B(to) | t;) /H dag - -

’ <xa+1 ta+1|A|xa ta> T <xb+1 tb+1|élxb tb> to (135>

y si ty, > t, se tiene que

(os 171 A(ta) Bt 1) / 1}

(T4 tb+1|é|$b ty) -+ (Tay1 ta+1|121|37a ta)---  (1.36)
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Es claro que no importa el orden de los operadores en la representacion de la integral de
camino; esto era de esperarse debido a que en esta formulacién no aparecen operadores.

Si se define el producto de operadores Bosonicos ordenados en tiempo
T {A(ta) B(ts) } = A(ta) B(ts)O(ta — to) + B(ts) A(ta)O(ty — ta) (1.37)
podemos expresar el elemento de matriz como

(ap tAT (Al B i 1) = N [ Do A B e {7 81al} . (133)

Este resultado es facilmente generalizable a cualquier niimero de operadores. La ex-
presién anterior se asemeja al calculo del valor medio de A(t,)B(t,) usando como
distribucién de probabilidades exp{% S [x]} . Sabemos que no se trata propiamente de

valores medios pero esta analogia servira para dar el paso siguiente.

1.4.2. Fuentes Externas y Funcional Generador

Existe una manera simple y econémica de obtener expresiones de la forma (|1.38)).
La idea es modificar el Lagrangiano acoplando con una fuente J(t) al operador del cual
se quiere calcular valores esperados. Esta fuente es meramente auxiliar y en principio
no tiene ninguna incidencia en la dinamica final como se vera. Por ejemplo en mecénica
cuantica se puede pensar en un oscilador arménico en el estado base |0) que hace una
transicion a un estado excitado |n) en el tiempo t y luego decae nuevamente al estado
base |0) en un tiempo ¢’ > t. Este evento es andlogo al ocurrido en procesos relativistas
donde se crean y destruyen particulas. En este caso se le llama estado de vacio al estado

base de la teoria en el cual no hay particulas presentes.
Fue Schwinger quien propuso modificar el Lagrangiano de la siguiente forma
L — L+ Jt)x(t) (1.39)

y con este cambio se modifica la amplitud de transicion calculada en ([1.29). Deno-

tando (xf t¢lx; t;); a la amplitud de transicién modificada de esta forma, tenemos
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explicitamente la expresion

(xs tslz ti)J:./\//Dx eXp{;/%f dt(L+J3:)}. (1.40)

t;

Esta expresion se conoce como funcional generador de las funciones de Green por razo-
nes que quedaran claras a continuacion. Hemos omitido las dependencias temporales
explicitas por simplificar la notacién. Ademads resaltamos el hecho de que Z[0] da la

amplitud de transicién original de la teoria.

Teniendo el funcional generador sélo hay que tomar la derivada funcional respecto
a la fuente J(t) en el tiempo donde se desee generar el valor esperado de z(t). Por
ejemplo

Mftl)(xf il i)y = 5J((5t1) (/\//m exp{; /ttf dt (L + J(t)x(t))})

7

_ <;>N/Dx x(tl)exp{;/tf dt (L + J(t)x(t))}. (1.41)

t;

Finalmente se evalia la derivada funcional en J(t) = 0 y de esta forma se obtienen
los valores esperados. Notamos que la derivada funcional hace aparecer un factor i/h.

Considerando esto se tiene

(g b 3(0) o ts) = N/Dxx(tl)exp{;/tjfdtL}

( )6J(t1)< s trlwiti)s . (1.42)
El resultado anterior puede generalizarse a cualquier nimero de operadores
(g | T L) - 26} o t2) = (—ih)" o (24 byl ) (1.43)
r ' R §I(tr) ... 6 (t,) T I

Usar la fuente auxiliar es una manera conveniente de obtener funciones z(t;) - - - x(t,)
en frente de exp(%S), so6lo hay que realizar las derivadas al funcional generador y
luego evaluar en J = 0. La expresion puede interpretarse como la amplitud de
probabilidad de que una particula se mueva de z;(t;) a z¢(tf) y pase por las posiciones

intermedias x(ty),- -, z(t,).
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Amplitudes de Transicién Vacio-Vacio

El altimo paso para determinar el funcional generador de las funciones de Green
consiste en cambiar los estados inicial y final por estados de vacio de la teoria. Es decir,
queremos calcular la amplitud de transicion para un sistema que en un tiempo inicial
remoto, t;, — —o0, se encuentra en |0) y que permanece en el estado de vacio para
t; — oo a pesar del efecto ejercido por la fuente J(t). Es decir estamos interesados en
la siguiente amplitud de transicion

00) = ,tim _ [ dogdaivileg) oty |@ts) violes) (1.44)

tp— 00
donde ¢y(z) = (z]0) es la funcién de onda del estado base. Sin embargo la amplitud
(xsty|z;t;)y contiene el aporte de las transiciones a todas las energias. Una forma de
lograr que las energias distintas al estado de vacio tengan aporte nulo es realizando el

siguiente

Consideremos la amplitud de transicion que aparece dentro de la intgral e inser-

tamos la relaciéon de clausura en autoestados de energia

(wptp|aty) = Z¢n($f) V(i) exp(—iEy(ty —ti)) - (1.45)

Una forma de lograr que unicamente aporte el estado de vacio es reemplazando el
Hamiltoniano H — (1 — ie)H, con e pequeno. De esta forma el argumento de la

exponencial transforma de manera que

(xp by wity) = Un(xy) i ;) exp(—iE, (t—1;)) exp(+€E,t;) exp(—eEnty), (1.46)

y notamos que al tomar los limites para tiempos muy grandes y muy pequenos tnica-
mente queda el aporte del estado de vacio, siempre que tenga energia cero. Si el estado
de vacio no tiene energia cero se realiza una redefinicion. Todo este procedimiento hace
que no sea relevante las condiciones de borde sobre los puntos extremos del contorno o

dicho de otra forma, cualquier condicion de borde razonable va a resultar en el estado
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de vacio para los estados inicial y final. Una vez realizados los calculos se debe hacer

¢ — 0 de manera de obtener los resultados correctos de la teoria.

Vale la pena senalar que hay otras formas de evitar el aporte de los estados
distintos al estado de vacio. Una de ellas consiste en agregar un término de la forma
+iex? al Lagrangiano. Otra forma consiste en realizar una rotaciéon de Wick tgp = it,
de esta manera se pasa a la formulacién de tiempo Euclideo tg de la cual se hablara
mas adelante. Lo importante es que todos estos procedimientos son equivalentes en el
sentido de que fijan una manera tnica de realizar la integral temporal de la amplitud
de transicion. Al evitar los estados de energia distintos al estado de vacio, se hace
también un manejo particular de las singularidades, esto se observa en la siguiente

figura.

Im ¢°

X h\ 0
&:x > Re q

Figura 1.2: Prescripcion de Feynman sobre la funcion de Green.

Es decir, la funcion de Green puede definirse de muchas formas, dependiendo de cémo
se manejen los polos que van a aparecer sobre el contorno temporal. Al realizar alguno
de los procedimientos descritos anteriormente, se llega univocamente a la funciéon de
Green (propagador) que se adapta mejor a los procesos estudiados en teorfa cudntica

de campos y que corresponde a la conocida prescripcion de Feynman.

Utilizando los resultados encontrados en esta secciéon se define el funcional gene-
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rador como
Z[J] =(0]0), = N/Da: exp {; /+OO dt (L + Jxr + iemQ)} . (1.47)

Este funcional permite calcular valores de expectacion de vacio de productos de ope-
radores ordenados en tiempo

5 Z[J]

—h)" 0 —oo| T{z(t)---&(t,)} |0 + o0
(=h) 5I(t) ()|, { | T{2(t1) -+ 2(tn) } | )
= Gt - i tn). (1.48)
En el dltimo paso se defini6 la funciéon de Green de n-puntos G(ty,--- ,t,). Para el

caso de n = 2 veremos mas adelante que se obtiene el propagador de Feynman para

el sistema descrito por el Lagrangiano L.

Finalmente hacemos una mencién sobre la constante A/ que aparecié en el resul-

tado (1.29). Es posible reescribir estos resultados de manera que no aparezca explici-

N/Dm m(tl)exp{;/tjf dtL} - /Dx x(tl)exp{;/tjf dtL}
N/Dx eXp{;/ttfdtL} - /Dx exp{;/ttfdt[/}

i 1 62[J] i
m 6J(t1) J=0
= (xptel2(th) |z t;) . (1.49)

tamente

— (—ih)

Vemos que la constante A/ funciona como normalizacién para la integral de camino. De
esta forma al dividir la ecuacién por Z[0], hemos encontrado una forma de evitar
calcular el valor de NV explicitamente y esto es conveniente debido a que en mecénica
cuantica es complicado de realizar y en general imposible en teoria cuantica de campos.
El resultado anterior puede generalizarse a cualquier nimero de operadores, de esta
forma la amplitud de transiciéon vacio-vacio se escribe

1 A
[0] 6J(t1) -~ J(tn)

(0 — 00| T {&(t1) -+ i(ta)} 10 +00) = (=ih)"— (1.50)

J=0

Otras formas de evadir a la constante N es simplemente decir N = 1 y se llega a los

mismos resultados que si usamos la convencion desarrollada en ([1.49)).
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1.5. Funcional Generador de las Funciones de Green Conec-
tadas

En mecanica cuantica es de interés calcular las desviaciones que ocurren respecto
a los valores medios, las llamadas fluctuaciones. Es posible obtener las fluctuaciones
definiendo un nuevo funcional partiendo del funcional generador de las funciones de

Green Z[J], éste es
Z[J) = es"WUl o también  W[J] = —ih In Z[J]. (1.51)

Este nuevo funcional W[.J] es respecto a la accién S[z] como la energia libre de Helm-
holtz F' es a la energia libre U en la mecanica estadistica. De hecho méas adelante en
este trabajo se vera una forma de definir un tipo de accién efectiva con la ayuda de
W1J]. Este nuevo funcional es util porque las teorfas libres o cuadréticas producen
funcionales generadores de la forma Z[J] o e@189) y es posible extraer de allf la forma
que tiene W[J]. Interesa ademas que esto sea asi para las teorias libres o cuadraticas
porque esta es la base del tratamiento perturbativo de las teorias con interaccion en

el régimen de acoplamiento débil.

1.5.1. Funciones de Green Conectadas

Al operar sobre este nuevo funcional aparecen las funciones de de Green, pero no

exactamente las que salen al utilizar el funcional generador. Veamos varios ejemplos.

Derivando una vez

Procedemos a tomar la derivada funcional de W[.J] respecto de J(t)

swiw|
57 (t) JZO_(_’h)

1 6Z10()]

200 ) | (2(t)) - (1.52)

J=0
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Capitulo 1: La Integral de Camino en Mecanica Cuantica

Comprobamos que se recupera la expresion ([1.50]), es decir se obtiene los valores medios
de los grados de libertad z(t). Sin embargo el funcional no aporta informacién nueva

en este caso.

Derivando dos veces

Ahora se deriva dos veces el funcional W[J], se evalia en J = 0 y lo multiplicamos

por —ih para obtener

W] L1 82Z[]
(=ih) Sy 60 (t) - (=ih) l 0] 6105,
AN 1 6Z[J]
_<Z[O] 0.1 J_0><Z[O] 05 J:o)]
= (T(2122) ) — (21)(22)

= (T[(#1 = (1)) (B2 —(22))]). (1.53)

Hemos simplificado de manera significativa la notaciéon para poner de manifiesto la
estructura del resultado. Las cantidades (---) indican amplitudes de transicién y se
ha omitido la mencién al estado inicial y final. Las dependencias temporales se han
indicado con un subindice, por ejemplo J(t;) = J1 o Z(t1) = ;. Notamos por el
resultado ([1.53) que WJ] si aporta informacién distinta a la que aporta Z[J]. El
funcional W[J] produce funciones de Green de n-puntos a las cuales se les sustrae el
aporte de funciones de Green de m-puntos con m < n; a estas funciones de Green se
les conoce como funciones de Green conectadas y se dicen conectadas porque producen

los diagramas de Feynman conectados.

Otro hecho importante relacionado con el resultado anterior es que al observar la
ultima linea notamos que la informacién de W[J] tiene que ver con las correlaciones
(en el sentido del analisis estadistico multivariable) entre los grados de libertad. De

esta manera se generaliza este resultado como sigue

iy S (T () G- 8D (Y



Capitulo 1: La Integral de Camino en Mecanica Cuantica

Desarrollando el producto del lado derecho es posible reescribir todos los términos en

funcién de Z[J].

Encontramos que al usar la integral de caminos de Feynman es posible expresar
las amplitudes de transicion como una suma sobre trayectorias pesadas por una fase
que viene dada en términos de la accién clasica. Anadiendo una fuente auxiliar J(t)
y un término de amortiguamiento al Lagrangiano tenemos un funcional con el cual
generamos todas las funciones de Green de n-puntos que a su vez corresponden a los
valores de expectacion de vacio de productos de operadores ordenados en tiempo. Sin
embargo vimos que es posible definir un nuevo funcional que tiene la informacién de
las correlaciones entre los grados de libertad y que en el régimen perturbativo nos va a
servir para encontrar los diagramas de Feynman conectados que son los que en tltima

instancia producen los valores observables.
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Capitulo

El Oscilador Armonico Usando la Integral
de Caminos

En este capitulo se resolvera el ejemplo clasico para la integral de caminos que
es el oscilador armoénico. Ademas extenderemos el formalismo tratado para incluir
variables que anticonmutan (fermiénicas) y de esta manera resolveremos el oscilador
armonico tanto Bosénico como Fermiénico. Para esto seguiremos el desarrollo realizado

en [19-22].
2.1. Oscilador Armoénico - Formalismo Candnico

El oscilador armoénico unidimensional puede interpretarse como una teoria de

campos en 0 4+ 1 dimensiones. Si partimos del Lagrangiano

1 1
L= §mx'2 - §mw2x2, (2.1)

donde m es la masa del osclador y w su frecuencia, es posible reescalar este Lagrangiano

o(t) =y/mx(t) de manera que trabajeremos con

ST Sy
L=3¢" — u'd. (2.2)
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Capitulo 2: El Oscilador Arménico Usando la Integral de Caminos

Esta redefinicién hace que el término cinético tenga un coeficiente adimensional, lo

cual es estandar en teoria de campos.

Teniendo el Lagrangiano calculamos el Hamiltoniano correspondiente a esta teo-
ria. Para ello se determina primero el momento canénico conjugado m(t) = 0L/ 0 =

¢(t). De esta manera el Hamiltoniano clésico es

H(p,m) = ;7‘(’2 + ;w2¢2 : (2.3)

Como se menciond en el capitulo anterior (|1.1)), el proceso canénico de cuantizacion
involucra promover las variables canénicas conjugadas a operadores y reinterpretar su

corchete de Poisson como un conmutador; es decir [¢, 7] = ih.

Sin embargo el oscilador arménico se resuelve de forma mas eficiente introduciendo
operadores de creacién y destruccién, ' y @ respectivamente. La relaciéon entre las

variables candnicas y los operadores de creacién y destruccion es

- h hew
. ~t N A At oA
o= % (a +a) , =45 (a a) . (2.4)
Estos nuevos operadores satisfacen la relacién de conmutacién [a,a’] = 1. Usando

estos operadores y su relacion de conmutacion se obtiene el siguiente Hamiltoniano

~ hew 1
N P ata 1
Hp = 5 (aa—l—aa) —hw(aa,+2). (2.5)

Este Hamiltoniano, asi como el (2.3), es Hermitico. El operador ala = Np se inter-
preta como un operador nimero y cuenta el niimero de cuantos (con energia w) que
se encuentran en el estado |n). La evolucién de estos operadores viene dada por la

ecuacion de Heisenberg

da N
@ﬁ:[a,HB]zwa, (2.6)
cuya solucién es
a(t) = age ™", (2.7)
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Sustituyendo en (2.4 encontramos una representacién explicita de las variables cané-

nicas en términos de los operadores de creacion y destruccion
~ h , , hew . ,
o) = |5 (ahe ™ +ape™) w(t) =iy (ahe ™ —ape™) . (28)

Notamos que esta expresion es totalmente andloga a una expansion en modos de
Fourier. En este caso tinicamente hay un modo sin embargo esto puede generalizarse

a campos con muchos modos.

2.2. Oscilador Armoénico - a la Feynman

Ahora se resolverd el problema del oscilador armoénico utilizando integrales de

camino. Consideramos el Lagrangiano dado en (2.2)) y se escribe la accién
+00 1. 1 '
Slo. ) = [t (2¢2 — Skt + o+ ;€¢2> . (2.9)

Esta es la accién extendida que va en el argumento de la exponencial del funcional
generador. Escribimos el término de amortiguamiento con un factor de 1/2 para que se
adapte a la forma del Lagrangiano de la teoria; esto no afecta los resultados porque al
final se debe hacer ¢ — 0, como ya hemos dicho en el capitulo anterior. Ademas hemos
evitado escribir la dependencia temporal explicita; haremos esto siempre que no haya
posibilidad de equivoco. Ahora, considerando la accién (2.9) podemos integrar por
partes el primer término y reagrupar con los otros términos cuadraticos para obtener

00 d2 0o
S[g, J] = —/; dt B¢<dt2+w3—ie>¢—J¢] - —/; dt (6Dé — J¢) . (2.10)

Como los términos de borde se anulan al hacer variaciones de la accion, es posible
despreciarlos. Resaltamos que la accién queda expresada como una forma cuadratica
en ¢. Para poder realizar las operaciones posteriores es conveniente pasar al espacio

de Fourier. La accién en el espacio de Fourier se puede escribir como

1 rdw

S, J] = 5/ o

[D(w)(w? = wj +ie)d(~w) + J(w)p(—w) + J(~w)d(w)],  (2.11)
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donde hemos usado las transformaciones

7dw

“Joon

7dw

= ge_mJ(w) : (2.12)

(1) e ow),  J()

Notamos ademas que en (2.11]) se escribié convenientemente el acople a la fuente de

manera simétrica en w.

Una vez escrita la accion, el siguiente paso es escribir el funcional generador.

Utilizando la accién encontrada se tiene que el funcional generador es

2191 = [P exp{ gy [ e e + il (213)

+I(@)o(—w) + I (~w)ow)]}

Esta integral de caminos es cuadratica en ¢ y por lo tanto no es mas que una integral

Gaussiana. Utilizando el cambio

~ 1
= —J(— 2.14
30) = 9w) + I(w) g (214)
se obtiene el siguiente resultado
) dw 1
ZJ] = - | — —J(— ) 2.1
] =N exp ( on ) 2@ “)> (2.15)

y al invertir la transformada de Fourier se tiene
Z1J] = N exp (‘2271 [atar 3@ Grie— 1) J(t’)) | (2.16)

Es importante ver que en esta expresion ya no hay integral de caminos y ademas se
ha escrito el funcional generador en la forma de manera que es posible leer
directamente de el funcional generador de las funciones de Green conectadas
W[J]. Esto es

WJ] = —; / dtdt’ J(t) Ge(t —t') J(t') . (2.17)

con Gr(t —t') el propagador de Feynman que viene dado por la expresién

—iw(t—t") 1

, Gplw) = —5—5—. (2.18)

w? — w +ie

dw e
A
Gr(t=t) = 21 w2 — WE + ie
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En el propagador de Feynman vemos que si € = 0, hay unas singularidades que caen
sobre el eje real (que es el contorno de integracién). Precisamente la prescripcion de
Feynman es la manera correcta de realizar esta integracion y que es consistente con
el calculo de las funciones de Green de n-puntos como ya se mencion6 en el capitulo
anterior. Para verificar que Gp(t — t') es la funcién de Green, basta con comprobar la
identidad — (% +wd — ie) Gp(t—t') = d(t—t'). Mencionamos ademads que al realizar
el cambio la medida no cambia Dé = D¢ debido a que es simplemente una

traslacion.

2.3. Oscilador Armoénico Fermidnico

Queremos tratar brevemente, y por hacer mas completo este capitulo, algunos
aspectos del oscilador armoénico cuando el grado de libertad descrito es una variable
de Grassmann. Si observamos el Hamiltoniano para el oscilador Bosénico , es
posible proponer por analogia el siguiente Hamiltoniano para el oscilador Fermiénico
(haciendo i = 1)

Hy = 2 (b6 - bbF) (2.19)

donde b' y b son, respectivamente, operadores de creacién y destruccion Fermiénicos.

Esto quiere decir que satisfacen relaciones de anticonmutacién

{10} = {b, b7} =1. (2.20)
Usando esta relacion, el Hamiltoniano (2.19)) se reescribe como

N a1

El término b'h = Np es el operador niimero para Fermiénes y a diferencia del caso

Bosonico sélo tiene autovalores 0 y 1.
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2.3.1. Lagrangiano del Oscilador Fermiénico
A diferencia del caso Bosonico, el oscilador Fermiénico no tiene andlogo casico. El

uso de variables de Grassmann hace inevitable un tratamiento tipo operador de estas

cantidades como veremos a continuacién.
Se propone el siguiente Lagrangiano (h = 1) para el oscilador Fermi6nico
/I; — . = wo —
L= (d0—dv) - Dy, (2:22)

con 1, 1 variables de Grassmann independientes. Este Lagrangiano estda en corres-

pondencia con el Hamiltoniano (2.19), como veremos a continuacién. Utilizando la

identidad %(@Z)w) = 1;@/) + 1), es posible reescribir el Lagrangiano (2.22) en la forma

L =i — 0.9, (2:23)

en donde se desprecia la derivada total porque no aporta a la dindmica. Una vez que se
tiene el Lagrangiano se calcula el momento conjugado de cada variable para luego hacer
la transformaciéon de Legendre y obtener el Hamiltoniano. Realizando explicitamente
el calculo para my, se tiene que

roo= o= D (50— dw) -l = 1 (-055) =50 a2y
Para realizar el cédlculo se utiliz6 la derivada Fermidénica por la derecha. Ademas el
signo menos aparece debido al cardcter Fermiénico de la derivada (ver apéndice .

Siguiendo un procedimiento similar se calcula el otro momento conjugado y se obtiene

Ty = —%¢ Usando estas relaciones calculamos el Hamiltoniano
H = dmyrim—L = o (—50) +9(-5¢) =5 ($0+d0) + 20, vl
= S, (2.25)

y haciendo la identificaciéon ¢ = b y 1) = b se recupera el Hamiltoniano 1} como
ya se habia indicado. Vemos entonces que el Lagrangiano propuesto funciona. Por

otra parte notamos el caracter de operadores que tienen las variables de Grassmann
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aun cuando las estamos tratando clasicamente (clasico en el sentido de que no son

operadores).

Hemos encontrado una analogia entre los operadores Fermiénicos de creaciéon y
destruccion y las variables de Grassmann que definen al Lagrangiano para el oscilador
armoénico Fermidnico. Siendo consistentes con esto se debe concluir que

v =b — Pt = bl =9

v = bf — Of = HF =, (2.26)

Por otra parte es deseable que el operador niimero Fermiénico sea Hermitico al igual
que lo es el operador nimero Bosonico, para esto debe cumplirse N} = Np y esto
obliga a que se satisfaga @ = 7). Esto inspira una operacién llamada conjugacién

de Grassmann donde, dadas dos variables Fermionicas 1 y x, se cumple

X = 71X (2.27)
por lo tanto vemos que las variables 1), 1) son conjugadas una de la otra (conjuga-

das a la manera de Grassmann). Usando estas definiciones es facil demostrar que el

Lagrangiano es real en el sentido L = L.

Una vez que se tiene el Lagrangiano se puede construir el funcional generador

para el oscilador arménico Fermiénico
_ _ Y 7 _ . - - B _
Zini) = N[ DoDv exp i [t |5 (b0 =) — L0+ 7+ ] b (229)
y tomando derivadas funcionales de esta expresién se obtienen las funciones de Green.

La derivada funcional que usaremos es la derivada funcional de Grassmann izquierda

SFR) ,
o)~ m e (P +ad(t— )] - Flu()]) (2.20)

donde « es una variable de Grassmann. La posicion de «a define la direccion en la

cual actiia la derivada. Dado el cardcter anticonmutativo se puede pensar en o'

simplemente como %. Ademas notamos que si el funcional es polinémico, el limite
es redundante debido a que o*> = 0 y la mayor potencia de o en la expansién del

funcional es lineal.
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2.3.2. Propagador de Feynman

El Lagrangiano ([2.22)) posee una estructura matricial subyacente que pondremos

de manifiesto para calcular el propagador de Feynman de la teoria. Consideremos el

arreglo
I i S
U= |1, U=yt Yt =1y | . (2.30)
¥
Definimos también la operacién ¥
_ oo i
U = Uty = [¢ 14 = [w _¢] , (2.31)
0 —1
donde o3 es la matriz de Pauli diagonal. Con estos nuevos objetos se verifica que
_ ) " _ _
Yo = 1 ||| = v -9y, (2.32)
/l[}_
— d - 1 0| U
Ty ¥ = i[5 ] | = i — ), (2:33)
¢ 0 —1| |¥
y por lo tanto es posible reescribir el Lagrangiano (2.22))
= b — i) — 5] = e Ly g
L= (00— 00) - Dlbu] = JTon v — T (2:31)

Es interesante ver como este Lagrangeano tiene una estructura analoga al Lagrangeano

de Dirac. Si consideramos ahora las fuentes podemos ver que

(8

n
1

= OV. (2.35)

e = [ 4“ — =i = - = |n ]

Se ha utilizado el caracter anticonmutativo de las variables de Grassmann. Dada esta
relacion podemos aprovechar su simetria y escribir el término de acople a las fuentes

como i) + ¢n = (VO + OV).

Usando estos resultados se reescribe el funcional generador dado en ([2.28)

_ _ 1 [too —( d _ _
Z[0,8] = N/D\IJD\IJeXp 5/_Oodt T iog 70 — woll | W +T6 + OV
_ g [T __ _ _
_ N/D\I/D\Ilexp{z/oodt [\IJD\IJ+\IJ@+@\IJ”, (2.36)
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donde resaltamos el cardcter matricial del operador dentro de la exponencial
’L(%) — Wy 0
0 —i(4) = wo

La ventaja de tener escrito el funcional generador de esta forma es que se tiene una

d

forma cuadrética y la integral vuelve a ser Gaussiana, aunque en este caso Gaussiana
tipo Grassmann. Si realizamos el cambio de variables ¥ = y — D=0, cuyo Jacobiano

es 1, es posible realizar la integracion obteniendo

200,8] = N exp (—;h [ drdt &) Gt 1) @(t’)) , (2.38)

con G (t—t') la funcién de Green de Feynman (o propagador) que satisface la relacion

formal D G = 1. Usando la prescripciéon de Feynman se encuentra que

Oplt— iy = (B0 ™0 pdw o sl

27 03w — wol + el 21 w? — W2 + ie

. (2.39)

donde resaltamos el hecho de que al final debe hacerse ¢ — 0. Para llegar a esta

relacién se utilizé la identidad (03w + wol)(o3w — wel) = (w? — w)1.

Una vez que se tiene el funcional generador en principio se podra calcular cualquier
funcién de Green de n-puntos que se quiera tomando la derivada funcional apropiada.
Més aun, dada la expresion es posible escribir el funcional generador de las
funciones de Green conectadas de la misma manera que se realizo para el caso Bosonico.
Esto es

W] = —; [ dtdt &) Gt ~ ) O(1). (2.40)

Teniendo estas expresiones a la mano es posible calcular cualquier amplitud de tran-

sicion en el régimen perturbativo de la teoria.

2.4. Mecanica Cuantica Supersimétrica

Las teorias que involucran supersimetria intercambian grados de libertad Boséni-

cos y Fermionicos. Es posible construir un modelo supersimétrico sencillo usando como
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bloques elementales los osciladores arménicos Bosonicos y Fermiénicos estudiados en
las secciones anteriores. Sin embargo, en esta seccion no se pretende hacer un estudio
exhaustivo del tema, sino mas bien brindar un ejemplo en el que pueda aplicarse el

tema principal que nos concierne que es la integral de caminos.

2.4.1. Nociones de Supersimetria en Mecanica Cuantica

Empecemos construyendo un Hamiltoniano para la teoria supersimétrica. Utili-

zando las expresiones (2.5) y (2.21) se propone el Hamiltoniano
H = Hp+ Hp = wy (@fa+b'0) = wy (Np + Np). (2.41)

Utilizamos los autoestados de Hp v Hp, |ng) v |ng) respectivamente, para gene-
rar los autoestados de H que se denotardn |ng) @ |np) = |np,np). Ademés los
autovalores para los estados Bosénicos son ng = 0, 1, 2, ..., y para los estados Fer-
mibnicos np = 0, 1. Con estas definiciones se comprueba la accién de H sobre los

estados |ng,np)

Hlng,np) = wo(Np+ Np)|np) @ |np)
= wo (Ns|ng) @ np) + Ing) @ Np |np))
= Wo (nB + nF) Inp,nr)

= EanF |7’LB, TLF> . (242)

Es claro que el estado base viene dado por los autovalores ng = np = 0 y ademés es
unico. Sin embargo notamos que cualquier otro estado esta doblemente degenerado.
Esto se ve facilmente considerando los autovalores de los estados |ng, 1) y |ng + 1,0),

especificamente E, .1 = E,,+10 = wo(np + 1).

Consideremos ahora los siguientes operadores que mezclan tanto operadores Bo-

sonicos como Fermionicos

O=alb, Of=ta. (2.43)
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Estos operadores conmutan con el Hamiltoniano ([2.41)) y por lo tanto son una cantidad
(carga) conservada de la teoria. Por otra parte, el Hamiltoniano mismo puede escribirse

en términos de estas cantidades. Para verlo se calcula el siguiente anticonmutador

{0.Q" = QQ"'+Q'Q

= —H, (2.44)

donde se utilizo que los operadores Bosoénicos y Fermiénicos conmutan entre si, por
ejemplo @b = ba. Si unimos el hecho de que los operadores ) y Qf conmutan con el

Hamiltoniano H, se concluye que estas tres cantidades forman un algebra de la forma
A A A oA A A 1 -
Q. H =0, [ H =0, {QQ}= S (2.45)

Una consecuencia inmediata del algebra supersimétrica es que si el estado de vacio es
invariante, entonces el valor de expectaciéon de vacio del Hamiltoniano es nulo. Para
ver que esto es asi, primero notamos que a0,0) = a|0) ® |0) = 0 y de igual manera
se tiene b[0,0) = |0) ® b[0) = 0. Por lo tanto los operadores Q y Q' satisfacen
Q|0, 0) = QT]O, 0) = 0. Podemos ahora demostrar que el valor de expectacion de vacio

del Hamiltoniano es nulo

(0,017]0,0) = wo(0,0/QQ" +Q'Q|0,0)
= (0,0/QQ10,0) + (0,0/Q'Q|0,0)
= 0. (2.46)

Esta relacion es cierta siempre que se satisfaga que Q|0, 0) = QT|0, 0) = 0. Es impor-
tante ver que cada término en la expresion anterior es de la forma (0, 0|QTQ|0, 0) =
1Q10,0)[2 > 0, es decir cada término es semidefinido positivo de manera que el Hamilto-
niano supersimétrico es también semidefinido positivo. Esta es una caracteristica

tipica de las teorias que poseen supersimetria.
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A continuacién queremos estudiar la accién de los operadores ) y QT sobre los
estados |ng, np). Para esto consideramos un estado general

&T)TLB

—~

Ing,np) = ("™ [0,0), (2.47)

nB!
donde se ha elegido una normalizacion apropiada segun el caracter Bosonico y Fermio-
nico del operador de creacion. Ademas recordamos que ng =0, 1, 2, ... ynrp =0, 1.

De esta menera usando las definiciones (2.43|) encontramos que

“ \/TLB+1‘TLB—|—1,7LF—1>, si nF%O,
Qnp,np) = (2.48)
0 , si np=20,
. —ng—1,np+1), si ng#0 o0 np#1,
Qt lnp,np) = {V"F (2.49)
0 , si ng=0o0np=1.

De esta manera vemos que el efecto de los operadores Q y QT es el de intercambiar

grados de libertad Boséniccos y Ferminoénicos.

2.4.2. Mecanica Cuantica Supersimétrica y la Integral de Ca-
minos

En esta seccion se estudiard una teoria supersimétrica un poco més general. Se

considera un Lagrangiano de la forma
1. 1 _. _
L= 38— 5 f2(0) + i - [ (9)vv. (2:50)

Este Lagrangiano consta de dos grados de libertad, ¢ que es Bosoénico y ¥ que es
Fermiénico; L es un Lagrangiano clasico en el sentido de que no contiene operadores.
Ademas la cantidad f(¢) es una funcion del grado de libertad Bosonico. Si se hace

f(¢) = woo tenemos el oscilador arménico supersimétrico
Lig 159 7 y
L=3¢" = Sup¢” + i) — wopyp, (2.51)
donde vemos que esta expresiéon contiene los Lagrangianos vistos en ((2.2) y (2.23).
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Teniendo el Lagrangiano de la teorfa se escribe el funcional generador Z
(con i = 1)
7 - N/D@wa exp (z’/dtL)
- ol L)
x/Dsz exp [@'/dt (iW—f’(gb)Wﬂ (252)

X

La parte Fermi6nica puede escribirse como i) — f' () = 1) (i% —f (qzﬁ)) P es

decir, es cuadratica en ¢ de manera que podemos integrar
Y d / - Ly 1,
7 = /\/’/qu det (i — 1'(8) ) exp [z/dt (2¢ —of (¢))] L (253)

El determinante que se obtiene como resultado de la integracién en la variable Fer-
mionica contiene a la variable ¢. En principio la integral en la variable Bosénica no es
cuadréatica. Sin embargo existe una transformaciéon que simplifica el problema como

veremos a continuacion.

Mapa de Nicolai

Consideremos la siguiente redefinicién de la variable Bosénica p = i¢p — f (x) al dife-

renciar vemos que el Jacobiano de esta transformacién es
d d !
Dp=i(S— o)) Ds — J=|det(it-r@))| . (@5
dt dt
es decir el Jacobiano es el inverso del determinante que esté en la ecuacion ((2.53)).

En lo que sigue se asumird que f(¢) es un monomio de potencia impar f(¢) ~

¢*" ™ conn =0, 1,2, .... De esta forma consideramos la siguiente integral

[t = [atiid— r@)?
_ / dt [~4% + 12(9)] - 2ig / de 6>+ (2.55)
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Al realizar la ultima integral vemos que se anula debido a la potencia impar del

integrando y por lo tanto el resultado es

/dt [ - 12(0)] = —/dth. (2.56)

Finalmente sustituyendo (2.54]y [2.55)) en (2.53) se obtiene

Z = ./\7/ Dp exp [—;/dtpﬂ : (2.57)

Hemos encontrado el hecho notable de que una teoria supersimétrica puede ser rede-
finida de manera que tenga la forma de una teoria Bosonica libre. El mapa de Nicolai

puede extenderse a teorias de campos en mas dimensiones.

En este capitulo estudiamos el oscilador armoénico, que es el ejemplo casico para
la integral de caminos en mecanica cuantica y vimos céomo se aplica el formalismo
desarrollado en el capitulo 1. Ademads se revisé un ejemplo menos trivial como lo es el
oscilador arménico Fermiénico y posteriormente una teoria supersimétrica que mezcla
los grados de libertad Bosonico y Fermionico. En el capitulo siguiente se extendera
el formalismo de la integral de caminos a las teorias de campos, haciendo uso de los

conceptos aqui desarrollados.
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Capitulo

La Integral de Caminos en Teorias de
Campos. Caso T = 0.

Hasta ahora se ha discutido la integral de caminos en teorias de un grado de
libertad, teorias en 041 dimensiones. La extensién a varios grados de libertad es rela-
tivamente sencilla al menos formalmente. Vamos a hacer uso extenso de las analogias
con el caso de 041 dimensiones (mecédnica cudntica) para asi ir directo a los puntos

importantes en nuestra discusion.

La extension del formalismo al caso continuo puede realizarse como un caso limite
al caso de varios grados de libertad [17,|18,23]. De esta forma podemos denotar ¢(x)
un grado de libertad continuo, es decir un campo, donde x denota las coordenadas
espacio-temporales en d = D + 1 dimensiones; tradicionalmente se considera 3 + 1
dimensiones aunque muchos modelos con otra dimensionalidad son muy utiles. El

funcional generador de las funciones de Green es este caso

Z[J] = N/ng exp {z/ dz (L + J(p)} , (3.1)

donde £ denota una densidad Lagrangiana que contiene la teoria fisica a ser estudiada
y J es una fuente que se acopla al campo ¢ de manera auxiliar y asi generar las
funciones de Green mediante un proceso similar al realizado en el capitulo 1 y que acéd

revisaremos para el caso de campos.
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Un aspecto importante a mencionar es que la medida de integracion D¢ tiene un
comportamiento divergente en el limite continuo. Puede decirse entonces que en un
sentido matematico estricto, la integral de caminos no existe para campos. Sin embargo
si A absorbe la parte divergente, pueden obtenerse las funciones de Green debido a que
en este calculo se cancelan estos términos divergentes. Si bien este hecho pareciera un
argumento negativo en contra de la formulacién a la Feynman de la teoria cuantica de
campos, puede verse de la extensa literatura y del enorme uso de esta herramienta en
la investigacion avanzada que su aprendizaje forma parte de las herramientas béasicas

de la fisica tedrica.

3.1. Campo Escalar Real - Teoria Libre (A = 0)

La mejor manera de entrar rapidamente al uso de las integrales de camino en la
teoria cuantica de campos, es mediante un ejemplo. De esta forma podremos hacer

uso de los conceptos y herramientas desarrollados en los capitulos anteriores.

El campo escalar real describe a una particula de espin cero. Empezamos el estudio

del campo escalar real escribiendo su Lagrangiano

1 m? A
— — = —OH _—— 2—— 4
L=T-V = 0000~ 56— 36" (3.2)

Dado que el potencial V = %2¢2 + %gb‘l es un polinomio de orden n > 2, se dice que
este Lagrangiano corresponde a una teoria con interaccion. Consideramos que A > 0
para garantizar que la teoria esté acotada por debajo y sea estable. Por otra parte m
es el valor de la masa asociada a las particulas descritas por este campo en el caso de
la teorfa libre (A = 0); sabemos que la presencia de interacciones modifica el valor de
la masa de las particulas descritas por el campo. El término cuartico nos dice que la

teoria posee autointeracciones.

A continuacion se calcula el funcional generador Z[.J] para la teoria libre, A = 0.
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Sustituyendo (3.2)) en la expresién se obtiene
ZolJ] = N/ D¢ exp {Z/ d'x (;a“gzsam — ”;Zgzs? + J¢>}
o [ 2

- N/ngexp{—z/dx[zgs(auaﬁm)gb—m”. (3.3)
En la segunda linea se realiz6é una integracion por partes y se desprecié el término de
borde asumiendo, como es usual, que los campos se anulan en el borde. La ventaja de
expresar el funcional generador de esta forma es que aparece explicitamente una forma
cuadratica en los campos y de esta manera puede realizarse una integracion Gaussiana,
aunque en este caso una integracion funcional. Para realizar la integral resulta ttil
discretizar el argumento que aparece en la expresion anterior de la siguiente manera

1 1o~ o
—50 (0" +m*) o~ Jo  — 6 AT, (3.4)

—

donde se ha discretizado el campo formando un arreglo ¢ y el operador diferencial
pasa a ser una matriz A. Repetimos que no es necesario realizar esto explicitamente,
simplemente es un recurso para entender lo que debemos hacer. Una vez hecho esto se

hace la transformacién ¢ = gg +A T y al calcular las integrales Gaussianas se tiene

que
N T
4 = 0, v exp {3 [ d'e 'y J(@) Drle = 1)J(0)}
= ZO[O]eXp{—;/d4xd4yJ(x)DF(:z:—y)J(y)}. (3.5)

En este resultado se observa que la funciéon de Green de Feynman Dp(z —y) = A~}
es aquella que satisface la relacién A- A~! = 1 que en el caso continuo corresponde a
— (019, + m* —i€) Dp(x — y) = é*(x —y) y recordamos que al final de los cdlculos
se debe tomar el limite ¢ — 0. Para encontrar la funciéon de Green conviene hacer la

transformada de Fourier y resolver. Al hacer esto se obtiene

dAk eik(:vfy)
Dole — ) = 1 .
r(z—y) 5% (2m)* k2 — m? + ie

(3.6)

En esta expresion las componentes del momento £# son independientes y por lo tanto
no estén ligadas a la condicién k? = m?2, de manera que se estd describiendo la propa-

gacién de particulas virtuales (se dice que las particulas virtuales no estan on-shell).
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Ademas, si recordamos la interpretaciéon de la funciéon de Green como amplitud de
transicién de cierto proceso, podemos decir que la expresién anterior nos da la am-
plitud de transicion de crear una particula de masa m en el punto = y destruirla en
el punto y. Con esta interpretacion puede verse que D (x — y) posee una resonancia

precisamente en k? = m?.

Es posible realizar la integracion temporal del propagador y encontrar una
expresion para Dp(z — y). Para esto se realiza una integracion en el plano complejo
y se utiliza la prescripcion de Feynman como via de evitar las singularidades en el
contorno de integracion. Al realizar la integracién se obtiene

d*k

L OR T i(wgt—F) i(wrt—k-7) g (_
i, [T OW + STPO0] L @)

Dp(z) = /

con wy = +\/ k2 4+ m? y donde se ha hecho y = 0 por simplicidad; es decir esta
expresion describe la amplitud para que una perturbacién del campo se propague

desde el origen hasta el punto .

Una vez que se construye el funcional generador Z[J] se pueden obtener las fun-
ciones Green de n-puntos de la misma forma que se encontré en (([1.50). Por ejemplo

para la teoria libre (3.3)) y usando el resultado (3.5)) puede comprobarse que

w0 = S Sl = o (35)
OB i) 0 = Sh S = Gl (@)

Vemos que se obtiene el propagador de Feynman como la funciéon de Green de 2-puntos,
es decir Go(x,y) = iDp(x—y). Esto se debe a que las contribuciones de ((3.8]) son nulas.

Cualquier funciéon de Green puede obtenerse utilizando este procedimiento.

Antes de continuar, es importante decir que en la expresion (3.3]) estan presentes
varias de las caracteristicas de la integral de caminos que ya se han estudiado en los
capitulos 1 y 2 de este trabajo. En particular notamos el cardcter oscilatorio de la

integral. Para solucionar esto es necesario usar algunos de los recursos ya estudiados:
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la prescripcién de Feynman o el paso al tiempo Euclideo (también conocido como

rotacion de Wick).

3.2. Funcional Generador de las Funciones de Green Conec-
tadas

Es posible definir un nuevo funcional W[J] de manera andloga a como se hizo

en el capitulo 1. Considerando que al realizar la integral de camino de la teoria libre

queda una expresion de la forma Zy[J] = Z;[0] e"lV]| se tiene que
: ZO[J]>
W|J| = —iln
7 (%0
1
= 5[ dwd'y J(@) D~ 4) I (). (3.10)

donde se utiliz6 el resultado (3.5). De la forma que tiene esta expresién se ve que es

posible obtener a partir de él la funcién de Green de Feynman.

3.2.1. Funcional Conectado vs Funcional no Conectado

Para entender las diferencias entre Z[J] y W[J] realizamos un estudio breve del

contenido de ambas. Dada la forma Zy[J] = Zy[0] e'”] se realiza una expansién

Zo[J] Wi _ s "
— g — —Wn
Zolo] — ¢ ,;) nl
+o0 n A A
= Zﬁ/d o dir, Gy, xn) J(2r) - T (x) (3.11)
n=0 """
de manera que se obtienen las funciones de Green de la teoria libre Go(xq,...,z,)

tomando derivadas funcionales respecto de J(z). Es decir

() 8zl

Go(x1,...,2y) (3.12)

J=0
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Utilizando la expresion (3.10]) calculamos para el caso n = 2

(—i)> ¢ 0 W]

Zo[0] 0J (y) 6J(x) = iDp(z —y) ™ +

+ (/ d*zDp(x — xl)J(xl)) (3.13)
(/ d*z1Dp(y — xl)J(x1)> el

Al evaluar en J = 0 se llega al resultado Gy(z1, x2) = iDp(x; — x2) como se indicé en

la ecuacion ((3.9)).

Si se observan los célculos anteriores queda claro que G(z1,...,x,) = 0 siempre

que n es impar. Ahora bien, evaluando para n = 4 se obtiene el siguiente resultado

go($1,$2,$3;I4) = - [DF(Il - Iz)DF(xs - 964)
+ Dp(x1 — x3)Dp(xg — 4) (3.14)
+ DF(I'l — ZE4)DF(1'2 — [Eg)] .

Notamos que G(x1, T2, 23, x4) es la suma de todas las permutaciones posibles realizadas
con funciones de 2-puntos. Retomando la interpretacion como amplitudes de transicion
puede decirse que G(x1, T2, T3, x4) describe la amplitud de transicién para el proceso de
crear-destruir particulas en los puntos (1, T2, 23, x4). El resultado anterior nos dice que
esto pasa Unicamente en pares que no estadn correlacionados. Por ejemplo el primer
término Dp(zq — x2)Dp(x3 — z4) dice que una particula se crea en x5 y se destruye en
x1 y otra particula se crea en x4 y se destruye en x3; sin embargo ambas particulas no
interaccionan, ambos procesos ocurren de forma independiente. De esta forma los otros
términos dan las otras posibles formas de conectar cuatro puntos haciendo grupos de

dos puntos. Es por esta razon que G(x1, 9, 3, z4) se llama desconectada.

Esta forma de expresar las funciones de Green de n-puntos como todos los pro-
ductos posibles de funciones de Green de 2-puntos es un resultado general y se conoce
como teorema de Wick y es una herramienta esencial para el calculo de las funciones

de Green en teoria cuantica de campos.
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A continuacién consideramos las funciones de Green generadas por el funcional
W1J], definidas por la expresién

. K
(=0) 5T(x1) -0 ()

G(z1,...,x,) = iW1J] : (3.15)

J=0
En la ecuacion (3.10) vemos que W[J] es cuadrético en J(z) de manera que cualquier

derivada con n > 2 se anula. Usando la expresion anterior se comprueba que

y no existe ninguna otra funcién de Green del tipo G(x1,...,z,) defnida en .
Estas funciones de Green se conocen como conectadas porque todos los n-puntos invo-
lucrados estan correlacionados. Lo quiere decir el resultado anterior es que en una teoria
libre la tnica funciéon de Green conectada es el propagador: la funciéon de Green de 2-
puntos. Ademas al relacionar y (3.15)) se comprueba que las funciones de Green
G(zq,...,r,) pueden obtenerse de las funciones de Green conectadas G(x1,...,T,).
Las funciones de Green conectadas son los bloques fundamentales para construir las

otras cantidades.

3.3. Campo Escalar Real - Teoria con Interaccién

Cuando la teoria posee términos de interaccion es posible realizar un tratamiento
perturbativo, al menos en el régimen de acoplamiento débil. Para entender el proce-

dimiento estandar establecemos la siguiente identidad

A A
exp <—4!¢4 + J¢> = exp (—4!¢4> exp (J(b)
- 2

e () 5 (2 o)

: A Ot 1/ A 0+
= 1+<_4!8J4>+2!<_413J4> +oe eXP<J¢>

A
= exp <—4! 3J4> exp (Jgf)) . (3.17)
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Lo que hemos encontrado es que es posible generar una expansion de la teoria con
interaccién, tomando derivadas respecto al término que contiene la fuente .J. Utilizando
un resultado analogo al anterior pero en términos de funcionales, se obtiene que para el
campo escalar real podemos escribir el funcional generador de la teoria con interaccién

como
2
ZlJ] = N/D(b exp{z’/d‘lx <;a#¢a#¢_";¢2_i!¢4+{]¢>}
= N/D(b exp{—ij/d‘lx&}exp {i/d% (;3“¢3M¢— ”;2¢2+J¢>}
i\ s \*
_ W [
- N/D¢exp{—4!/das< Z(SJ(:[)) }
2
exp {z / d'z (;awaﬂcﬁ—rgqﬁHw)}

- eXp{_iS/ d'a <_i 6J6(x)>4} 7ol 1 (319

Este resultado nos dice que podemos tener un desarrollo perturbativo de la teoria

tomando derivadas respecto de la teoria libre. La forma que tiene esta derivada depen-
derd de la interaccién; la teoria A¢* indica que debemos derivar funcionalmente cuatro
veces al funcional generador de la teoria libre, por cada orden en el acoplamiento .

Este resultado es notable.

En resumen, vemos que el término de interaccion en el Lagrangiano puede rees-

cribirse
)
L — Li|—t——], 3.19
(6@) (~i50) (3.19)
y esto vale para cualquier término de interacciéon. La expansién perturbativa de la

teoria consiste en una doble expansion: se expande en A segun la precision deseada y

se expande en J(x) dependiendo del proceso que se quiera estudiar.

Es importante mencionar que los términos de interaccion se eligen de manera
que puedan modelar el fenémeno a estudiar y deben satisfacer los requerimientos de

ser un escalar de Lorentz y ademas que el Hamiltoniano asociado a la teoria esté
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acotado por debajo para que la energia pueda tener un minimo y asi sea estable bajo
perturbaciones. Ademas muchas veces es deseable que la teoria sea renormalizable,
este hecho limita el grado de la méxima potencia (de los campos) que puede aparecer
en el potencial V del Lagrangiano. En el caso de la teoria A¢? en d = 4 dimensiones,
la teoria es renormalizable. No se profundizard en los aspectos de renormalizacién en

este trabajo.

3.4. Funciones de Green para la teoria \¢*

Veamos con cierto detalle como se obtienen las funciones de Green para la teoria
con interacciones y determinar cudles son las modificaciones respecto a la teoria libre.

Partiendo de la expresion (3.18) hacemos una expansion a orden O(\)

21 = Zo[J]+ Zi[J]

- (1 - Zﬁ/ d'z (—i %)4) ZolJ]

N[ 8 Z[]
I/ TS i)

= Z[J] - Z/d% l3(iDF(O))2+6'L'DF(O> </d4pr(m—y)J(y)>2

+ </ d'y Dp(x — y)J(y)ﬂ Zo[J] . (3.20)

Es evidente que al hacer A = 0 se recupera la teoria libre Zy[.J]. Se observa que aparecen
unos factores de la forma Dp(0) = Dp(z — x) al hacer las derivadas funcionales; estos
factores pueden interpretarse como correlaciones que empiezan y terminan en el mismo
punto. Resaltamos también que todos los términos contienen una potencia de primer
orden en X. Ahora que se tiene el funcional generador para la teoria con interaccién

a orden O(\) es posible encontrar las funciones de Green no conectadas de la teoria

G(zy,...,xp).

Vamos a calcular la funcién de Green de 2-puntos G(x1,x2), para ello utilizamos
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la ecuacion . Al efectuar el calculo se obtiene
(—i)? A
Z0] 6J(x1)0J(x2)
= 1Dp(r1 — x9)
i\
4!

g($1>$2) =

J=0

2) /d%- iDp(zy — ) iDp(x — ) iDp(z — ). (3.21)

El primer término es la funcién de Green (3.16|) de la teorfa libre Gy(x1,x2). El segundo
término representa una correccién a orden O(\). Extendiendo este procedimiento es

posible generar correcciones de orden superior a todas las funciones de Green.

3.4.1. Diagramatica

Existe un recurso nemotécnico para escribir los términos de la expansién tanto
del funcional generador como de las funciones de Green. Este recurso fue ideado por
Feynman (al parecer Stiickelberg ya habia expuesto esta idea en una conferencia varios
anos antes que Feynman [24]; se dice que Gell-Mann, para fastidiar a Feynman, llamaba
a los diagramas de Feynman, diagramas de Stickelberg) como una manera rapida de
encontrar la forma de los términos que aparecen en la expansoén perturbativa de la

teoria.

Consideremos el funcional generador Z[.J]. A cada elemento puede asignérsele un

elemento grafico de la manera siguiente

iDp(z—y) = — , (3.22)
i / d'z J(z) = 00—, (3.23)
—iX / dz = ® (3.24)

Usando esta representacion para escribir el término Z;[J] en (3.20) se obtiene
2] = 4| CX) + 6 OQO >< eXP( ) . (3.25)
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Se entiende que cada fuente y cada vértice tiene su coordenada de manera que se
esta integrando sobre todas las coordenadas involucradas. Si vemos el primer término
notamos que no contiene fuentes; a este tipo de diagramas se les conoce como diagramas
de vacio. Cuando eventualmente se evaltia en J = 0, se anulan todos los diagramas que
contienen al menos una fuente, es por esto que los diagramas de vacio corresponden a

bucles (loops) sin lineas externas.

Para la discusion que sigue se asume que se normaliza la integral de caminos de la
teorfa libre, de forma que se tenga Zy[0] = 1. Al considerar la teorfa con interacciones

el vacio cambia y se pierde esta normalizacion. Esto puede verse claramente a partir

de (]3.20)
A
Zmy=1—%/d%@Dﬂmf¢1. (3.26)
La correccién al vacio esta relacionado con los llamados diagramas de vacio que se

acaban de discutir.

Hemos visto que el vacio de la teoria libre se modifica al considerar interacciones.
Sin embargo, todos los demds procesos que ocurren (como procesos de scattering) son
descritos con referencia al vacio de manera que es conveniente restar las contribuciones
de vacio de todas las expresiones calculadas. Para ello se define el funcional Z[.J] = %;
con esta redefinicién se eliminan las contribuciones de vacio o equivalentemente todos
los procesos con valores cuya referencia es el valor de vacio. Esto es andlogo a mover
la referencia al calcular la energia potencial de un sistema. Una manera sencilla de

verificar que se sustraen los valores de vacio es mediante el nuevo funcional W/[J]

asociado al nuevo Z[.J]

iW[J] = InZ[J] = mZ[J] —1n Z[0]. (3.27)

Es claro que con esta normalizacion se eliminan las contribuciones de vacio.

Sabemos que para encontrar las funciones de Green es necesario derivar al fun-

cional generador respecto de las corrientes. Este procedimiento de derivacion respecto
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de J(z) se representa en la forma diagramatica de la siguiente manera

= — . (3.28)

)
0J(z)

Se observa que en el punto espacio temporal respecto al cual se escribe la derivada

es importante debido a que el propagador resultante queda evaluado en este punto.

A continuacion calculamos algunas funciones de Green y para esto utilizamos el
funcional W[J]. Utilizando (3.25)), la cancelacién de los diagramas de vacio y recor-

dando ademés que se ha normalizado Zy[0] = 1 se obtiene que

W[ = WmZ[J] + n(1+Z[J) ~ WZlJ] + Z[J]

:;o_o+1 6OQO +><: , (3.29)

donde se ha utilizado la aproximacién In(1 + x) ~ x. Recordamos ademds que esta

expresion es a primer orden en A lo cual puede verse porque solo aparece un vértice
( ® ). Tomando dos y cuatro derivadas funcionales encontramos las funciones de Green

conectadas G(xy1,z2) v G(x1,xe, 3, x4) respectivamente

G(z1,22) = iDp(x; — x2) — —/d4:r: iDp(x1y —x)iDp(x — ) iDp(x — x9)

Q (3.30)

G(x1, T2, T3,24) = —i)\/d4:r iDp(xqy — x)iDp(xy — x)iDp(xs — ) iDp(z4 — x)

e .

Vemos que los diagramas de las funciones de Green ya no poseen puntos abiertos
debido a que estos corresponden a corrientes y en las funciones de Green todas las
corrientes son nulas. Notamos también la aparicion de ciertos factores que preceden
a los diagramas; cada factor puede encontrarse de forma precisa utilizando argumen-

tos combinatorios. No se mirard en detalle el calculo de estos factores. Teniendo las
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expresiones analiticas con sus respectivos diagramas hace evidente la correspondencia

entre ambos y por lo tanto su gran utilidad.
Finalmente citamos las reglas de Feynman para la teoria A\¢*. Las reglas de Feyn-

man permiten calcular cualquier funciéon de Green conectada, estas son:

1. Dibujar todos los diagramas topologicamente distintos para cada orden elegido
O(A\") y el ntmero de coordenadas externas (correspondientes a las particulas

involucradas).
2. Se asigna un propagador iDp(x — ') a cada linea que conecta los puntos = y '

3. Cada vértice aporta un factor —i\ que conecta 4 lineas que corresponden a la

interaccion A¢*. En general los vértices conectan n lineas para una interaccién

del tipo A¢™.
4. Se integra sobre cada punto interno.
5. Se determina el factor de simetria.
Realizando una transformacion de Fourier es posible reexpresar estas reglas en el es-
pacio de momento. Los cambios a las reglas son los siguiente
2. A cada linea se asigna un propagador iDp(k) = i/(k* — m? + ie).
3. Cada vértice aporta un factor de —i\.

4. Se fijan los momentos de las lineas externas y se impone la conservacion del

momento en cada vértice.

5. Se integra sobre todo momento k que no esté fijo con [ d*k/(2m)*.
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En general son mas sencillas de aplicar las reglas en el espacio de momento. Las reglas
de Feynman permiten escribir cualquier funcién de Green conectada, en el régimen
perturbativo, para un proceso especifico y al orden O(\") deseado sin tener que ir al

desarrollo partiendo del funcional generador.

3.4.2. Ejemplo: Correccién al Propagador (1 loop) a7 =0

En esta seccion se calculara con un poco mas de detalle la correccion del propaga-
dor debido a la presencia de un término de interacciéon, como aparece en la expresion
; como ya hemos visto se trabajara con la teoria A¢*. El Lagrangiano estd dado
por y la accién viene dada por la expresion

5 — / Aol = / d'z (;augb@uqﬁ— ”;ng? —i! 4) . (3.32)

El desarrollo de este ejemplo nos servira como punto de comparacion al estudiar los

formalismos a temperatura finita en los capitulos siguientes.

En este capitulo vimos la forma que tiene el vértice de esta teoria para el caso

T = 0. Recordamos entonces que el vértice viene dado por el factor

>'< = —ir, (3.33)

Usando la forma del vértice se escriben los diagramas y a través de las reglas de
Feynman se escriben las integrales que es necesario resolver. Aplicando las reglas de
Feynman en el espacio de momento, se llega a la versién equivalente a la ecuacion

B3-21)

D(p)—lll—l—

iA
2Dp(0)
— 2 . 3.34
P2 —m? + e ] ( )

p? —m? + e
Recordamos que la diferencia entre el propagador y la funciéon de Green de dos puntos

es un factor . Ademds hemos escrito Dp(z —x) = Dp(0). Asumiendo que el desarrollo
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perturbativo es valido, es posible escribir formalmente

1 ADp(0)
D = 1 2
() pz—mQ—l—’ie[ +p2—m2—i—ie
1 L _5Dr(0) 77
 p2—m2+ie p? —m? + e

1
= : ) 3.35
P2 —m? — %DF(O)+Z'€ ( )

Al comparar esta expresion con el propagador de la teoria libre se observa que el
efecto de la interaccion sobre el propagador es la de modificar el valor de la masa de

las particulas m? — m?4 Am?2.

A continuacién se realiza la integracién de la parte temporal para la correccién

Am? de la masa. Utilizando la ecuacién (3.7) se obtiene

s (iA) dq 1
Am = 2 /(27?)4 > —m? + ie

h (ZQA) [22 /(;qu)?’ u}(J
= 2 / dgq L (3.36)

con wgz =+/¢*? + m?. Esta expresién es real, lo cual es bueno para poder tener particulas

estables. Sin embargo la integral espacial diverge. Este problema se resuelve aplicando
métodos de renormalizacion y usando contratérminos para modificar el Lagrangiano

original. En este trabajo no se estudiara los procedimientos de renormalizacion.

3.5. Amplitudes de Transicién y Temperatura Cero

Hemos visto que la integral de caminos es una representacion para la amplitud
de transicion de cierto estado inicial a un estado final. En el desarrollo que hemos
realizado se considerd que el estado inicial es el estado base (de vacio) de cierta teoria
y esta configuracion inicial se tiene para un t — —oo, es decir el estado inicial es

|0 — oo). Por otra parte el estado final vuelve a ser el estado base pero se alcanza
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cuando t — +o0, es decir |0 + oo). Hemos visto también que en general el operador
evolucién U(ty, to) conecta dos estados de la forma |ft,) = U(ty,to) |ito). Se define la

matriz S (o matriz de scattering) al siguiente caso particular del operador de evolucién

S = lim U(t,—t). (3.37)

t—o00

Es decir que en la representacion de la integral de caminos que hemos realizado esta

involucrada la matriz S.

Existe un resultado muy importante conocido como férmula de reduccion de
Lehmann-Symanzik-Zimmermann (LSZ). Este resultado garantiza que para cierto pro-
ceso que quiera calcularse sélo es necesario determinar la funcion de Green conectada
apropiada y esta funciéon de Green esta relacionada directamente con la amplitud de
transicién de ese proceso. De esta forma es posible calcular los elementos de la matriz

S que se desee con la precision deseada.

La amplitud de transicién a tiempos remotos (pasados y futuros) y el hecho de que
los estados inicial y final sean el de vacio, implican que no hay fluctuaciones térmicas en
las amplitudes calculadas. Para que haya fluctuaciones térmicas es necesario que haya
al menos dos estados iniciales o finales (o ambos) y claramente esto no ocurre para
el formalismo estandar de la teoria cuantica de campos. Ademads, operacionalmente se
hallan promedios térmicos calculando trazas al operador de evolucién y hemos visto
que el célculo de Z[J] no involucra trazas sino mas bien una cuidadosa configuracién
del estado inicial y final en el estado de vacio. En los casos donde es de interés calcular
promedios térmicos no es posible considerar la integracion temporal que aparece en
la accion desde —oo hasta 400. Es necesario entonces una extension consistente al

formalismo desarrollado para tratar los casos en los cuales existe temperatura finita.

En este capitulo se ha explorado la extension de la formulacion de la integral de
caminos al tratamiento de teorias de campos relativistas. Hemos visto como se calculan
los distintos tipos de funciones de Green, no conectadas y conectadas, partiendo de los

funcionales Z[J] y WJ] respectivamente. Ademds se estudié la técnica diagramética
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desarrollada por Feynman para poder encontrar, de una forma relativamente sencilla,
cualquier funcién de Green que se quiera calcular, dependiendo del proceso que sea de
interés y de la precision deseada. Por ultimo se argumenté que el formalismo tratado
corresponde a una teoria a temperatura cero, T = 0, debido principalmente a que
las amplitudes de transiciéon se consideran entre estados de vacio. En los capitulos

siguientes se extendera este formalismo al tratamiento de sistemas a temperatura finita.
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Capitulo

Teoria Cuantica de Campos a Temperatura
Finita - Tiempo Imaginario

Se comenzara este capitulo con un repaso del comportamiento de los sistemas
cudnticos en el equilibrio termodindmico [19,25-27]. Para ello se introducird primero
el formalismo de tiempo imaginario (también llamado de Matsubara) en término de

operadores y posteriormente su forma en integrales de camino [28].

4.1. Formalismo de Tiempo Imaginario - Matsubara

Un sistema en equilibrio térmico se caracteriza calculando valores medios sobre un
ensamble apropiado; los mas conocidos son el microcanénico, candénico y gran canénico.
Una forma directa de calcular estos valores medios es definiendo la matriz densidad

del sistema

po) = e, (4.1)
donde § = % y T es la temperatura del sistema y se asume que se utilizan unidades
donde la constante de Boltzmann tiene valor & = 1. El Hamiltoniano H tiene la

forma apropiada segtin el ensamble en el cual se trabaje. Por ejemplo en el gran

canonico tiene la forma de H = H — uN, con pu el potencial quimico. En el ensamble
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canonico H = H. En este resumen trabajaremos con un ensamble genérico; se debera
elegir uno en particular dependiendo del problema a resolver. Es claro que la matriz
densidad es analoga a los exponentes de Boltzmann y contienen la informacién sobre

las probabilidades de los estados térmicos del sistema.

Teniendo la matriz densidad es posible definir la funcién de particién del sistema

de la forma siguiente
Z(p) = Trlp()] = Tr[e ] (42)
Vemos que es necesario calcular la traza de la matriz densidad lo cual corresponde a
sumar sobre todos los valores de expectacion de la matriz densidad sobre una base
completa. Teniendo la funciéon de particion se calculan los valores medios para un

observable A y correlaciones de pares de observables fl, B de la manera usual

L m[p@A] wlenid]
A = Z(B)  Tr [6—57:[] ’ (4:3)
R Tr [p(ﬁ) A Bj Tr [e_m:‘fl B}

R P s

Se ha suprimido la dependencia de las coordenadas de los operadores para simplificar

la notacion.

Recordamos que dado un operador A en el marco de Schrodinger, se define el

operador A (1) en el marco de Heisenberg de la siguiente manera
Ay(t) = et de=it (4.5)

Usando esta relacién se encuentra que las correlaciones de operadores (observables) en

el marco de Heisenberg pueden escribirse como

o T [p(B) Au(t) Ba(t)]  Tr[e R Ap(t) etH e By (t)
(A(t)Bu(t)) = | Z08) | - | Tr [e %] |
Tr [0 Ae=M4i®) PR ()] Tr [Ag(t +iB) e By (1)
- Ty {@—Bﬁ} B Tr [6_57:‘]
= (By(t)Ap(t+ip)). (4.6)
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Para llegar a este resultado se utilizé la ecuacién (4.5) y la propiedad ciclica de la
traza. La expresion (4.6]) se conoce como relacién de Kubo-Martin-Schwinger (KMS).
En particular para correlaciones del mismo operador se satisface (Ag(t)Ag(t)) =

(Ag(t) Ay (t+iB)). Este resultado es general para operadores Bosonicos y Fermidnicos.

A continuacién consideremos que el Hamiltoniano del sistema H puede escribirse
como un término correspondiente al sistema libre (Hy) méds un término de interac-
cién (H'), es decir H = Hy + H'. Usando esta consideracion el Hamiltoniano para el

ensamble se expresa de la forma siguiente

H = H= Hy+ H', candnico ; (4.7)
H = H—puN = Hy—uN+H' = Ho+ H', gran candnico. (4.8)
Para estudiar el sistema con interaccion se plantea el siguiente ansatz y de esta manera

obtener informacion del sector de interaccion del Hamiltoniano. En este caso decimos

que la matriz densidad es
pB) = e P = ¢ G(B)  —  §(B) =PI (4.9)

donde se ha factorizado por conveniencia la matriz densidad p(f) aunque es obvio que

no se conoce la forma de S(3).

Para determinar cémo evoluciona el nuevo operador S(f) notamos que la matriz

densidad libre y de interaccion satisfacen las ecuaciones

OT) iy polr) (4.10)
8AT
T — ptr) = o+ )il (4.11)

con 0 < 7 < . Usando estas ecuaciones para el nuevo operador S(7) = p5'(7) p(7) se
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determina que satisface la siguiente ecuacion

05  Opyt. | . .0p
o T ar PPy
= —p ' H'p
= —po H poiy'p
- —-H8. (4.12)

En el altimo paso se ha realizado una analogia con el marco de interaccion pero en este
caso se usa la matriz densidad de la teorfa libre H "=yt H Po = et [l'e=mo Esta
transformacién define un marco de interaccion modificado del tipo Ay = etHo fe=THo,
Debemos notar que este tipo de transformaciones no son necesariamente unitarias si

7 es real. Sin embargo si 7 toma valores imaginarios, la transformacién si es unitaria.

1 T0

—'I:T()

Figura 4.1: Contorno Formalismo Tiempo Imaginario.

Es importante ver también que la matriz densidad (4.9)) funciona como un opera-
dor evolucién pero con un “tiempo” parametrizado en la forma ¢t = —iT que recorre los
valores (0, 3) en el eje imaginario negativo. Es por esto que este formalismo se conoce

como de tiempo imaginario.
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Ahora bien, la ecuacion (4.12)) para el operador S (1) puede integrarse formalmente

y se obtiene

50 = T (e_foﬁdTﬁ;(r)) . (4.13)

Esta expresion es completamente andloga a la que se encuentra para la matriz S en
los textos de teoria cuantica de campos a T' = 0. El simbolo 7, es el operador tiempo
ordenado y el subindice 7 resalta que los tiempos deben tomarse en este contorno es-

pecial donde el tiempo toma valores imaginarios. El operador satisface las propiedades

usuales
S(ra,m) = ( oy A A ) , con Ty >Tq; (4.14)
S(r) = S(r,0); (4.15)
1) = 58(0,7); (4.16)
§(7'377'2) S(2,71) S(rs3, 1) | con T3 >Tp > Ty (4.17)

Como puede verse, son relaciones totalmente analogas a las encontradas en los textos

de teoria cuantica de campos a T = 0.

El operador S(7) es analogo al funcional generador Z del cual se hablé el capitulo
anterior y permite calcular las funciones de Green del sistema utilizando un desarrollo
perturbativo conocido expansién de Dyson de la cual, a su vez, se pueden inferir las
reglas de Feynman para la teoria en cuestion. Todos estos son los procedimientos

estandar que se estudian al realizar la cuantizacion canénica de las teorias de campo.

Asi como en la ecuacion se utilizo un marco de interaccién modificado con
operadores sobre el ensamble, de la misma manera puede modificarse el marco de
Heisenberg mostrado en la ecuacion para adaptarlo a teorias con temperatura
finita en el equilibrio. Si qg y ngS* son operadores en el marco de Schrodinger se tiene

que el marco de Heisenberg térmico viene dado por

QASH(T) = e”ﬁq;e_#‘, (4.18)
Si(r) = eTHETeTH £ (pu(r) . (4.19)
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En estas expresiones unicamente colocamos la dependencia con 7 para no sobrecargar

la notacién. El ordenamiento en 7 se define de la siguiente manera
T (ou(r)ou(r) = O =7)ou(r)oy(r) £ O —7) Sy (T)u(r) . (4.20)

El signo + o — corresponde a operadores Bosénicos o Fermidnicos respectivamente.

Finalmente escribimos la relacion entre los marcos de Heisenberg e interaccion

¢H(7_) _ 6—&-77-1 Qge—rﬁ
. €+T7:l 6—77:10 le<7—> €+T7:lo 6—7'7:[
= S7Y1)ds(r) S(7). (4.21)

Para llegar a esta expresion utilizamos las ecuaciones (4.9) y (4.18)). Usando estos

resutados se escribe la funcion de Green de dos puntos a T # 0

Ga(r.7) = (T (bu(r) dls(7)) Vs
Tr [e ™ T, (S71 (1)1 (7)S(r) $~' ()9} () S(7)) |

Tr [e ™5(5) T (57 (1)dr(n)S(r) 57 ()9} ()8 (1)) |

_ = (4.22)

donde recordamos que 0 < 7,7 < . Este resultado expresa el promedio de los
operadores respecto al ensamble sin interaccién. Para derivar este resultado se utilizo
el hecho de que S (6) puede entrar en el T-ordenamiento porque [ es el valor mas
grande en el intervalo; ademas, dentro del operador el orden no importa y por esto

ocurren las cancelaciones.
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4.2. Frecuencias de Matsubara

Usando el formalismo estudiado hasta ahora, es posible hacer algunas precisiones
sobre la forma del propagador para una teoria a temperatura finita. De la seccién

anterior recordamos que

Tr 6_57:‘7'7 AH T A}I T
. T<[¢ﬁ(H ]>¢ ™)) 123)

donde resaltamos que los operadores estan expresados en el marco de Heisenberg. Es

conveniente estudiar el producto 7-ordenado que aparece en la ecuacion anterior

A

7:— <¢H(7_) Q;J[T-[(T/)) — 7:_ (€+T7:L (be—Tﬁ e+T/7:[ ¢T 6_7-/7_2)
= 7:_ <e+(777’)ﬂ (ﬁef(T—r’)ﬂ (bT)
= T (dulr — ) (0)) . (4.24)

Recordamos que dentro del operador 7-ordenado puede variarse el orden. Ademaés se
utilizo el hecho de que en los marcos modificados la representacién de Heisenberg y

Schrodinger coinciden para 7 = 0, de la misma forma que ocurre a T' = 0. Utilizando

los resultados (4.2314.24)) se encuentra la siguiente relacién
Gs(r,7") = Ga(r —7',0) . (4.25)

La funciéon de Green de dos puntos a T finita y en el equilibrio depende tinicamente
de la diferencia de los puntos. Este es un hecho caracteristico de los procesos en el

equilibrio.

A continuacién se quiere encontrar una relacién entre las funciones de Green que
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involucre los puntos extremos del rango de 7: 0 < 7 < 3. Para ello se evalta

Gs(0,7) = < (A <> <T>)>

Tr [e BH]
_ Tr[e 7 (000 1) u(0)5)(r) £ O(r —0) dy(r)du(0))]
) ) Tr [e }
= +(dk(r)du(0)), (4.26)

donde el signo + o — corresponde a Bosones o Fermiones respectivamente. Para lle-
gar a este resultado se utilizo que 7 > 0 de manera que Unicamente contribuye el
segundo término del operador T-ordenado en (4.20). Ahora calculamos ( ¢ () ¢ (0) )

utilizando la definicién

g ~ Te[e MGl () ou(0)]
(B o) = =t
Tr [&{(7) e=hH e+57:‘<;A5H(O)e_5ﬂ}
Tr [6_57:[}
Tr (S} (7) e ™ 61 ()]
Tr {e—ﬂﬂ
Tr [ 7% Gpa(8) Oy (7)]
Tr {e*mﬂ
= Gs(B,7). (4.27)

Se utilizé la propiedad ciclica de la traza para este calculo. Ahora, utilizando los

resultados (4.26H4.27)) se encuentra que
Gs(0,7) = £Gs(B, 7). (4.28)

Nuevamente el signo + (—) corresponde a Bosones (Fermiones). Este resultado nos dice
que la funciéon de Green a temperatura finita debe ser periédica (antiperiddica) en 7.
Esto es una consecuencia directa del hecho de que los valores de expectacién térmicos

se calculan calculando la traza lo cual obliga a fijar condiciones de borde apropiadas
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sobre los campos involucrados. Como hemos visto, si los campos son Bosénicos se
utilizan condiciones periddicas; si los campos son Fermionicos se utilizan condiciones

de borde antiperiédicas.

Para estudiar el espectro de los modos discretos que se obtienen por la condicién
de (anti)periodicidad, pasamos al espacio de frecuencias Gg(w,) = 3 ffg dr e“n"Gg(T).
En general todos los modos w, = nw/f con n =0, £1, £2,..., estdn permitidos. Sin
embargo veremos a continuacion que hay una distribucion de los modos dependiendo
del caracter Bosonico o Fermidnico de los operadores involucrados. Empecemos con la

expresion en el espacio de frecuencias
1 8 .
Golwn) = 5 [ dr e mGy(r)

— / dr elwnfgﬁ / dr ezwm’gﬁ( )

= 4= / dr e“r"Gs(T + B) + / dr e“r"Gs(T)

_ / dr TP Gy (r / dr €77 Gy (1)
1 , .

_ = —zwnﬂ iwn T

=5 (1 te /0 dr """ Gg(T) . (4.29)

Vemos que la condicién de periodicidad es no trivial como ya se habia menciona-
do. Recordando que w, = nw/f se reescribe el factor que acompana a la integral

(14 e n¥) = (14 e7™) = [1 4 (~1)"] y se obtiene

1 sin es par o cero,
Bosones
1 0 sin esimpar,
5 14+ (=1)" = (4.30)
0 sin es par o cero,
Fermiones
1 sin esimpar.

Es decir los Bosones y Fermiones particionan el espectro de frecuencias de manera que

finalmente se tiene que

2nm para Bosones,

wo =14 (4.31)
W para Fermiones,
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conn € Z. A este conjunto de frecuencias se le conoce como frecuencias de Matsubara.

4.3. Integral de Caminos en Espaciotiempo Euclideo

En el capitulo anterior se argumentd que la teoria cudntica de campos que se
deriva de calcular con el funcional generador Z[J] (o W[J]) produce resultados a
temperatura T" = 0. Recordamos que el funcional generador se obtuvo al considerar

una expresion del tipo

20 =t tm [ Do exp{i /tjfdt [ (£+J¢>}. (4.32)

ti — —o00 ty—+00
Este limite no es trivial. Existe un resultado conocido como teorema de Gell-Mann-
Low que garantiza que el limite existe y que ademés da exactamente las amplitudes
de transicién vacio-vacio. En este limite se demuestra que las propiedades fisicas del
sistema son independientes de las condiciones iniciales y finales de los campos. De esta
forma, y como ya se vio en los capitulos anteriores, Z[.J] genera las funciones de Green
(conectadas) de la teorfa y de esta forma las amplitudes de transicién via el resultado

LSZ.

Se ha trabajado hasta ahora la teoria cuantica de campos en un espaciotiempo de
Minkowski. Esto ha sido asi motivado por la naturaleza del problema tratado anterior-
mente. Sin embargo consideremos que necesitamos evaluar la amplitud de transicion
para un estado en cierta condicién inicial y que luego se regrese al mismo estado como
condicion final. Es claro que esta amplitud de transicion tiene la estructura de una
traza. Por otra parte como las condiciones inicial y final son la misma, posee la estruc-
tura de condiciones periodicas. Repitiendo los pasos realizados para las amplitudes de

transiciéon pero tomando en consideracion los puntos anteriores se llega a

A

(D(a1)|d(z0)) = (dr]e”HE=0)|5y)
- N e Do exp{i /toldt / d%c} (4.33)
= ./\/'//PBCDqﬁ exp{iS} ,
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donde se ha considerado que ¢(Z,t1) = ¢(Zo, o) y de alli sale la indicacion PBC que

denota condiciones de borde periddicas.

En este punto se procede a realizar una rotacion de Wick o paso al tiempo Eu-
clideo. Este procedimiento consiste en hacer el siguiente cambio ¢ = —i7, es decir una
rotacién de —m/2 donde el tiempo pareciera correr en el eje imaginario. Como vere-
mos, este reemplazo tiene consecuencias en todas las cantidades dinamicas de la teoria.
La motivacion para ir al tiempo Euclideo puede ademas verse de una analogia entre
el operador evolucién en mecanica cuantica y la funcién de particién de la mecénica

estadistica
H it 1
exp| —it— ) = exp|—— — - = —= = 4.34
p( h) p( k:T) a0 (4.34)
donde £ es la constante de Boltzmann y T es la temperatura del sistema. Notamos
también que de momento se han restablecido todas las constantes (aunque es sélo para
fijar ideas), luego se regresard a las unidades naturales que son mas cémodas. Usando
h

esta identificacion se ve que t = —i;n = —i7, es decir el tiempo Euclideo depende

inversamente de la temperatura 7 = f3.

Como se mencioné anteriormente el formalismo de tiempo Euclideo afecta las
cantidades dinamicas de la teoria. Por ejemplo el elemento de linea, el elemento de
volumen del espacio tiempo y el médulo cuadrado de la cuadriposicion se modifican

de la siguiente manera

dr® = dt* —di* = —(dr* +di%) = —dzy, (4.35)

dz = —idrd’r = —id*zp. (4.36)

Siguiendo el mismo procedimiento se transforma la accién. Para ser especifico consi-
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deremos la accion extendida para el campo escalar real

wlo i = Z/ &' B%am - ﬂ;zcz? - i!qﬁ“ - ng]
T1 5 )\
B _/TO dT/ d’x B(@W + ;(V¢)2 4 %¢2 N I¢4 B J¢1

S / d'zp (L — JO)

= —Skle, J]. (4.37)
Para llegar a este resultado se utilizé6 que 0*¢9,¢ = —[(0;0)* + (V¢)?]. Ademds se
definié el Lagrangiano Euclideo y la accién Euclidea (extendida)
1 1 1 m? A
Lp(p) = 5(6#?)2 +V(p) = 5(37@2 + §(V¢)2 + 7¢2 + 562547 (4.38)
Splé, J] = / “ar / & (L — J). (4.39)

Notamos que el potencial del Lagrangeano Euclideo se define incluyendo el término
del gradiente del campo ¢; esto es convencional en aplicaciones del formalismo a la

teoria de campos estadistica.

Por conveniencia se resumen los resultados mas importantes para hacer la trans-

formacién al tiempo Euclideo (rotacién de Wick)

xp = (Z,x4) = (¥, 7), con T=x4 =iz’ =it. (4.40)

kp = (k ki), con  ky=—ik". (4.41)

dop =id'c, did = —di®, vy d'%p=—id'%, dki = —dk>. (4.42)
"0, = —(3E¢)2 Y 0 =0"9, = -Ug. (4.43)

Una nota técnica importante tiene que ver con las fases k*x, de las ondas planas.

Puede verse que al transformar al tiempo Euclideo se tiene

kx = k'z, = 020 — k-7 = (iky)(—izq) — k - T

La consecuencia de esto es que la rotacion de Wick no cambia la direccion de propaga-

ci6n de las ondas planas. Sin embargo, como la expresién (4.44]) aparece frecuentemente
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bajo una integracién sobre d®k, puede hacerse el cambio k — —k y el resultado no
cambia. De esta manera, inicamente cuando la expresion kx aparece bajo una integral

de Fourier puede hacerse el reemplazo kx = kgpxp cuando sea conveniente.

Una vez discutida la transformacién al tiempo Euclideo, retomamos la revisién

de la amplitud de transiciéon (4.33)). Se comprueba que al pasar al tiempo Euclideo se

tiene
Ze = Trexp(~7H) = (6] |9)
— N[ Do exp{— / "ir / P (Lp— J¢)}
PBC 70
= ./\/'/ D¢ exp{—SEg} . (4.45)
PBC
En esta expresion se ha identificado t; — tg = —i7 y se transformaron las cantidades

apropiadamente realizando la rotacion de Wick. Es oportuno realizar varias observa-
ciones. La primera es el parecido notable que tiene esta expresiéon con la funciéon de
particion que aparece en la mecanica estadistica. De hecho, como se explica en , en
mecanica estadistica puede definirse la funcién de particién como Z(3) = Tr p(3) don-
de p(B) = e=PH s la matriz densidad del sistema. La segunda observacion importante
es que se ha comenzado con una teoria en d = 3+ 1 dimensiones y al realizar la trans-
formacién tenemos una teoria en d = 4 dimensiones todas espaciales, la dependencia
temporal se ha eliminado. Esto quiere decir que la fisica que se estd modelando via
esta transformacion no evoluciona, esta en equilibrio. Este resultado es completamente
general y dice que una teoria de campos relativista en D + 1 dimensiones Minkowski
transforma a una teoria de campos estadistica en D + 1 dimensiones Euclideas (D + 1
dimensiones espaciales). Este aspecto caracteriza al formalismo de tiempo imaginario

o de Matsubara.

Otra observacion importante que se deriva de (4.45)) es que al hacer 1) — —oco y
71 — 400 se llega a que la amplitud de transicion es del tipo vacio-vacio pero esta vez
relacionada a una teoria estadistica en D + 1 dimensiones Euclideas; es decir se tiene

una teoria de campos estadistica a T' = 0. Este hecho puede entenderse recordando la
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equivalencia 7 = (3, de manera que si 7 — 0o entonces  — oo y por lo tanto T" — 0. Si

por el contrario se mantiene 7 finito por ejemplo haciendo 7o = 0 y 71 = f3, se escribe

B
ZUs = N[ Do exp{—/o dT/d3$ (EE—qu)}
Y /P Do exp{-5g} | (4.46)

y por lo tanto se llega a una teoria de campos estadistica a temperatura finita. En
esta teoria recordamos que los campos satisfacen condiciones de borde periddicas en
tiempo imaginario ¢(7,%) = ¢(7 + 5,%) (mencionamos por completitud que si los
campos son Fermiénicos se debe satisfacer condiciones de borde antiperiddicas). De
estas observaciones se desprende otro hecho notable y es que una teoria cuantica de
campos en d = D+ 1 dimensiones Minkowski, a temperatura finita 7"y en el equilibrio
es equivalente a una teoria cuantica de campos en un espacio Euclideo en D + 1
dimensiones pero con una de sus dimensiones enrolladas, compactificada. Es decir el

espaciotiempo Euclideo se enrolla en un cilindro con perimetro § = 1/T.

4.4. Ejemplo: Campo Escalar Real Libre

Para el campo escalar real libre el funcional generador (o la funciéon de particién)

es
8 1 1 m?
Zolls = [ D = [ar [ e (0.0 + S(Vo) + T =
W = [ ool [ar [ #a (G008 + {702+ ot - g0
Zol0]s = D¢ exp _Z > 6(—k) (w2 + K +m?) ¢(k) (4.47)
PBC 2~ " ’
donde w,, = 2mn/f con n = ..., =2, —1, 0, +1, +2,... y se utilizaron las siguientes
expresiones
— _ 6 —iwnT—i—il_("f T
B @) = [ e (E) (1.45)
n,k
/d7d3x miwnT—IKE BV 0t 5 0w 0 - (4.49)
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Como el argumento de la exponencial en (4.47) estd en forma cuadratica es posible
realizar una integracion Gaussiana. Al hacerlo se obtiene

N

Zp[0]5 = — : (4.50)
ydet[52(w3 + K 4 m2)]
y por lo tanto el funcional generador Wy[0]s es
1 -
Wol0]s = —InZp[0]s = 5 > In[B*(w? + k* + m?)] + const.
n,K
1
= §Zln [8*(w2 + w?)] + const. (4.51)
nk

donde se defini6 la cantidad w? = k? 4+ m?2. Para llegar a la ecuacion anterior se utilizé
el resultado Indet A = Trln A. Seguidamente se procede a sumar la parte relacionada
con n [29]. Para ello se usan las relaciones

In[f%(w? +w?)] = In[l+ (27n)%] + /16%2 02 40"

s )

= 1 272 2
X e~ 0 (ai) 5

n=—oo

Al aplicar estas relaciones a (4.51]) se obtiene (omitiendo términos constantes)

—1InZo[0]s = ; > In [6%(wh + w?)]

1 B db?
2 %/1 02 + (27n)?

ol 1
“2§A W T o)
I T IS T
-3 ) w5 a)

_ ;g (B + 210 (1 — )] . (4.54)

Finalmente al tomar el limite termodindmico Yz — V [ d’k/(27)? se encuentra la

energia libre de Helmholtz F = —% InZ

F = ‘B// (;Zj:;g BBw—I—ln (1—5‘“)] . (4.55)
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Una vez calculada la energia libre (que vemos por (4.51)) es una cantidad anéloga al
funcional W), es posible calcular otras cantidades termodindmicas como la energia y

la presién. Elimnando la contribucion de punto cero de estas cantidades se obtiene

F = B/ &k S (1—e ), (4.56)
d3k w
b= aﬁ( 5F) =V [ G o1 (4.57)
OF 1 &k "
P == —6/(27T)31n(1—e Y (4.58)

Reconocemos en estas ecuaciones la distribucion de Bose-Einstein para el ntimero
de ocupacién de estados Bosénicos. Las relaciones encontradas representan valores

macroscopicos para un gas de particulas escalares.

4.5. Teoria de Perturbaciones y Reglas de Feynman

Ya hemos visto que para Lagrangianos que poseen términos mas alla del cuadra-
tico, no puede realizarse la integraciéon funcional de forma exacta y por lo tanto es
necesario desarrollar técnicas perturbativas de manera que se pueda calcular al menos

en el régimen de acoplamiento débil.

Consideremos la teoria A¢* estd vez a temperatura finita, 7' # 0 definida por el

siguiente Lagrangiano (4.38)) que acd repetimos
1 1 m? A
L(¢p) — Lr(p) = §(ar¢)2 + §(V¢)2 + 74152 + E&’ (4.59)

Este Lagrangiano es andlogo al estudiado en el capitulo anterior, pero esta vez hemos

hecho una rotacién de Wick y pasamos al formalismo de tiempo imaginario.

Para proceder a desarrollar la teoria de perturbaciones para el formalismo de
tiempo imaginario, procedemos primero a encontrar el propagador. Para esto conside-

ramos la accién en (4.47). Al integrar por partes y usar la periodicidad del campo ¢
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se tiene

2/ dT/d3$¢(——V2+m>¢ (4.60)

de manera que el funcional generador es

Zol s = D¢exp{ /dT/d3 B (—82—V2+m>¢—<]¢]}. (4.61)

PBC

Este funcional es Gaussiano y puede integrarse en la forma usual. Puede verse tam-
bién que, a diferencia del caso a T = 0, el comportamiento oscilatorio ya no esta y
la convergencia esta garantizada. Usando la versién funcional de la integral Gaussia-
na, es decir [ D¢ exp {—% [oAd+ [ J¢} = Nexp {% f JA_lJ} se encuentra que el

propagador (que corresponde a A™1) es

7 1 d3k I\ —i(wnpT—k-T
Gs(1,7) = BZ/(27T)3 Gp(wn, k) e {@nm=kD = con (4.62)
_ 1
Galon k) = —— (4.63)

El propagador satisface la ecuacion (—0Og + m?)Gs(7, ) = 6(7)0%(x). Se comprueba
ademds que es invariante bajo traslaciones en las coordenadas (7,Z), lo cual implica
la conservacion de la energia y el momentum como es sabido de aplicar el teorema
de Noether. Un aspecto que vale la pena destacar en este punto y que ya fue men-
cionado en el capitulo anterior es que al hacer la rotaciéon de Wick, el propagador ya
no tiene singularidades sobre el contorno temporal y de esta forma no es necesaria la

prescripcion de Feynman porque la integracion estd bien definida.

4.5.1. Reglas de Feynman a T # 0 en el Formalismo de Tiem-
po Imaginario

Una vez calculado el propagador se ve que todas las deducciones realizadas en el
capitulo anterior pueden adaptarse a este. Es decir los calculos a temperatura finita
son formalmente analogos a los realizados a temperatura cero. Esto queda reflejado

en las reglas de Feynman para teorias cuanticas de campo a temperatura finita en el
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equilibrio (usando el formalismo de tiempo imaaginario o de Matsubara). En el espacio
de momento las reglas de feynman son

1. Dibujar todos los diagramas conectados diferentes que contribuyen a cierto pro-

ceso y al orden O(A"™) deseado.

2. Se asigna un propagador Gg(wy, E) a cada linea interna.

3. Se asigna un factor —\ a cada vértice.

4. Se integra sobre todo momento interno usando %Zn Ik (SSTI)‘S.

5. Se determina el factor de simetria.

A manera de ejemplo consideramos la contribucién a primer orden en . Vemos

que en este caso hay un solo diagrama y por lo tanto

Fi = —InZ[0]g = —CD
= _(Vﬁl Z/ A3k

A Bk 101 77 o
= §V5 l/(2ﬂ)3 weﬁ“’—ll + (término a 7' = 0) . (4.64)

2
w2 +k2+m2‘|

Este resultado representa la correccion a la energfa libre (funcional generador). Tipi-
camente se debe tomar algtin limite (alta o baja temperatura) para lograr evaluar la
integral. Vemos ademas que nuevamente aparece el nimero de ocupacion para estados
Bosoénicos. De manera andloga pueden obtenerse expresiones para cualquier funcién
de Green que se requiera y que esté a temperatura finita y en el equilibrio; sélo hay

que seguir las reglas de Feynman y calcular.
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4.5.2. Ejemplo: Correccion al Propagador (1 loop) aT' # 0 en
el Formalismo de Tiempo Imaginario

En esta seccién veremos como se modifica el propagador debido a la presencia de
un término de interaccién [28,30], de la misma manera como se realizé en el capitulo

anterior. Se trabajara con la teoria A¢* para un campo escalar real.

En la secciéon anterior quedo establecido que en el caso a T finita el vértice viene

>'< = -\, (4.65)

De esta manera se observa que la correccion al propagador a primer orden en A viene

dado por el factor

dada por el diagrama a 1-loop
(4.66)

Al igual que en el caso a T' = 0 visto en el capitulo anterior, el efecto de la correccion
puede verse como una modificacion en el parametro de la masa. Esta correccién se

expresa de la siguiente forma

s (A d*k 1
A= (2 Z/ (2m) 422 4 2 4 2
A d®k 1
e

donde se ha definido wy = \/k? + m?2. Recordamos ademads que n recorre los niimeros

[\

enteros. A continuacion se intercambia el orden de la sumatoria y la integral, de esta

manera puede realizarse la suma utilizando la siguiente identidad

n=-+o0o 1 T
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y se verifica que a = % es positivo. Sustituyendo esta relacién en la ecuacion (4.67))

; / dgk L (@”’“) . (4.69)

Utilizando la identidad coth(z) = 1+ 2nB(2x) como en (4.53)), con ng(z) = (e —1)~1

encontramos que

la distribucion de Bose-Einstein, es posible reexpresar esta relacion de una forma en
la que puede interpretarse de manera mas sencilla. Al sustituir la identidad vemos que

la correccion a la masa queda de la siguiente manera

d*k 1 d*k 1 1
2 _
am- = 4/ wk 2/ k<€5wk—1>

= Amd + AmT. (4.70)

Se observa que la correccién a la masa consiste en dos términos. El primero, Am2, es
claramente independiente de la temperatura 7'y de hecho es la contribucion encontrada
| itul ior (|3.36). El do término Am? 1 ion debida a |
en el capitulo anterior (3.36)). El segundo término Am#. es la correccion debida a la
temperatura. Otro hecho que podemos ver es que la contribucién térmica no diverge
en el ultravioleta (aunque no puede evaluarse la integral en forma cerrada); de esta
manera se conserva el comportamiento ultravioleta que tenia la teoria a T" = 0. En
el caso en que la masa puede considerarse pequena en relaciéon al momento, puede

encontrarse una aproximacion en el limite de alta temperatura

2
Am2 = AQZ + O(T;) . (4.71)

Esta contribucion es andloga a la que presenta una particula moviéndose en un medio.

En este capitulo hemos encontrado varios resultados importantes. Se ha visto que
una teoria cuantica de campos en el equilibrio termodindmico puede obtenerse a partir
de una rotacién de Wick y el paso a la formulacién de tiempo Euclideo. De esta forma
encontramos que una teoria en d = D + 1 dimensiones Minkowski corresponde a una
teoria en D + 1 dimensiones Euclidea pero con una dimensién compactificada; de esta
manera queda una teoria con D dimensiones espaciales que modela un sistema en el

equilibrio termodinamico. Al realizar la compactificacién se estudiaron los efectos de
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tomar el limite de perimetro infinito o de mantenerlo finito y asi se comprobd que
una teorfa de campos a T' # 0 puede verse como la consecuencia de dos factores: a) el
efecto de tamano finito en una de sus dimensiones y b) pedir que los campos satisfagan

condiciones de borde periddicas en los extremos de la dimension compacta.

La formulacién de tiempo imaginario, o de Matsubara, no es la tinica para tratar
problemas a temperatura finita. Sin embargo es ideal para tratar problemas en el
equilibrio debido a que desde el inicio la dependencia temporal ¢ de los campos se ha
suprimido para realizar la dependencia de los campos con la temperatura T'. Ahora
bien hay procesos y sistemas donde es de interés preservar la dependencia temporal
y aun asi contemplar también la dependencia con la temperatura; por ejemplo la
evolucién de los sistemas en una transiciéon de fase. Existe un formalismo alterno
llamado formalismo de tiempo real o de contorno cerrado que permite considerar estas

situaciones y que estudiaremos en el proximo capitulo.
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Capitulo

Teoria Cuantica de Campos a Temperatura
Finita - Tiempo Real

En este capitulo se abordara el estudio de una formulacion alternativa a los pro-
blemas con temperatura finita. En esta formulacion el tiempo es real de manera que
en principio pueden tratarse aspectos dindmicos de los sistemas estudiados. Existen
varias realizaciones del formalismo de tiempo real que dan resultados equivalentes, al
menos en el equilibrio. En este trabajo solo se estudiara el formalismo de camino cerra-
do (o también conocido como formalismo in-in) [19,[31,[32]. Sin embargo mencionamos
que no es la tnica forma de abordar el problema. Por ejemplo existe otra formulacion
conocida como dindmica de termocampos que no sera tratada en este trabajo. Por la
revision que se ha hecho, creemos que el formalismo de camino cerrado tiene mayor

alcance y ademas unifica los aspectos de equilibrio y no equilibrio.

5.1. Formalismo de Tiempo Real

Consideremos un sistema en un estado mixto descrito por una matriz densidad p.
Ademas se asume que el sistema estd en contacto con otro sistema que llamamos en-

torno y no necesariamente estan en el equilibrio térmico. En general la matriz densidad
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del sistema es
pt) = D pu ln(®)) (Un(B)], (5.1)

donde p,, describe las probabilidades de hallar al sistema en el estado |1,(t)). Por
simplicidad se ha asumido que los estados del sistema son discretos, la extension a
estados continuos es directa. Dado que p, es una probabilidad se satisface >, p, = 1.

La matriz densidad satisface la ecuacion de Liouville cudntica

0p(t)

5% [H,p(1)]. (5.2)

Para llegar a esta ecuacién se considerd que p, es independiente del tiempo. Si bien
es una restriccion, permite no hacer ninguna suposicion sobre el entorno que rodea al
sistema bajo estudio lo cual puede entenderse como una hipétesis adiabatica. De igual
forma, en el andlisis de sistemas fisicos fundamentales ocurre frecuentemente que los

sistemas evolucionan adiabaticamente de manera que esta hipotesis es de interés.

Los valores medios de operadores, en el marco de Schrodinger, pueden calcularse

de la forma usual

(A)(t) = Te[p(t) A] = 3" pa (Wat)| Au(D)) - (5.3)

Es claro que los valores medios adquieren dependencia temporal debido a que la matriz

densidad en general depende del tiempo.

Se analizara con mayor detalle la matriz densidad de forma que se pueda obtener
una expresion para la ecuacion . Si el Hamiltoniano del sistema es independiente
del tiempo, la ecuacion tiene como solucién p(t) = e j(0) et Ademés, si
[ﬁ ,p(0)] = 0, la matriz densidad es constante en el tiempo y por lo tanto describe un
sistema en el equilibrio. Esto ocurre por ejemplo si los estados |1, (1)) son estacionarios.

Por otra parte, usando la relacion 1} y haciendo A =1 se obtiene

(1) = Tx[p(t)] = > pu- (5.4)
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De esta relacién puede inferirse que si las probabilidades siguen una distribucion de
boltzmann, la matriz densidad también serd independiente del tiempo y por lo tanto
el sistema descrito estd en el equilibrio. Por supuesto que esto ya lo sabemos, sélo

estamos verificando la consistencia del formalismo.

Ahora bien, en general el sistema no tiene que estar en el equilibrio y el Hamilto-
niano puede tener una dependencia explicita con el tiempo, de manera que la matriz

densidad se escribe utilizando el operador evolucién
pt) = U(t,0)p(0) U(0,1), (5.5)

donde el operador evolucién satisface

80 t.t A ~ ~ S fy (e
iét’) =HHUtt) — ULt)=T (wfﬁ dt” H(t >> , (5.6)
con T(---) el operador tiempo ordenado y donde el operador evolucién satisface

U(t,t) = 1. Ademés se satisfacen relaciones andlogas a las (4.14H4.17)

Uty ty) = Ul(tg, 1) = Ulty,ta), (5.7)
Ults, t2) Ulta, t1) = Ults, 1) . (5.8)

El operador de evolucién U (t2,t1) es el andlogo en la formulacién en tiempo real al

operador S(72,71) en la formulacién de tiempo imaginario.

Consideremos que el sistema evoluciona segtn el siguiente Hamiltoniano

A

A = H; para  Re[t] <0; (5.9

A

H(t), para  Relt] >0.

Debido a que H (t) no depende del tiempo para Re[t] < 0, se puede asumir que la
matriz densidad en este rango es independiente del tiempo y por lo tanto el sistema
esta en equilibrio. De esta forma puede escribirse

= e (5.10)

p(0)
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para algin Hamiltoniano H; independiente del tiempo. El significado fisico de
es que para t < 0 se ha preparado el sistema en un estado de equilibrio con
temperatura (3 y se deja evolucionar al sistema con un Hamiltoniano 7:1(15) que puede
ser dependiente del tiempo. Es claro que si se tiene 7:[(15) — [, el sistema evoluciona

en el equilibrio pero en general no ocurrira esto.

Como se ha supuesto que para Re[t] < 0 el sistema estd en equilibrio (y el Ha-
miltoniano es independiente del tiempo) se tiene que el operador de evolucién es de la

forma U(t,t) = e (=) de manera que la ecuacién (5.10)

50) = e—BHi| B e—BHi U(T,0)U(0,7) B o—BH: p—iHT ,+iH;T
S Tr[e#H] Tr[e—AHi) - Trle—84:]
—i(T—iB)H; +iH;T o
= - : = ( ,1) (5.11)
TR DO - B, 1))

donde se utilizaron las propiedades ) del operador de evolucién. En esta expre-
sién T es un valor temporal tal que T' < 0. De esta forma la matriz densidad (/5.5
queda expresada de la forma siguiente
0(,0) O(T ~ i8,T) U(0,1)
T[0(T - iB,T)]

Recordamos que esta expresion es la matriz densidad para un sistema en equilibrio.

(5.12)

Una vez que se tiene la matriz densidad pueden calcularse los valores medios de los
observables. Por ejemplo, utilizando la propiedad ciclica de la traza y las propiedades

de operador de evolucién, puede verse que para un operador A se cumple

(A)t) = Tr[p(t) A]
_ N[00 U(T —iB, T) U(0,t) A]
T[0(T - iB,T)]
_ T[0T - i, TYU(T,t) AU(t, ) (5.13)
T[0T —iB,T)]

Es importante recordar que para T’ < 0 los operadores U (T —iB,T) y U (T,0) con-

mutan.
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Finalmente, consideranto 7" > 0 y utilizando la propiedad (5.8)) se puede reescribir
la ecuacion (5.13)) de la siguiente forma

e — WO@ =BT OT )OI T) O H AU(T))

Te[U(T — i, T)]
T{0(T —i8,T) U(T, T) U(T", 1) AU, T)] (5.14)

Te[U(T —i8, T)U(T, T U(T",T)]
Observando la estructura de esta expresion puede derivarse una interpretacion. El
sistema evoluciona de un tiempo negativo 71" hasta un tiempo ¢ donde actia el operador
A. Luego el sistema evoluciona desde ¢ hasta un tiempo 7" para posteriormente regresar
al tiempo T' y finalmente bajar por el tiempo imaginario T" — i3. Podemos observarlo

en la siguiente figura

L Im(r)
T C. T
> Re(r)
63 C
T-ip

Figura 5.1: Contorno Formalismo Tiempo Real

Se han separado los caminos de ida y vuelta C', y C_ respectivamente tinicamente
para poder visualizarlos; al momento de calcular no existe tal separacion y ambos
caminos estan sobre el eje real. Posteriormente se consideraran los limites 7" — —oo y

T — +o00.

La expresion del valor medio (5.14)) sugiere un funcional generador que viene dado

por la expresion

Z[J.] = Te[Us (T —iB,T) Uy (T, T") U, (T', T)] (5.15)
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el subindice J. indica que se insertan fuentes a lo largo del contorno de manera de
generar las funciones de Green usando el procedimiento usual. Sin embargo en este
caso las fuentes pueden estar tanto en el contorno C'y como en C_. Es claro que si el
Hamiltoniano no cambia en el tiempo se obtiene U, (T, T") U, (T',T) = 1 trivialmente
y de esta manera se recupera el formalismo de tiempo imaginario estudiado en el capi-
tulo anterior. Ahora bien, también es posible considerar Hamiltonianos dependientes
del tiempo, en cuyo caso no se cumple la condicion mencionada anteriormente y de

esta manera se puede estudiar un sistema fuera del equilibrio.

5.2. Propagadores en el Formalismo de Tiempo Real

Dada la expresién (5.15)) puede darse una representacion en integrales de camino
al funcional generador. Tratemos especificamente el caso del campo escalar real. El

funcional generador en este caso es

_ /D¢ exp[z/cdt/d% (L+J.0)|, (5.16)

donde hemos colocado el subindice para indicar que estamos considerando el contorno
dado por la figura 1} Ademas L = %8“(;58“(;5 — m; 2. El campo ¢ debe satisfacer
condiciones de periodicidad como ya se ha discutido ¢(Z, 5) = ¢(Z,0).

Al tomar derivadas respecto a .J. es posible generar las funciones de Green. Lo
nuevo es que ahora los campos viven en sectores distintos del contorno, es decir C';

C_ o (3. Tenemos como ya sabemos

Gt —1') = iDe(t —t') = (T[p(t)o(t')])

Oc(t =) (2()o(t')) + Oc(t' — 1) (S() (1))
IR R AW A
(z) Z[J.] 0J:(t) 0T,

(5.17)

en esta expresion sélo se coloca la dependencia temporal por simplicidad de notacién

pero todas las expresiones dependen de las coordenadas espaciales como corresponde.
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La funcién D.(t—t') corresponde al propagador y es andlogo al propagador de Feynman
en el formalismo a T" = 0. Los tiempos t y ¢’ son tiempos que pueden localizarse en
cualquier parte del contorno. En el formlismo de tiempo real de contorno cerrado todo
tiempo en el contorno de vuelta t_ € C'_ es posterior a cualquier tiempo en el camino
de ida t; € CY; es decir siempre se satisface t_ > t,. Es claro que la funcién theta
de Heaviside ©.(t — t') debe definirse apropiadamente sobre el contorno de la manera
siguiente

Ot —t), tt sobre Cy,

o' —t), t,t' sobre C_,
O.(t—1t) = (5.18)

0, t sobre C,., t' sobre C_,

1, t" sobre C,, t sobre C_,
con esta definicidon de la theta de Heaviside la funcién delta de Dirac sobre el contorno
viene dada por

St—t), tt sobre Cy,

dO.(t —t')

Ot =) = ——7——= = =d(t' —t), t,t' sobre C_, (5.19)

0, en cualquier otro caso .

No hemos considerado la posibilidad de que el tiempo esté evaluado sobre el segmento
(5. Esto se debe a que no aporta informacién distinta a la encontrada en el capitulo
anterior. Ademas, en el caso en que se toma el limite 7' — +oo en (5.15) se tiene
que los contornos Cy y (3 se desacoplan; es decir no estan correlacionados. De
esta forma puede separarse el problema general en dos partes: a) una primera parte
correspondiente a la evolucion sobre el eje real (lo cual lleva a un problema dinamico
a temperatura finita) y b) una segunda parte relacionada con la evolucion sobre el

segmento imaginario (lo cual lleva el problema en equilibrio a temperatura finita).

El funcional generador ([5.16) puede integrarse en la forma como se han tratado

los problemas en los capitulos anteriores y se obtiene

210 = Zo[0] exp[—; / dt dt’ / Br dy J.(7,6) D@ — G, — ) L], (5.20)

83



Capitulo 5: Teoria Cuantica de Campos a Temperatura Finita - Tiempo Real

donde el propagador satisface la ecuacion
(00, + m*)Do(T — g, t —t') = =6 (x — y)dc(t — 1) . (5.21)

Para resolver esta ecuacién conviene transformar Fourier la parte espacial. Al hacer
esto y utilizar la condicion KMS de periodicidad (¢(t)p(t')) = (op(t')p(t + if3)) se

obtiene

D.(t -1, W}Z) = n;(:]f) [@c(t -t (eﬂ“’ﬁe_iwié(t—t') + e+iwz(t—t’))
k

L Ot 1) <€—iwg(t—t’) + eﬁwgeﬂw,;(t—t/)) ] ’ (5.22)
- 1
con wp = \/ k2 +m?. La funcién np(w) = i la distribucién de Bose-Einstein.
e w
Notamos que el propagador ([5.22)) es una funcién par en la parte temporal. Podemos
ver también que al tomar el limite § — +o00o se recupera el propagador de Feynman a

T = 0. Finalmente si t’ se elige en el segmento C5 del contorno se cumple

lim D.(t—T+is) —s 0. (5.23)

T——o00
Este es el resultado que demuestra que los segmentos C1. y C'3 no estan correlacionados.
De esta manera la contribucién del segmento C'5 factoriza en la integral de camino y
puede absorberse en un factor dependiente de la temperatura pero que no incide en
los aspectos dindmicos del problema. Sin embargo es importante decir que este limite
puede realizarse siempre que la dependencia temporal sea respecto a la diferencia
t — t'. Esto ocurre en los problemas que estdn en el equilibrio o en problemas con
soluciones estacionarias. En problemas fuera del equilibrio, la solucién no es invariante

bajo traslaciones temporales y el limite ([5.23]) necesita ser tratado cuidadosamente.

Hemos visto que puede omitirse el aporte del segmento C'3 siempre que se trate
de problemas estacionarios. Asumiendo esto se tiene que la integracién en contorno

temporal describe un camino cerrado de ida y vuelta que puede escribirse como

—+00 —+00
/dt :/ dt+—/ dt_ . (5.24)

El primer término corresponde a los tiempos en C y el segundo término a los tiempos

en C_. De esta manera pueden calcularse los valores medios de la teoria.
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5.2.1. Estructura Matricial del Propagador

Debido a la naturaleza del contorno en el formalismo de tiempo real, el propagador
tiene una estructura mas compleja que la encontrada en los capitulos anteriores. Esto
se debe a que es posible tener correlaciones entre los distintos segmentos del contorno.
De esta manera se tienen cuatro propagadores, dependiendo del contorno donde se

ubiquen los tiempos t y t'.

Para escribir explicitamente los propagadores se utilizan las expresiones ((5.22)) y

(5.18)), obteniendo

Dii(t—t,wp) = 2@.1%; K@(t —t') + ”B(WE)) e~ (t=t)

+ (O =) + np(wy)) ] (5.25)
D__(t—thwp) = 2;}1; [(@(t/ —t)+ nB(w,;)) e~ Wit=t)

+ (Ot =) + np(wy) 5] (5.26)
Do (t—t,wp) = Zii,; [TLB(WE) e R 4 (1 —|—nB(w,;)) eiwﬁ(t*t')} , (5.27)
Doslt =) = g [(Lmaln)) €5 4 mpfug) 50T (528)

donde los subindices en estas expresiones indican la pertenencia a una de las ramas del
contorno (4 de ida, - de vuelta). Por ejemplo D, _(t — t',w) es el propagador cuyos

tiempos estanent € Cy y t' € C_.

Vemos que el propagador en el formalismo de tiempo real, consiste en cuatro
propagadores relacionados con la ubicaciéon de los tiempos en el contorno.
Diy(t =1t wp) Dy (t =1, wp)

D.(t -, wl;) =
D_, (t—1, w,;) D__(t—1, OJE)

(5.29)

Este hecho sugiere la definicion de campos y corrientes auxiliares que también se

distinguan por su ubicacién en el contorno. De esta manera se escribe

b= "t . n=" (5.30)

¢ J_
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donde el subindice a = {+, —} denota la pertenencia al contorno C;. o C_.

En la ecuacion vimos que el camino de vuelta C_ esta caracterizado por un
signo negativo en la integracién temporal (lo cual estd relacionado con el ordenamien-
to anticronolégico en el formalismo canénico). Esta caracteristica puede ser incluida
facilmente en la expresion para el funcional generador y de esta forma dar una
expresion que utilice el arreglo matricial del propagador . Si se considera una
métrica en este espacio de caminos con la forma diagonal (+1, —1), el funcional gene-
rador correspondiente a la acciéon S = [ d*z[L(d, ;) — L(P_, J_)] se expresa

de la siguiente manera
210, 0] = Z[0) exp{—; [atedty 1) Dafr.y) Jb(y)} . (5.31)

Es importante resaltar que, expresada en esta forma, la integraciéon temporal se realiza
en la forma usual —oco < t < 400, debido la duplicacion de los grados de libertad
en el espacio de caminos con métrica diag(+1,—1). Utilizando la forma del
funcional generador se calculan las funciones de Green de 2-puntos de la siguiente

forma

(—i)*  *Z]J] »
Z0] 5@ oty ey (5.32)

donde i D, (x, y) debe entenderse en el sentido de ([5.29)). La estructura de esta funcion

Gab(xa y) -

de Green es muy diferente a la del formalismo a 7' = 0 o a la del formalismo de tiem-
po imaginario. Notamos que GG, corresponde a una funciéon tiempo ordenada usual
mientras que G__ corresponde a una funcién anti-tiempo ordenada ([5.2)). Ain quedan

las funciones G, _ y G_, que son completamente caracteristicas de esta formulacion.

Im(p%) Im(p%

a) b)

______ .

S

L]
"l —ie -ie [ “Ep

AN

~
=

Figura 5.2: a) Polos tiempo ordenado. b) Polos anti-tiempo ordenado
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Siguiendo a [19], es posible tomar la transformada de Fourier para calcular expli-
citamente los propagadores de la teoria escalar libre en el espacio de momento y que

seran ttiles en el desarrollo perturbativo de una teoria con interaccién. Los escribimos

directamente
Do (k) = IM{L%—mmBukODa(k?—m?), (5.33)
D__(k) = —m—2iﬂng(|k0|)5(1€2—m2), (5.34)
Dy (k) = =2im [O(=K) + np(|k°])] 6(k* — m?), (5.35)
D_y(k) = —2im [O(K) +np(|k])] 6(k* — m?). (5.36)

Recordamos que k° = 4/ K24+ m? = +wy . Notamos que los propagadores Dy D__
estan formados por el propagador a T' = 0 y una parte que depende de la tempera-
tura. Ademas la parte que depende de la temperatura tiene la misma forma en todos
los propagadores. El término independiente de 1" en los propagadores corresponde al
intercambio de una particula virtual, de la misma forma que ocurre en el formalismo
a T = 0. Por otra parte el término que depende de T' en los propagadores es una
contribucion on-shell; es decir que se tiene una distribucién de particulas reales que
participan de los procesos de emision y absorciéon en conjunto con las particulas vir-
tuales. Otro aspecto que se observa en las relaciones es que no todos los

propagadores son independientes y se encuentra el siguiente vinculo
D++ + D,, - D+, + D7+ y (537)
es decir, solo hay tres componentes independientes del propagador D,.

Hemos visto que el término que depende de la temperatura en los propagadores
(5.3315.36)) corresponde a una contribucién on-shell y de esta forma las propiedades
ultravioletas de la teoria no se ven modificadas. Aunque en este trabajo no se tocaran
aspectos relacionados con renormalizacion, puede decirse que los contratérminos que
aparecen a 1" = 0 seran suficientes para renormalizar estas teorias a T finita. Sin

embargo el sector infrarrojo si presentara drasticas modificaciones que no seran objeto
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de estudio en este trabajo. Un argumento fisico para comprender por qué el sector
ultravioleta no se ve modificado es que la contribucién térmica viene dada por una
distribucion que para una temperatura fija se manifiesta a alta energia como una
distribucion de Boltzmann que suprime estos modos, previniendo asi la modificacién

del sector ultravioleta de la teoria a 7' = 0.

La forma en que se presentan los propagadores sobre el contorno en
el formalismo de tiempo real, a veces no es la mas apropiada. Sin embargo usando
combinaciones de estos propagadores se construyen los propagadores que aparecen
usualmente en la literatura cuando se trata de sistemas estadisticos. Estos son: pro-
pagador retardado Dpg, propagador avanzado D4 y el propagador correlacionado De.

Estos propagadores se escriben en términos de los anteriores de la siguiente forma

DR - D++ - D+_ - D_+ - D__ 5 (538)
DA — D++ - D7+ - D+7 — .Df, 5 (539)
DC = D++ + D,, - D+, + D,+ . (540)

Como estos propagadores son una combinacién de los anteriores, se puede encontrar

una transformaciéon que permita obtenerlos directamente. Considerando las siguientes

matrices
D D, . 0 D
D= |"" """, D= ul (5.41)
D, D__ Dr D¢
1 (1 -1 1 (1 1
Q = — , Q' = — , (5.42)
V211 V211
se comprueban las siguientes relaciones
D =QDQ", D =Q'DQ. (5.43)

Notamos que la matriz Q es unitaria Q= = Qf. Ademés vemos que una vez que se
tienen los propagadores sobre el contorno (matriz D), se obtienen estos propagadores

realizando el cambio de base ((5.42]).
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A continuacién, utilizando las relaciones (5.43)), se escriben los propagadores en

la nueva base

1 1
D, — _ 5.44
f k% —m?2 + iek® (KO +ie/2)? — w2’ (5.44)

1 1
Dy = = 5.45
4 k2 —m? —iekd (KO —ie/2)2 — w?’ (5.45)
Do = —2im (14 2np(|k°))) 6(k* — m?) . (5.46)

Vemos que los propagadores avanzado y retardado no dependen de la temperatura;

toda la informacion sobre el promedio estadistico cae en el propagador correlacionado.

5.2.2. Ejemplo: Correccién al Propagador (1 loop) a7 # 0 en
el Formalismo de Tiempo Real

En esta seccién veremos como se modifica el propagador debido a la presencia de
un término de interaccién; se trabajara con la teorfa A¢*. Como ya hemos mencionado,

en el formalismo de tiempo real la acciéon se escribe de la forma siguiente

s = [d (L) - £6)] (5.47)

con el Lagrangiano L(¢) = 18“@58,@ — %2(;52 — %qb‘l y recordando que los subindices

-2
{+, —} indican que la cantidad respectiva perternece a la rama del contorno de ida o

de vuelta respectivamente.

En el capitulo 3 vimos la forma que tiene el vértice de esta teoria para el caso
T = 0. En el caso a T finita tenemos el mismo vértice para la rama de ida pero hay
una contribucion para la rama de vuelta; notamos que lo tnico que cambia respecto
al caso de ida es el signo. De esta manera tenemos dos vértices (segin la rama que se

considere)

N -
>-< = i) (5.49)
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Cada uno de estos vértices esta asociado con ¢, y ¢_ respectivamente. Notamos que la
constante de acople es la misma para ambos, la tnica diferencia es el signo. Con estos
vértices es posible calcular la correccion al propagador, que corresponde a la llamada

autoenergia.

En el capitulo 3 se calculé cémo se modifica el propagador en presencia del término
de interaccién. Recordamos que, segun la ecuacion ([3.35)) el propagador modificado es

1
P2 —m?2 — %DF(O) +ie

D(p) = (5.50)

Vemos que este caso corresponde a nuestro propagador en el camino C',.. Para conseguir
el andlogo a esta expresion en el camino C_, simplemente se realizan las siguientes

transformaciones en la deduccién original

1 1
- — — A — = (5.51)
q> — m? + ie q> —m? — ie
y de esta forma se obtiene la expresion para el propagador en la rama C_ a T =0

Dip) = —— !

: . 5.52
p? —m? — 2Dp(0) — ic (5.52)

Notamos dos caracteristicas fundamentales que aparecen. La primera es el signo nega-
tivo global que aparece. La segunda es que la correccién a la masa es exactamente igual

a la que aparece en la expresion ((5.50)); esto se mostrara explicitamente mas abajo.

Para calcular la correccién al propagador a temperatura finita en el formalismo
de tiempo real, se utiliza el método diagramatico con la salvedad de que ahora es
necesario tomar en cuenta el aporte del camino de vuelta C_. Sabiendo que los procesos
fisicos ocurren todos en el camino C, veamos como el formalismo de tiempo real a

temperatura finita modifica los resultados encontrados en los capitulos anteriores.

Queremos calcular la correcciéon al propagador que ocurre al considerar ambos ca-
minos. Esta correccion se obtiene al considerar los dos vértices ((5.48)15.49)). En términos

diagramaticos, estamos interesados en calcular lo siguiente

—Y)— - ——— L —HK— L —K— (5.53)
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La expresion analitica equivalente a esta igualdad diagramatica es
1
Ds—-)'r =Dy + D 1 Dy + DI Dy (5.54)

El primer término es el propagador de la teoria libre. El segundo término corresponde
al vértice y se han anadido las lineas externas. El tercer término es similar al
segundo pero se utiliz6 el vértice ([5.49); notamos como debido a los propagadores libres
D,y D_, podemos conectar este vértice con el proceso en el cual se esta interesado.

Esta es una caracteristica tnica del formalismo de tiempo real.

Consideremos en primer lugar la correccién debida a ¢, (sobre la rama de ida)

—X— = —Q— . (5.55)

Utilizando las técnicas diagraméticas de manera andloga al desarrollo de la expresion

(3.35) , se escribe la integral para este proceso

Ami - (Z)\)/ Tq D.4(q)

2 J (@)
(iX) [ d'q 1 , T
- -2 —
2 /(27‘(’)4 q2 —m?2 + je Zﬂ-nB(’q ’)5(q m )
= Amj+ Amj. (5.56)

Puede distinguirse claramente la contribucion debido a la temperatura en la expresion

anterior. A continuacion se simplifica cada uno de los términos

\) [ dYq 1 A odg 1
amg = O =2 — -
o 2 J (2m)* ¢2 —m? +ie 4 (2m)® wg (5.57)
N odiq . A dPq np(wy)
Am2  — _(Z/ 9 0 2 o2y _ 7/ @) (5
mi 5 m) irng(|q°|) d(¢° — m*) 2] @y (5.58)

Para obtener el término Am? se usé el método de los residuos para evaluar integral
temporal (de la misma forma que se hizo en el capitulo 3), mientras que en el tér-

mino Am? se usé las propiedades de la delta de Dirac. Sustituyendo las expresiones

91



Capitulo 5: Teoria Cuantica de Campos a Temperatura Finita - Tiempo Real
encontradas anteriormente en la ecuacién (5.56)) se obtiene

Am2 = Am{+ Amy

_ )\/ d3q i+2n3(wq~)
4 (27T)3 Wg Wg

A dig 1 :
- 4/(253 Wcoth<52wq) . (5.59)

Recordamos que np(z) = — T e la funcion de Bose-Einstein. Para llegar al tltimo
6 —

paso se utilizé la identidad cosh(z) = 1 + 2np(2x).

Una vez calculada la contribucién debida a ¢, se debe calcular el aporte del

campo ¢_ o dicho de otra forma, el aporte debido al camino de vuelta en el contorno.

—X— = —Q— . (5.60)

Escribimos la contribucién a la autoenergia correspondiente a este diagrama

Am? = (Z/\)/ &' D__(q)

En forma diagramatica

2 J (2m)!
_ (@) g d'q 1 , T
2 /(2@4 l_qz — 5.~ 2imns(|d]) 6(¢” —m7)| - (5.61)

Al observar el término independiente de T', notamos que la prescripcién de Feynman
aparece con el signo opuesto al caso T' = 0, lo cual quiere decir que al realizar la
integracion se esquivan los polos en forma opuesta a la usual (en concordancia con el

sentido anticronolégico del camino C_). De esta forma se comprueba que

2 i ] - S ] o

y por lo tanto se obtiene el resultado notable

Am® = Am?. (5.63)

Es importante destacar que este resultado se obtiene debido a que en la rama de vuelta

C_ los polos se evitan en la forma opuesta a la prescripcion de Feynman, y de esta
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forma al evaluar los residuos el signo se cancela con el que aparece explicito en el

propagador D__ .

Utilizando estos resultados y recordando que los términos Am?2 y Am? corres-
ponden a la contribucién a un loop sin las lineas externas (diagramas amputados), es
decir Am2 = Il y Am? = —II__ (con el signo dado por el resultado (5.52)), se

obtiene

DS:J)r = Dyy + DiyIly Dy + Dy Dy

= Doy + Am? [(Dyy)? — Dy_D_,]. (5.64)

Recordamos que esta expresion estd dada en el espacio de momento. Vemos que el
tercer término contiene la contribucién hecha por el camino C'_. Cada uno de los
términos se escribe explicitamente utilizando las expresiones . Calculando
explicitamente el primer término dentro del corchete de , se obtienen

1 . 2
(Das W) = |y = 2imn(K7) 6K — m?)|
B 1 _22@'7rn3(|k0|)5(k’2 —m?)
(k2 —m?2 +ie)? k? —m?2 + e
+ [2im np (1K) 6(* — m?)]” (5.65)

Notamos la presencia de un término con un producto de deltas de Dirac evaluadas en
el mismos punto. Estos productos son singulares y causan problemas al formalismo;
en la literatura se conocen como pinch singularities y es necesario evitarlas. Para el

segundo término el resultado es

D._(k)D_s(k) = (=2im)*[0(k* —m*))*
O(=k") + np (k)] [O(K) + ns(|k°])]
— {22'71'5(]{2 _ mg)r {TLB(‘kO’) 4 (nBOkOD)Q] _ (5.66)

Para obtener este resultado se utilizaron las propiedades de la theta de Heaviside

O(—x)O(x) =0 y O(—z)+ O(x) = 1. Sustituyendo (5.65/5.66)) en el corchete de la
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ecuacion ((5.64]) encontramos que

1
(k2 —m? + ic)?

+ 47 ng(|k°)) §(k* — m?) {Wd(kQ —m?) —

(D++)2 - D, D, =

7
k2 —m? + e

} . (5.67)
Se comprueba que se ha cancelado el término singular que aparece en ([5.65)) sin em-
bargo aun queda uno de estos términos debido al resultado . Una forma de darle
sentido a esta expresion es regularizando la delta de Dirac. Para esto se utiliza la
expresion

) ~

T2+ €2

, para € —0. (5.68)

Sustituyendo esta expresién en la ecuacion (5.67) se encuentra

1

2
(D++) - D+*D*+ ~ (k'2 _ m2 + Z-E)Q

+4np(k0) € € _; k? —m? — e
(k2 —=m2)?2+ e | (k2 —m?)? + & (k2 — m?2)? + €2
1
(k2 —m2 +ie)?
k* —m?
Anp(|K° ‘ i

+4np(|k7]) (k2 —m?2)? + ¢2 [ Z(kQ—m2)2+621

e 1 :

=0 s + 2irng(|k°)) &' (k* —m?), (5.69)

donde hemos utilizado la derivada de la delta regularizada ((5.68)

) =~

—_— con z = k*—m?. 5.70
7 (22 + €2)? (5:70)
La cancelacion de las singularidades en ([5.69) es una caracteristica general del forma-
lismo, al menos en el equilibrio [32]. Vemos ademds que tratar con campos distintos

para cada rama del contorno es necesario para evitar estas patologias y poder darle

sentido al desarrollo perturbativo.
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Capitulo

Equilibrio o No-equilibrio... jHe Ahi la
Cuestion!

Es este ultimo capitulo se tratara de ubicar a los formalismos estudiados pre-
viamente en el contexto de teorias de muchos cuerpos en el equilibrio o fuera de
él [25[/29-31]. Se tratard de realizar analogias con lo que se conoce de sistemas senci-
llos en mecanica estadistica y para asi comprender cual es el lugar de las teorias de

campos estudiadas dentro de estos modelos.

6.1. Equilibrio

Lo que se quiere decir al hablar de equilibrio o no-equilibrio en sistemas estadis-
ticos, es algo que sin duda requiere ser abordado. Aunque pareciera que la comunidad
conoce plenamente las diferencias entre estos dos conceptos, existe muy poca documen-

tacion precisa que permita poder adentrarse en el tema sin riesgo de sufrir confusiones.

La primera aproximacién para la comprension de un sistema en equilibrio, es la
de aislar al sistema. Esto se consigue colacando al sistema dentro de unas “paredes” de
manera que no pueda haber intercambio de ninguna cantidad con el entorno: energia,

particulas, etc. El proceso de medicién crea perturbaciones en los sistemas aislados,
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estas perturbaciones se manifiestan por estados transitorios que decaeran hasta des-
aparecer. El tiempo de decaimiento de los estados transitorios depende del sistema

bajo estudio.

Los sistemas en equilibrio pueden ser caracterizados utilizando cantidades funda-
mentales que se conservan, por ejemplo la energia, el nimero de particulas (en sistemas
no relativistas), la cantidad de movimiento o el momento angular. Ademés puede ha-
ber dependencia con el volumen del sistema. Como un ejemplo recordemos que en un
gas dentro de un contenedor si damos el niimero de particulas /N, el volumen del siste-
ma V y la energia E entonces conocemos el estado de equilibrio del sistema. Es decir
que para otro sistema parecido al anterior, si logramos configurarlo con estos mismos

valores, entonces veremos las mismas propiedades macroscopicas an ambos sistemas.

La forma mas simple de decir que un sistema esta en equilibrio es colocandolo
en contacto con un reservorio; este reservorio puede tener una temperatura T fija
o un potencial quimico fijo. Estos son los ejemplos clasicos. Si la temperatura esté
fija, entonces ocurren fluctuaciones de energia y si el potencial quimico esta fijo hay

fluctuaciones en el nimero de particulas.

6.1.1. Potenciales Termodinamicos

Dependiendo de cual cantidad se mantenga fija y de las caracteristicas del sistema,

hay un potencial apropiado.
e Si el sistema estd aislado y la energia es constante, entonces conviene usar la
entropia para describir al sistema.

e Si el sistema permite el intercambio tinicamente de energia, entonces la tempe-
ratura esta fija y el potencial termodindmico apropiado es la energia libre de

Helmholtz.
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e Si ademéas de energia el sistema puede intercambiar particulas, entonces estan
fijas la temperatura y el potencial quimico y por lo tanto el potencial termodi-

namico apropiado es el potencial de Landau (o gran potencial).

Estos potenciales permiten establecer unos principios extremales similares a minimizar
la energia interna la tnica diferencia es que los potenciales tienen incluidos los vinculos

a los cuales esta sometido el sistema.

6.1.2. Analogia con una Teoria de Campos

Recordamos que una teoria de campos viene definida o por el funcional generador
o por el funcional generador de las funciones de Green conectadas. Este formalismo es
completamente analogo a la funcién de particion y la energia libre de Helmholtz en
mecanica estadistica; en esto el formalismo de la integral de caminos sirve de principio

guia.

A T = 0 una teoria de campos se centra en estudiar procesos relacionados con el
estado de vacio. Por otra parte, a T' # 0 en el equilibrio, se tiene una distribucién sobre
estados excitados térmicamente y se busca establecer valores medios de cantidades
observables que se expresa mediante la matriz densidad
—BH N

p = 7 Zy = Tre PH (6.1)

que recordamos es completamente analoga a la distribucién de Boltzmann.

6.1.3. Equilibrio en el Formalismo de Tiempo Imaginario Vs.
Equilibrio en el Formalismo de Tiempo Real

Se estudio en los capitulos anteriores que en el formalismo de tiempo imaginario,
la integral de caminos se realiza en un contorno que recorre el eje imaginario desde

un tiempo t hasta t — i3 y asigna condiciones de borde apropiadas sobre los campos
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(periddicas en el caso de Bosones, anti-periddicas en el caso de Fermiones). En este
formalismo no aparece el tiempo, de manera que no puede estudiar procesos donde
hay evolucion de las cantidades involucradas. Si se desea obtener el resultado final en
términos del tiempo, es necesario realizar una continuacion analitica de la expresion

final, lo cual puede ser complicado la mayor parte de las veces.

El caso del formalismos de tiempo real, también llamado de Schwinger-Keldysh,
se obtienen los propagadores usando la condicién de Kubo-Martin-Schwinger lo cual
permite tener una teoria en el equilibrio; esto quiere decir, fundamentalmente, que
se posee una distribucion independiente del tiempo para los estados térmicos de las

particulas: una distribucion de Bose-Eintein o una distribucién de Fermi-Dirac.

Una consecuencia fundamental del formalismo en el equilibrio es que las funciones
de Green (funciones de correlacién) poseen invariancia bajo traslaciones temporales.
De esta manera puede colocarse la matriz densidad del estado inicial en cualquier

instante t¢;, en particular ¢;, — —oo.

4 Im(r)
T C. T'
F—> Re(?)
C3 C_
T-ip

Figura 6.1: Contorno Formalismo Tiempo Real

Al hacer esto se consigue factorizar (descorrelacionar) el segmento C3 de los segmentos

C4. Es decir los valores de los campos sobre Cy no se ven afectados por Cs.
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6.2. No-equilibrio

La idea de sistemas fuera del equilibrio involucra aspectos dindmicos en la des-
cripcién de los procesos. El problema fundamental de una teoria fuera del equilibrio
es el de encontrar la evolucién temporal de los valores de expectacién (promedios)
calculados; para una teoria en el equilibrio, estos valores de expectacién no dependen
del tiempo. Las teorias fuera del equilibrio involucran una gran cantidad de fenémenos
y configuraciones y aun se estd trabajando para lograr un formalismo unificado que
permita analizar la gran variedad de fenémenos que estan bajo la etiqueta de fisica

fuera del equilibrio o del no-equilibrio.

Histéricamente, la mecanica estadistica del no equilibrio se construyé sobre las
ideas de Boltzmann donde hay N particulas esféricas en una caja cerrada aislada, que
evolucionan en el tiempo de acuerdo a las leyes de Newton. A partir de esta dina-
mica se produce el comportamiento irreversible de los que podemos extraer todas las
propiedades dinamicas del sistema: viscosidades, conductividades térmicas, velocidad
del sonido, etc. Existe, sin embargo, otra forma de ver el problema y corresponde a la
vision de Langevin, donde el sistema de interés es insertado en un bafio de otras parti-
culas. A la mirada del fisico ortodoxo el enfoque de Boltzmann luce méas fundamental.
Sin embargo, el atractivo que posee el paradigma de Boltzmann se topa con problemas
que aun hoy no estan resueltos, ya que conduce a las dificiles cuestiones planteadas por
la teoria ergddica y la posibilidad de que sistemas aislados fuera del equilibrio puedan
ir hasta el equilibrio. El paradigma de Langevin es aparentemente menos universal.
Sin embargo en la descripcion estocastica de Langevin existen parametros que estan
relacionados a las fluctuaciones de equilibrio. Para determinar estos pardmetros se de-
be desarrollar una teoria microscopica que incluya los grados de libertad del fluido de

fondo.

99



Capitulo 6: Equilibrio o No-equilibrio... jHe Ahi la Cuestion!

6.2.1. No-equilibrio en las Teorias de Campo

No podemos dar una vision completa de este problema en este trabajo; tan solo

dar unas pocas indicaciones que sirvan de guia.

Para incluir en una teoria de campos aspectos de procesos fuera del equilibrio,
conviene utilizar el formalismo de tiempo real. Esta afirmacién resulta casi obvia dado
que el formalismo de tiempo imaginario excluye, por construccion, cualquier aspecto
dinamico del problema a tratar. Es necesario ademas especificar el estado inicial del
sistema; esto se realiza dando la matriz densidad del sistema en el tiempo inicial ;. Sin
embargo, para que sea un problema fuera del equilibrio, la matriz densidad inicial debe
ser distinta a la dada por la distribucién de Boltzmann ; si asi fuera tendriamos
el formalismo tratado en el capitulo 5. Como la matriz densidad del estado fuera del
equilibrio no corresponde a la distribuciéon de Boltzmann, se tiene que no hay nociéon
de temperatura ni de ningin otro pardmetro de los que se habla cuando se estudian

sistemas en el equilibrio.

Los tipos de problemas que tipicamente se encuentra en la literatura son

e Un campo acoplado con un bano térmico. Este bafio térmico es descrito por una
teoria de campos en el equilibrio. Se estudian los aspectos dindmicos del proceso

de termalizacion.

e Un sistema aislado que consta de un campo descrito inicialmente por una matriz
densidad fuera del equilibrio (es decir diferente a la distribucién de Boltzmann).
Nuevamente el interés es estudiar la evolucion del campo bajo estas condiciones

en la ruta hacia el equilibrio.

A continuacion mencionaremos dos de las técnicas mas importantes para tratar pro-

blemas fuera del equilibrio.
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6.2.2. Accion Efectiva 2PI

Existen técnicas creadas (o adaptadas) para estudiar los sistemas fuera del equi-
librio. Son importantes aquellas basadas en acciones efectivas; en particular la técnica
de acciones efectivas n particulas irreducibles nP1. En las teorias de campo estandar se
utiliza el formalismo 1PI; la técnica nPI generaliza este procedimiento. En particular
ha sido util la técnica 2PT [33] que modifica la transformada de Legendre que sirve para
definir la teoria efectiva. Recordemos que en el formalismo 1PI se define el funcional

de la accion efectiva como

Tlg] = W[J] - / 'z J(z) do(x) | (6.2)

donde WJ] es el funcional generador de las funciones de Green conectadas y ¢.(z) se

(5W J
conoce como el campo clésico y se define [ ] =

= ¢.(z). Utilizando el funcional de la

accion efectiva es posible demostrar que para una teoria con interaccion se tiene

__ 0°T(ed
T 0e(w1) 0e(w2) |,

r® = TP +% = D'+ 3. (6.3)

La cantidad I'® es la segunda derivada del funcional de la accién efectiva de la teoria
con interaccién mientras que F(()2) es la segunda derivada del funcional de la accién
efectiva de la teoria libre y ¥ representa las correcciones cuanticas. La ventaja fun-
damental de I'® es que es la inversa del propagador de la teorfa con interaccién a

cualquier orden en teoria de perturbacion. De esta manera se satisface formalmente

1
D' + %
1 1 1 1 1 1

= by by Yy . (64

DD'+¥)=1 — D =

Esta ecuacién no es méas que la expresion formal de la relacion (3.35)). Por otra parte,

en el formalismo 2PI se anade una fuente bilocal R(z,y) al funcional generador

210,8) = N[ Doesp{i[s16] + [ate s@)o(w) + 5 [ ety ota) Rz ot}
(6.5)
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y se calcula la accion efectiva 2P1

Tloe D] = W]~ [ @ J@) oula) — 5 [ded'y Rz )liD(,y) + pu2)ocly)]
(6.6)
Utilizando esta accion efectiva se puede calcular el propagador para la teoria con
interaccién y en conjunto con el formalismo de tiempo real (con su contorno C4),

permite una formulacién de problemas fuera del equilibrio.

6.2.3. Meétodo de la Rotacion de Keldysh

Como ya se ha mencionado antes, no es posible usar los métodos estandar de la
matriz S para estudiar procesos fuera del equilibrio debido a que no se conoce cuél
serd el estado de salida del sistema y por esto resulta imposible calcular una amplitud
de transicién. Por esto es que se consideran valores de expectacién de operadores lo
cual lleva naturalmente a plantear la idea del contorno cerrado. La evaluacion de los
campos en cada rama del contorno produce naturalmente una duplicacién de los grados
de libertad que pueden ser asociados con el sistema de interés y el entorno en el cual

estd inmerso [34].

Consideremos una teorfa escalar A\¢* de un campo ¢ y otro campo que modela
al medio (bafio térmico o background) y que denotaremos x. Para lograr una teoria
de perturbaciones que se comporte bien, es necesario que haya una separacion de
escalas temporales, lo cual puede conseguirse si el acoplamiento entre los campos es
suficientemente débil. Esto se traduce en que los tiempos caracteristicos de los procesos
son mucho méas pequenos que las masas efectivas de las particulas (medidas en unidades

convenientes) y el sistema puede tratarse como un gas ideal.

Recordemos que el campo ¢ toma valores segin la rama del contorno en la que
estd. Utilizando la matriz de transformacion @ (5.42) que se usé para definir los pro-

pagadores fisicos, es posible introducir unos campos y corrientes nuevas ¢, y J,, con
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a = {cl, q}, de la siguiente manera

(rbq _il_l o4 Jq _il_l I+ (67)
da|l  V2(1 1]l |’ Tl V2 o1 |||’

donde el subindice indica (convencionalmente) un campo “clésico” ¢ y otro “cudntico”
¢4. Haciéndo estas transformaciones y simplificando se encuentra que el funcional

generador para una teoria sin background puede escribirse asi

0 9
0Ja’ J,

exp{i [—gbd((?“@u —m?) — ?i\!¢i’l + Jcl] %} . (6.8)

Z[Jclw]q,p«))] = f[ ]/D¢CZD¢Q eXp(quCbcl)

Puede notarse que la integracién en ¢, puede hacerse para este funcional. Esta in-
tegracion produce la delta 6[—¢q (0", — m?*) — 5¢% + Ju] lo cual forza la ecuacion

clasica de movimiento para ¢.. Por esto se le da el nombre de campo clasico.

Este funcional transformado produce un propagador distinto que describe procesos
Gy — Gy Y g — G- Ademds se observa que hay un vértice de 4 lineas ¢2¢,: tres
de ellas con ¢ y una con ¢,. Este nuevo vértice se conoce en la literatura como vértice
estadistico clasico. Si se acopla el sistema a un campo que sirva de background, se sigue

el mismo procedimiento y se obtienen vértices efectivos.

Este método fue desarrollado para estudiar procesos de termalizacién de sistemas
que estan lejos del equilibrio y acoplados con un background. Por lo discutido se ve que
deja por fuera informacién del campo ¢,; esta informacion fue dejada en las aproxima-
ciones necesarias para llegar a y pueden ser necesarias para obtener resultados

donde las fluctuaciones sean importantes.
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En este trabajo hemos realizado una presentacion sucinta a la integral de caminos
como formalismo unificador en las teorfas de campos tanto a temperatura cero (7' =
0) como a temperatura finita (7" # 0). Aunque los andlisis realizados corresponden
principalmente a procesos en el equilibrio, se mostré algunas alternativas a fin de

extender el formalismo en caso de querer estudiar procesos fuera del equilibrio.

En el capitulo 1, luego de hacer un breve repaso de mecéanica cuantica en el
formalismo candnico, se realizd una construccion de la integral de caminos. Se mostré
que ésta no es mas que la amplitud de transicion para procesos de un estado inicial a
otro final. De esta interpretacion simple, pueden calcularse las cantidades de una teoria.
Posteriormente se vio que la imagen que da la representacion de integrales de caminos
es que las fluctuaciones cuanticas del sistema corresponden a caminos distintos a aquel
que extremiza la accion; el limite clasico corresponde a la solucién de las ecuaciones

de Euler-Lagrange.

A continuacién se defini6 el funcional generador de las funciones de Green Z[.J]
y se vio que derivando funcionalmente n veces esta cantidad se obtienen las funciones
de Green de n-puntos; estas funciones de Green se conocen también como funciones
de correlaciéon cuando se mira el formalismo como una teoria estadistica de muchos
cuerpos. El funcional generador pone de relieve que la integral de Feynman pesa (en el

sentido estadistico) todos los caminos posibles usando como anélogo de la distribucion
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la exponencial de la accién clasica. Este resultado es notable. Cuando los estados inicial
y final se hacen tender a tiempos remotos (t;, - —oo y ty — 400) se observa que la
amplitud de trancisién que define a la integral de caminos corresponde a transiciones
vacio-vacio. Este resutado es importante, ya que es la forma en la que se entiende la
teoria cuantica de campos en en su formulacién estandar: es una teoria cuyos procesos
inician y terminan en el estado de vacio del sistema. Existe otro funcional, que es
el de las funciones de Green conectadas W[J]|. Las funciones de Green conectadas
concentran la informacion relevante a cierto orden en cada proceso estudiado y la
técnica diagramética descansa en la expansion de W[J]. La relacién que existe entre
los funcionales Z[J] y W[J] es andloga a la que existe entre la funcién de particién y

la energia libre de Helmholtz en sistema estadistico.

En el capitulo 2 se estudié el oscilador armoénico debido a que es uno de los
ejemplos mas importantes de toda la fisica. En primer lugar se hizo una revision
del oscilador armonico utilizando el formalismo canénico con operadores de creacién
y destruccién. Luego se construyé el funcional Z[J] para el oscilador arménico y se
simplificé su forma; los calculos se realizaron con detalle porque el tipo de manipulacién
encontrada en este capitulo servird de ejemplo para lo que se hard posteriormente en
las teorias de campos. Seguidamente se extrajo el funcional W[J] de la expresion
obtenida para Z[J] (si la simplificacién se pudo realizar, este paso es trivial) y de aqui
se obtuvo el propagador de Feynman que es la cantidad con la cual se hace teoria
de perturbaciones. Esta forma de llegar al propagador sirve de modelo para todas las

teorias que se estudiaron en los capitulos siguientes.

A manera de ejemplo se considerd el oscilador Fermiénico. Se repaséd su formu-
lacion en el formalismo candnico y se construyé un Lagrangiano que permitiera el
estudio de este sistema en el marco de la integral funcional. Utilizando estos resul-
tados se construyé el funcional Z[J] para este sistema; se definié para este fin las
convenciones necesarias para poder tratar con variables que anti-conmutan (Grass-

mann). Al reescribir el Lagrangiano convenientemente se observa que puede ponerse
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en una forma andloga al Lagrangiano de Dirac para un electrén. Escrito de esta forma
se realizé la integral funcional e inmediatamente se extrajo el funcional W[.J] y el pro-
pagador. Finalmente se concluye con una formulacién supersimétrica para el oscilador
armoénico simple mostrando que usando el mapa de Nicolai permite escribir la teoria

supersimétrica en una teoria Bosonica libre.

Luego de que en los dos primeros capitulos se estudiaran sistemas discretos, en el
capitulo 3 se estudio la formulaciéon de la integral de caminos para sistemas continuos,
es decir campos. Haciendo uso de lo aprendido en los capitulos anteriores se procede
a definir la integral funcional para campos e ilustrar su uso en la teoria de un campo
escalar real. Se mostro con suficiente detalle los pasos necesarios para calcular los fun-
cionales Z[J| y W[J] y asi obtener el propagador de Feynman de la teorfa. Utilizando
estos resultados se abordé el desarrollo perturbativo de las teorias y se mostré como
obtener las distintas funciones de Green a cualquier orden deseado haciendo uso del
teorema de Wick. Esto mismo se repiti6 al considerar la teorfa A¢?*, donde se estudié
con detalle el proceso de expansion de la teoria en términos de la constante de acople
A. Seguidamente se consideramos la interpretacion en Diagramas de Feynman para
cada término del desarrollo perturbativo para el propagador y la funcién de Green de
4-puntos cualminando en la extraccion de las reglas de Feynman que permiten escribir
cualquier término de la expansién a partir del diagrama del proceso. Finalmente se
mostré que el hecho de considerar que la integracion temporal se realiza en el intervalo
(—o0, +00) esta relacionado con los procesos de transicién vacio-vacio (ya visto en el
capitulo 1) y por lo tanto esta formulacién de la teorfa cuéntica de campos corresponde

a tener el sistema a temperatura cero (7' = 0).

A partir del capitulo 4 empezamos a estudiar sistemas a temperatura finita. En
este capitulo vimos el formalismo de tiempo imginario (o de Matsubara). Se comenzé
definiendo la matriz densidad y estudiando en el formalismo canénico la manera de
realizar promediés de operadores sobre el ensamble. Se demostré ademas la condicion

de Kubo-Martin-Schwinger la cual permite relacionar promedios de operadores reali-
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zando una traslacion temporal. Pudo verse que en el formalismo canénico es posible
interpretar a la matriz densidad como un operador de evoluciéon parametrizado por
un tiempo que recorre el eje imaginario en un intervalo finito; esto puede lograrse
mediante una rotacion de Wick. De esta forma los formalismos a temperatura cero en
mecanica cuantica y a temperatura finita se unifican. A continuacién se mostré que a
consecuencia de esta evolucién en un tiempo imaginario finito, el espacio reciproco es
discreto y aparecen las conocidas frecuencias de Matsubara. Se pudo demostrar que
para calcular valores de expectacion de operadores es necesario fijar condiciones de
borde periddicas; esto se debe a que los valores de expectacion estan relacionados con
calculos de trazas. Como consecuencia de esto se obtiene que operadores que conmu-
tan (Bosonicos) tienen frecuencias de Matsubara pares mientras que operadores que

anti-conmutan (Fermionicos) tienen frecuencias de Matsubara impares.

Seguidamente se encontrd la representacion en términos de la integral funcional
para el formalismo de tiempo imaginario usando la rotacién de Wick. De esta forma las
dependencias temporales desaparecen y la “evolucién” ocurre parametrizada por una
cantidad que tiene unidades inversas a la temperatura. El mecanismo dela rotacién
induce un cambio en la integral funcional. A las teorias tratadas de esta forma se
les llama teorias de campo Eucideas debido a la manera en como cambia la métrica
de Minkowski. Un resultado importante que se encontré es que al tomar el limite
£ — +oo se tiene que la temperatura va a cero, T — 0; por otra parte, del cambio
t = —i7 se ve que la integracion temporal recorre necesariamente un intervalo infinito.
De esta manera se ve que los efectos térmicos en el formalismo de tiempo imaginario
aparecen como un efecto de tamano finito en el contorno temporal. Este resultado nos

ha resultado esclarecedor.

Finalmente se calculd el funcional Z[J] y el propagador para la teoria del campo
escalar real \¢?, extrayendo las reglas de Feynman que sirven para hacer teorfa de
perturbaciones como ya hemos mencionado y calcular la correcciéon al propagador a

1-loop. Vimos que la correcciéon a la masa de las particulas descritas por el campo
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recibe correcciones térmicas que pueden distinguirse claramente en la expresion final.
Ademas el comportamiento ultravioleta de la teoria no se ve modificado debido a que

los modos de alta energia son suprimidos por la distribucién térmica.

En el capitulo 5 se estudié una segunda manera de incluir temperatura en sis-
temas continuos: el formalismo de tiempo real (o de Schwinger-Keldysh). En este for-
malismo no se realiza el procedimiento de rotacion de Wick y por lo tanto se mantiene
la dependencia temporal de la teoria. Esto permite poder estudiar la evolucién de los
sistemas en los problemas y de esta forma este formalismo constituye un candidato a
poder describir procesos fuera del equilibrio. Se discutié en primer lugar la forma de
escribir los promedios de operadores para asi motivar la construccion de un contorno
de integracion en el tiempo. Este contorno es necesariamente uno que tiene una rama
de ida y otra de vuelta; esto debe ser asi para poder calcular trazas que representen
a los valores medios. Se pudo comprobar de esta forma que si se parte de un Hamil-
toniano independiente del tiempo, la matriz densidad también es independiente del
tiempo y por lo tanto el planteamiento del contorno en el formalismo de tiempo real
termina siendo equivalente al formalismo de tiempo imaginario revisado en el capitulo

anterior.

La necesidad de un contorno de ida vuelta hace que los propagadores de la teoria
tengan una estructura mas complicada. Es posible no solo correlacionar puntos en la
rama de ida (como en el formalismo in-out a T'= 0) sino que se puede correlacionar
en la rama de vuelta o también tener correlaciones que mezclan puntos de ambas
ramas. Los propagadores seran un conjunto de funciones que dependera de la rama
del contorno en la cual caigan los puntos. Un hecho importante que se mencioné es
que si el sistema a estudiar esta en el equilibrio, y por lo tanto el sistema no tiene
un origen en el tiempo determinado, la rama imaginaria del contorno se desacopla del

resto y no interviene en los calculos.

Finalmente se indicaron unas transformaciones que relacionan a los propagadores
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encontrados con los propagadores que aparecen normalmente en la literatura: retar-
dado, avanzado y aparece uno nuevo conocido como propagador correlacionado o de
Keldysh. Con estos propagadores se estudié el problema de la correcciéon de la masa
de la teoria escalar A\¢* a 1-loop mostrando el uso de este contorno en un ejemplo
concreto. La apariciden de la rama de vuelta hace presente un nuevo vértice que tiene
contribuciones en los calculos y de hecho permite la cancelaciéon de singularidades en
la teoria a todos los érdenes en teoria de perturbaciones. El resultado correspondiente

a la correccion de la masa coincide con el encontrado en el capitulo anterior.

El capitulo 6 trata de hacer una breve revisiéon de los conceptos de equilibrio
y no-equilibrio en las teorias estadisticas. Esto nos sirve de conclusion y a la vez
plantea preguntas que pueden abordarse en trabajos siguientes. Se empez6 mencio-
nando la necesidad de una pocas variables emergentes, macroscopicas que describen el
comportamiento global del sistema en el equilibrio. Ademas recordamos el uso de los
potenciales termodinamicos como conceptos que permiten caracterizar el equilibrio de
sistemas bajo ciertas restricciones. Esto es importante porque en la teoria de campos,
el formalismo de la integral funcional permite hacer una analogia con la mecanica

estadistica de sistemas discretos

Z = zs:exp<—;Es> , Z = /ng exp(iS[¢]) .

De hecho, el proceso de rotacion de Wick hace un mapeo de una teoria Lorentz en D+1
dimensiones espacio-temporales a una teoria Fuclidea en D + 1 dimensiones espaciales
como ya se menciono; si ademas al obtener la teoria Euclidea se compactifica una de
las dimensiones se tiene una teoria con temperatura finita. Al igual que hay analogias
con la funcién de particion, el formalismo de la integral de caminos permite también

definir una cantidad analoga a la energia libre para campos.

En el equilibrio los sistemas vienen descritos por una matriz densidad que es
independiente del tiempo. Esto produce teorias cuyos propagadores (esencialmente

correlaciones entre dos puntos) dependen de la diferencia entre los puntos involucra-
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dos D(z — y). Esta caracteristica es compartida por los sistemas estacionarios; estos

sistemas estan fuera del equilibrio pero aun asi tienen esta invariancia traslacional.

La dindmica del no-equilibrio es en general bastante complicada de describir.
Existen dificultades operacionales debido a que el formalismo de los procesos fuera del
equilibrio no esta completo aun. También existen dificultades matematicas reflejadas
en el caracter no lineal de los problemas tratados, lo que se traduce en que las escalas
caracteristicas de los procesos estan solapadas y no resulta simple poder aislar los pro-
cesos de interés. Aunque hay sistemas particulares donde es posible una descripcion
simple, es necesario trabajar en la construccién de modelos que permitan entender los
mecanismos de los procesos fuera del equilibrio. Ejemplos de estos modelos son el caso
de un entorno que se encuentra en un estado cercano al equilibrio (térmico) y que tni-
camente se ve perturbado débilmente por el sistema que nos interesa. Los problemas
se simplifican considerablemente cuando existe una clara separacién de las escalas de
tiempo entre el sistema y el entorno, por ejemplo si el sistema evoluciona lentamente
en comparaciéon con el tiempo de respuesta tipico del entorno a las perturbaciones lo-
cales. En estos casos es posible considerar el ambiente en un estado de equilibrio local,
descrito por un conjunto de variables macroscépicas (como su temperatura), y utili-
zarlo para calcular su efecto sobre la dinamica del sistema. Esto conduce en promedio
a la disipacién de la energia del sistema en el entorno, lo que perturba adiabatica-
mente a este Ultimo para que vuelva rdpidamente a un (nuevo) estado de equilibrio.
Ademas, las fluctuaciones aleatorias en el entorno térmico también conduciran a fluc-
tuaciones aleatorias en el sistema, cuya amplitud esta intrinsecamente relacionada con
la fuerza de los efectos disipativos. Esto se conoce genéricamente como el teorema
de fluctuacion-disipacién, que toma una forma simple en las condiciones adiabaticas
y de cuasi-equilibrio dadas anteriormente, pero que también se puede extenderse a

escenarios de no-equilibrio méas generales.

En la discusién de los sistemas fuera del equilibrio se mencionaron dos enfoques;

ambos utilizan el formalismo de tiempo real como fundamento. En el formalismo de
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la acciéon efectiva 2PI, se construye una nueva accién efectiva y de alli unas nuevas
ecuaciones de movimiento que contienen informacién relevante para tratar problemas
fuera del equilibrio. En el formalismo de la rotacion de Keldysh se tiene un bano
térmico acoplado con el sistema de interés. Si el acople entre estos sistemas es suficien-
temente débil puede generarse una teoria efectiva que permita estudiar la evolucion
del sistema bajo la influencia del bafio térmico y su eventual termalizacion. Cabe pre-
guntarse si ambos sistemas pueden unificarse ya que parecieran que abordan aspectos
complementarios del problema; esto es algo que pudiera ser sometido a estudio en una

investigacion futura.

Como recomendacién para un estudio futuro, y de cara a tratar de entender los
fenomenos del no-equilibrio parece necesario hacer una revision de la teoria de proce-
sos estocasticos. Decimos esto porque los fendmenos del equilibrio estan caracterizados
por distribuciones estadisticamente estables mientras que los sistemas fuera del equili-
brio estan caracterizados por distribuciones que evolucionan o bien hacia la estabilidad
(termalizacién) o simplemente permanecen cambiando. La teoria de los procesos es-
tocasticos ha hecho muchos avances que podrian aprovecharse en el estudio de los
sistemas continuos. Hacer esto, en conjunto con la revision de los intentos realizados
hasta ahora de abordar fenémenos fuera del equilibrio (como los mencionados en el
parrafo anterior) puede arrojar resultados favorables en la comprensién y extension de

las ideas y herramientas en el estudio de sistemas en el no-equilibrio.
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Apéndice A

Integrales Gaussianas

Para evaluar las integrales de camino resulta 1til disponer de ciertas identidades
que facilitan la obtencion de los resultados. Algunas de estas identidades corresponden

a la llamada integracién Gaussiana.

La identidad basica es
dze i =21 . (A.1)
A partir de esta identidad se encuentran variantes que resultan de suma utilidad.

La Gaussiana escalada

+o00 2 3
e (”) . (A.2)
a

—00
Pensada como variable aleatoria, es posible calcular los momentos. Claramente, sélo
son no nulos los momentos pares

12 2m\7 1
dp e— 307 g2 — (W>2 —(2n— 1)1, para  n>1, (A.3)

—00 a a™

con (2n—=2n—-1)2n—3)---5-3- 1.
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Resulta conveniente acoplar la variable aleatoria x con una “corriente” J. Al hacer

esto se obtienen las siguientes variantes de la integral Gaussiana

+Oodac em2% e (2;)é e’ (A.4)
T e hanthide <2;T>é e/ (A.5)
T gy phiart itz _ (T)é o220 (A.6)
La generalizacion a N dimensiones es
_:deldxz coodry ez ATHT (((fe:[)j] )é g3l AT , (A.7)

Estas identidades se demuestran facilmente pasando a una base donde el operador A

sea diagonal.

A continuacién se muestra la identidad fundamental de la teoria cudntica de

campos en el régimen perturbativo

/D¢> o 30K G-V +T-d _ ,=V(§/0]) L5 T-K1J (A.9)

Usualmente la cantidad —%¢ K -¢—V(¢p)+ J - ¢ es una representacion de la accion
extendida que describe la teorfa (es la accién extendida debido a la presencia de la
corriente). En el resultado anterior (y los que siguen) se han omitido factores que
no aportan a los resultados finales en los calculos en teoria cuantica de campos. La
cantidad V' (¢) es el potencial que describe las interacciones y contiene los términos de

orden mayor al segundo en el Lagrangiano del sistema.
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Algunas variantes a la identidad fundamental son

/D¢ eROK ORGSR (A.10)
/D¢e%¢.;<.¢+u.¢ — e RSKTNT (A.11)
/ Do et dalis@K@+HI @) — i [dlel-3I@K @) (A.12)
/ng o [ dalbo@ Ko@) HI@o@)]  _  f dllbI @K )] (A.13)

Finalmente para K Hermitico con ¢ un campo complejo, se tiene
[ Dol D e KTl T (A.14)

Como ya se ha mencionado se han omitido los factores; salvo casos especiales, como

al tratar con invariancias, este procedimiento es perfectamente valido.
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