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Resumen

La Integral de Caminos en la Formulación de la Teoría
Cuántica de Campos a Temperatura Cero y a Temperatura

Finita

Gabriel Abellán

Dr. Nelson Bolívar, Tutor

Universidad Central de Venezuela

En este trabajo se presenta la integral de caminos como herramienta principal para

el estudio de las teorías de campos a temperatura cero y a temperatura finita. Se

aborda el tema de las teorías de campos en el equilibrio utilizando los formalismos de

tiempo imaginario y de tiempo real. Se realizan cálculos en detalle, de manera que este

trabajo puede ser utilizado como una introducción pedagógica a este tema. Finalmente

se presenta una breve revisión de algunos de los procedimientos para tratar problemas

fuera del equilibrio.

Palabras Claves: Teoría Cuántica de Campos, Integrales de Camino, Formalismo de

Tiempo Imaginario, Formalismo de Tiempo Real.
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Introducción

El enfoque convencional para abordar el estudio de la teoría cuántica de campos

es hacerlo a temperatura cero (T = 0). Bajo este esquema se calculan las secciones

eficacez, tiempos de decaimientos y todas las propiedades macroscópicas que son com-

paradas con la data experimental; la concordancia entre data y predicción es excelente

y en algunos casos de una precisión increíble. Todas estas propiedades se calculan

usando la teoriá de la matriz S. Sin embargo sabemos que el universo no está a tem-

peratura cero (aunque en ciertos casos esto pueda ser una excelente aproximación),

de esta manera es conveniente preguntarse cuándo el estudio de las teorías a tempe-

ratura finita (T 6= 0) es relevante y además cuáles nuevos fenómenos están presentes

al considerar los efectos térmicos.

Actualmente hay un creciente interés en la física de los sistemas densos de partícu-

las ultrarelativistas. Los sistemas densos son esencialmente sistemas de muchos cuerpos

y se encuentran en diversas áreas de la física: altas energías, física de astropartículas,

cosmología, física nuclear, física del plasma y materia condensada.

Cosmología: Se piensa que en las etapas tempranas del universo, éste se compor-

taba como un plasma caliente termalizado (al menos bajo ciertas condiciones). Esto

fue demostrado por los resultados de COBE sobre la radiación cósmica de fondo que

muestra el espectro de un cuerpo negro con fluctuaciones del orden de δT/T ∼ 10−5 [1].

Recientemente la sonda WMAP [2] midió la razón fotón-barión en el universo actual
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Introducción

lo cual permite calcular la asimetría bariónica (cantidad de partículas y antipartícu-

las) y al compararla con los modelos cosmológicos de nucleosíntesis se observa que son

consistentes.

Usando el enfoque de la Teoría cuántica de Campos a Temperatura Finita, puede

estudiarse el restablecimiento de una simetría espontáneamente rota [3, 4]. Por ejem-

plo en la teoría inflacionaria se estudia el restablecimiento de la simetría de calibre

de la teoría electrodébil. Estas transiciones de fase son importantes para tratar de

comprender la asimetría materia/antimateria (bariogénesis) [5].

Otro tipo de fenómenos que puede ser estudiado en el contexto cosmológico y de

astropartículas es calcular las secciones eficaces para las reacciones que tienen lugar

en un plasma caliente y determinar así la abundancia de algunas especies.

Altas Energías: Desde el comienzo de la teoría cuántica de campos, ha sido evi-

dente que es de interés extender el formalismo de T = 0 para considerar fenómenos a

temperatura y densidad finita. A mediados de los años 70 aparecía el concepto de li-

bertad asintótica en Cromodinámica Cuántica (QCD). A temperatura cero y potencial

químico cero, el comportamiento de QCD en el régimen de baja energía es caracteri-

zado por el llamado confinamiento, es decir el régimen de acoplamiento fuerte entre

las partículas que interactúan vía QCD. A medida que la energía aumenta, QCD se

caracteriza por el régimen de libertad asintótica, es decir las partículas que interactúan

vía QCD lo hacen débilmente. La existencia de esta fase exótica en la materia ha sido

inferida de colisiones de iones pesados Pb-Pb en los experimentos ATLAS [6], CMS [7]

y ALICE [8] en el LHC del CERN. El formalismo de la teoría cuántica de campos a

temperatura y densidad finitas es de utilidad al momento de estudiar los mecanismos

de transiciones entre estas dos fases de la cromodinámica cuántica.

Astropartículas: Los núcleos de estrellas de neutrones, supernovas, gigantes ro-

jas y enanas blancas, están compuestos fundamentalmente de plasmas densos (ρ =

2



Introducción

106 − 1015 g/cm3). En años recientes ha habido interés en el estudio de la termaliza-

ción holográfica en plasmas fuertemente acoplados así como aplicaciones de la corres-

pondencia AdS/CFT para obtener propagadores térmicos y estudiar ruido térmico y

quantum quenches [9].

Materia Condensada: Los métodos desarrollados en teoría cuántica de campos se

aplicaron a la mecánica estadística y la materia condensada fuera del equilibrio des-

de muy temprano [10–12]. Debido a que experimentalmente los fenómenos fuera del

equilibrio son más accesibles en el ámbito de las teorías de materia condensada, es

natural que haya habido interés en desarrollar herramientas que permitan explicar la

gran variedad de fenómenos observados: propiedades de transporte usando la diagra-

mática de Feynman, resonancia de espín y difusión en aleaciones magnéticas diluidas.

Las funciones de Green (en la formulación de tiempo real) se han usado para derivar

ecuaciones cinéticas en superconductores y estudiar líquidos de Fermi, entre muchas

otras aplicaciones [13–15].

El propósito de este trabajo es hacer una presentación pedagógica de la teoría

cuántica de campos en la formulación de integrales de caminos (también llamada

integral funcional o formulación de Feynman de la teoría cuántica de campos) y Luego

estudiar cómo se extiende el formalismo para tratar sistemas a temperatura finita en

el equilibrio y fuera del equilibrio.

En el capítulo 1 se estudiará cómo se formula la mecánica cuántica en términos de

integrales de camino. Para ello se realizará una revisión rápida del operador evolución,

mostrándose que la integral funcional no es más que una amplitud de transición. Se

estudiará el límite clásico de la integral de caminos y finalmente se revisará cómo se

obtienen las cantidades importantes a partir de la integral de caminos.

En el capítulo 2 se considera el ejemplo canónico del oscilador armónico simple.

Se revisará la formulación en términos de operadores y posteriormente se hará su

cuantización utilizando la integral de caminos. Seguidamente se estudiará el oscilador
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Introducción

armónico fermiónico y se calculará su propagador. En la última sección se estudia una

formulación supersimétrica para el oscilador armónico simple utilizando la integral

funcional.

A partir del capítulo 3 comienza el estudio de las teorías de campos en la for-

mulación de Feynman. Aquí se revisará la cuantización de una teoría de campos a

temperatura cero. Se mostrará con detalles el proceso de cuantización de la teoría

libre y se mostrará cómo funciona el método perturbatico para tratar teorías con

interacción haciendo énfasis en la teoría escalar λφ4. Se introducirán los varios funcio-

nales generadores que permiten definir y realizar cálculos sobre una teoría de interés.

Finalmente se mostrará cómo se entiende el hecho de estar a temperatura cero en el

contexto del formalismo y de esta manera tener herramientas de comparación para los

siguientes capítulos.

En el capítulo 4 se introduce a la teoría de campos la noción de temperatura.

Para esto introduce el formalismo de Matsubara (o de tiempo imaginario). En este

formalismo se realiza un cambio de variable en la coordenada temporal y de esta

forma se pasa a una teoría Euclídea. En este formalismo se estudiará la teoría escalar

λφ4. Una vez presentado el formalismo se compara con el caso T = 0 estudiado en

el capítulo anterior y se busca caracterizar el surgimiento de este nuevo parámetro T

que se llama temperatura. Finalmente se mostrará el funcionamiento de la teoría de

perturbaciones para este caso.

Se continúa en el capítulo 5 con el estudio de formalismo de temperatura finita

pero en este caso se introduce el formalismo de Schwinger-Keldysh (o de tiempo real).

En este capítulo se muestra la necesidad de cambiar de contorno temporal para poder

tratar valores promedios sin perder la dependencia temporal de los campos (como su-

cede en el formalismo de tiempo imaginario). Se hará énfasis en las diferencias respecto

de los formalismos ya estudiados previamente.

Finalmente en el capítulo 6 se introducirán los conceptos de equilibrio y no-
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Introducción

equilibrio y con ello se tratará de clasificar a los formalismos estudiados previamente.

Debido a la naturaleza del tema, este capítulo será muy breve. Las teorías fuera del

equilibrio aún no son entendidas del todo y no existe un formalismo único y coherente

que permita estudiar todos estos fenómenos. Se mencionarán dos de las extensiones más

importantes que se hacen al formalismo de tiempo real para poder estudiar sistemas

fuera del equilibrio: La acción efectiva 2PI y el método de la rotación de Keldysh.

Con este trabajo se quiere aportar claridad en cuanto a las formulaciones que

incluyen efectos estadísticos, en particular en el equilibrio para así poder desarrollar

una base conceptual sólida con la cual poder entender posteriormente los procesos en

el no-equilibrio. Este proceso de comprensión puede ayudar a realizar posteriormente

una formulación precisa de lo que son fenómenos fuera del equilibrio y a su vez llevar

al desarrollo de herramientas de cálculo que permitan el abordaje teórico de este tipo

de procesos.

5



Capı́tulo 1
La Integral de Camino en Mecánica
Cuántica

En este capítulo iniciaremos el estudio de la integral de caminos. Para ello estu-

diaremos la formulación de la mecánica cuántica en términos de esta representación.

Se realizará un breve repaso de los elementos del formalismo canónico necesarios y

posteriormente de desarrollarán los aspectos más relevantes que nos permitirán en los

capítulos siguientes estudiar teorías de sistemas continuos. Para realizar este capítulo

se consultó [16–18].

1.1. Fundamentos

La manera tradicional de formular la mecánica cuántica es usando el formalismo de

operadores. Esto se realiza de esta manera debido a la relación que puede establecerse

con algunas formulaciones de la mecánica clásica. En términos generales puede decirse

que el mapa entre las teorías clásicas y cuánticas viene dado por

q −→ q̂ , p −→ p̂ , { , }PB −→ 1
i~

[ , ] . (1.1)
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Capítulo 1: La Integral de Camino en Mecánica Cuántica

Es decir las variables canónicas pasan a ser operadores y los corchetes de Poisson

pasan a ser conmutadores. De esta forma, por ejemplo el Hamiltoniano clásico H(q, p)

se transforma en un operador Ĥ(q̂, p̂).

La ecuación de Schrödinger permite determinar la evolución de los estados |ψ(t)〉

i~
∂|ψ(t)〉
∂t

= Ĥ|ψ(t)〉 (1.2)

y usando la base de posiciones se encuentra que en 1+1 es

i~
∂ψ(x, t)
∂t

=
(
− ~2

2m
∂2

∂x2 + V (x)
)
ψ(x, t) , (1.3)

donde se ha utilizado ψ(x, t) = 〈x|ψ(t)〉.

1.1.1. Operador de Evolución

Como la ecuación de Schrödinger es una ecuación diferencial para la dinámica

de los estados de la teoría, es posible replantearse el problema de la evolución de los

estados pensando en un operador Û(t1, t0) que conecte a dos estados en dos tiempos

distintos |ψ(t0)〉 y |ψ(t1)〉 por ejemplo. El operador de evolución actúa de la siguiente

manera

|ψ(t1)〉 = Û(t1, t0)|ψ(t0)〉 . (1.4)

Si consideramos esta ecuación con t1 a un tiempo arbitrario t y se sustituye en (1.2)

se llega a la siguiente relación

Ĥ Û(t, t0) |ψ(t0)〉 = i~
∂Û(t, t0)

∂t
|ψ(t0)〉 (1.5)

y notamos que de esta forma se llega a una ecuación diferencial para el operador de

evolución

Ĥ Û(t, t0) = i~
∂Û(t, t0)

∂t
, (1.6)

7



Capítulo 1: La Integral de Camino en Mecánica Cuántica

es decir el operador de evolución satisface la ecuación de Schrödinger de la teoría.

Es posible resolver esta ecuación si el Hamiltoniano Ĥ no depende explícitamente del

tiempo obteniendo

Û(t, t0) = exp
[
− i
~

(t− t0)Ĥ
]
. (1.7)

Más aún, si se desea preservar la causalidad es necesario imponer que para todo t < t0

el operador de evolución se anule, es decir

Û(t, t0) = Θ(t− t0) exp
[
− i
~

(t− t0)Ĥ
]
. (1.8)

Tomando la derivada respecto del tiempo t se obtiene

∂Û

∂t
= δ(t− t0) exp

[
− i
~

(t− t0)Ĥ
]
− i

~
Θ(t− t0)Ĥ exp

[
− i
~

(t− t0)Ĥ
]
, (1.9)

y considerando que la delta únicamente aporta para t = t0 se llega al resultado(
i~

∂

∂t
− Ĥ

)
Û = i~ δ(t− t0) . (1.10)

Lo que hemos encontrado es que el operador de evolución es la función de Green (o

propagador) de la ecuación de Schrödinger.

1.1.2. Diferentes Marcos para la Mecánica Cuántica

En términos de la evolución temporal de los objetos de la teoría, es posible dis-

tinguir tres grandes formas de plantear la mecánica cuántica; estas formas se conocen

como marcos. A continuación presentamos un resumen
PPPPPPPPPPPPPP
Objeto

Marco
Schrödinger Heisenberg Interacción

|ψ〉 evoluciona no evoluciona evoluciona

Ô no evoluciona evoluciona evoluciona

Todos los marcos son equivalentes, sin embargo dependiendo del problema a resolver

resulta conveniente alguno en específico.
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El Operador de Evolución en el Marco de Heisenberg

Hasta ahora hemos trabajado en el marco de Schrödinger. Para indicar esto ex-

plícitamente se coloca un subíndice apropiado en los estados |ψ(t)〉S y operadores

ÔS. Dado algún objeto en el marco de Schrödinger, si queremos pasar al marco de

Heisenberg es necesario utilizar la siguiente prescripción

|ψ〉H = e+ i
~ Ĥt |ψ(t)〉S , ÔH(t) = e+ i

~ Ĥt ÔS e−
i
~ Ĥt . (1.11)

Notamos que los estados coinciden para el tiempo inicial t = 0, es decir |ψ(0)〉S =

|ψ〉H . Además es invariante la relación de autovalores para el operador de posición

x̂S |x〉S = x |x〉S ←→ x̂H |x〉H = x |x〉H . (1.12)

Esto quiere decir que sin importar el marco utilizado, se obtienen los mismos autova-

lores (valores de expectación).

Usando estos resultados calculamos la amplitud de transición de ir de un estado

|x0 t0〉 a un estado |x1 t1〉. Lo haremos en el marco de Heisenberg. Asumiendo t1 > t0

H〈x1 t1|x0 t0〉H = S〈x1 t1| e−
i
~ Ĥt1 e+ i

~ Ĥt0 |x0 t0〉S

= S〈x1 t1| e−
i
~ Ĥ(t1−t0) |x0 t0〉S

= U(x1 t1, x0 t0) (1.13)

Comprobamos que los elementos de matriz del operador de evolución corresponden a

las amplitudes de transición entre la base de posiciones en el marco de Heisenberg.

1.2. La Integral de Caminos

Al pasar de la mecánica clásica a la mecánica cuántica hemos visto que se promue-

ve el Hamiltoniano clásico a un operador que depende de los operadores de posición

y momento, que son variables canónicas conjugadas. El problema al realizar este paso

9
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es que las variables canónicas conjugadas no conmutan y por ende aparece una am-

bigüedad en el orden de los operadores. Existen muchos criterios para resolver este

problema: orden Normal, orden de Weyl, etc. Una forma económica de manejar este

problema es considerando el operador de evolución en un intervalo muy pequeño.

Sabemos que el operador de evolución es el propagador de la teoría y queremos

derivar una representación como integral de caminos. Para esto consideramos

ψ(x1 t1) = 〈x1|ψ(t1)〉

= 〈x1| Û(t1, t0) |ψ(t0)〉

=
∫
dx0 〈x1| Û(t1, t0) |x0〉〈x0 |ψ(t0)〉

=
∫
dx0 U(x1 t1, x0 t0)ψ(x0 t0) (1.14)

Es curioso notar que esta expresión no depende de t0, esto se debe a que el propagador

conmuta con el Hamiltoniano. Con esta expresión podemos escribir para cualquier

tiempo t0 ≤ tj ≤ t

ψ(x t) =
∫
dx0 dxj U(x t, xj tj)U(xj tj, x0 t0)ψ(x0 t0) . (1.15)

De esta expresión podemos reconocer que

U(x t, x0 t0) =
∫
dxj U(x t, xj tj)U(xj tj, x0 t0) . (1.16)

Vemos que la transición de un punto (x0 t0) a (x t) pasa por los puntos intermedios

(xj tj).

10
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Figura 1.1: Posibles caminos que conectan (x0 t0) y (x t).

Consideremos ahora un tiempo inicial t0 = ti y un tiempo final t = tf y dividimos

el intervalo ∆t = tf − ti en N segmentos iguales de tamaño ε

ε = tf − ti
N

. (1.17)

Cada segmento puede parametrizarse por un índice n de forma que tn = ti + nε con

n = 1, 2, . . . , N utilizando la condición tN = tf = ti + Nε. Resaltamos además que,

debido a que se dividió en N segmentos, hay N − 1 valores posibles de tn entre ti y tf .

Para cada punto intermedio ti se inserta una relación de clausura

1 =
∫
dxi |xi〉H H〈xi| (1.18)

y finalmente se obtiene la expresión (por simplicidad se omite el índice que indica que

se está en el marco de Heisenberg)

U(xf tf , xi ti) ≈
∫
dx1 · · · dxN−1 〈xf tf |xN−1 tN−1〉〈xN−1 tN−1|xN−2 tN−2〉 · · ·

· · · 〈x2 t2|x1 t1〉〈x1 t1|xi ti〉 . (1.19)

Es importante decir que en esta expresión hayN amplitudes yN−1 integraciones. Este

hecho es importante para encontrar el resultado final. Por otra parte este resultado es

11
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aproximado; al final es necesario tomar el límite cuando el número de segmentos N se

hace infinito así como la longitud del intervalo ε se hace cero. Esto se considerará más

adelante.

Ahora estudiaremos en detalle una de estas amplitudes y usaremos este resultado

para encontrar una expresión cerrada para la amplitud de transición U(xf tf , xi ti).

Consideramos la amplitud genérica U(xn tn, xn−1 tn−1) utilizando la ecuación (1.13)

U(xn tn, xn−1 tn−1) = 〈xn tn|xn−1 tn−1〉

= 〈xn| e−
i
~ Ĥ(tn−tn−1) |xn−1〉

≈ 〈xn|1− i
~Ĥε |xn−1〉 (1.20)

donde se utilizó la longitud del intervalo ∆t = tn − tn−1 = ε. Desarrollando esta

expresión se obtiene

U(xn tn, xn−1 tn−1) ≈ 1
2π~

∫
dp e

i
~p(xn−xn−1) − i

~
ε〈xn| Ĥ |xn−1〉 . (1.21)

Para llegar a esta expresión se utilizó la representación de la delta de Dirac. Ahora

bien, si queremos avanzar más, es necesario hacer alguna suposición respecto al Ha-

miltoniano Ĥ. Consideremos un Hamiltoniano de la forma Ĥ = T̂ (p̂) + V̂ (x̂), entonces

podemos escribir 〈xn| Ĥ |xn−1〉 = 〈xn| T̂ (p̂) + V̂ (x̂) |xn−1〉 y calcular el aporte de cada

término por separado.

Veamos el primer término 〈xn| T̂ (p̂) |xn−1〉

〈xn| T̂ (p̂) |xn−1〉 =
∫
dp′ dp 〈xn | p′〉 〈p′ | T̂ (p̂) | p〉 〈p |xn−1〉

= 1
2π~

∫
dp e

i
~p(xn−xn−1) T (p) . (1.22)

Para encontrar esta representación integral se utilizó la relación de clausura en la base

de momento. Es importante notar que en la segunda línea el término T (p) ya no es un

operador. De manera análoga se estudia el segundo término 〈xn| V̂ (x̂) |xn−1〉

〈xn| V̂ (x̂) |xn−1〉 = V (xn−1)δ(xn − xn−1)

= 1
2π~

∫
dp e

i
~p(xn−xn−1) V (xn−1) . (1.23)
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Con estos dos términos, se escribe la expresión para la amplitud 〈xn tn|xn−1 tn−1〉 en

un semento ∆t = ε

U(xn tn, xn−1 tn−1) ≈ 1
2π~

∫
dp e

i
~p(xn−xn−1)

− i
~
ε

1
2π~

∫
dp e

i
~p(xn−xn−1) (T (p) + V (xn−1))

= 1
2π~

∫
dp e

i
~p(xn−xn−1)

(
1− i

~
εH(xn−1, p)

)
. (1.24)

En esta expresión el Hamiltoniano ya no es un operador. Además recordamos que

hay N amplitudes en la expresión (1.19) del propagador, por lo tanto colocamos una

etiqueta al momento pn para indicar que viene de la amplitud 〈xn tn|xn−1 tn−1〉. Por

lo tanto

U(xn tn, xn−1 tn−1) ≈ 1
2π~

∫
dpn e

i
~pn(xn−xn−1)

(
1− i

~
εH(xn−1, pn)

)
ε→ 0= 1

2π~

∫
dpn exp

{
i

~
[pn(xn − xn−1)− εH(xn−1, pn)]

}
.(1.25)

Finalmente al mutiplicar todas las amplitudes y tomar el límite cuando N → ∞, se

obtiene

U(xf tf , xi ti) = ĺım
N→∞

∫ N−1∏
k= 1

dxk

∫ N∏
l= 1

dpl
2π~

exp

 i~
N∑
j=1

ε
[
pj

(
xj − xj−1

ε

)
−H(xj−1, pj)

]
=

∫
Dx

∫
Dp exp

{
i

~

∫ tf

ti
dt′ [ p(t′) ẋ(t′)−H(x(t′), p(t′))]

}
. (1.26)

Esta relación expresa al propagador (la amplitud de transición) como una integral de

caminos en el espacio de fases y es un resultado importante debido a que partiendo del

Hamiltoniano clásico H(x, p), es posible encontrar la dinámica cuantizada asociada a

este sistema estudiando esta expresión. Los símbolos Dx = ∏
dxk y Dp = ∏

dpl/2π~

son los que permiten realizar la suma sobre todas las trayectorias posibles y cada

trayectoria está pesada por el factor exponencial. Notamos además que los puntos

final (xf tf ) = (xN tN) e inicial (xi ti) = (x0 t0) están fijos y en principio son distintos.
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Seguidamente consideramos un Hamiltoniano de la formaH(x, p) = p2/2m+V (x),

de esta manera se puede realizar la integral sobre p en la expresión (1.26). Regresando

a la versión discreta de la amplitud de transición, podemos escribir

U(xf tf , xi ti) ≈
∫ N−1∏

k= 1
dxk

∫ N∏
l= 1

dpl
2π~

exp

 i~
N∑
j=1

ε

[
pj

(
xj − xj−1

ε

)
−

p2
j

2m − V (xj−1)
]

=
∫ N−1∏

k= 1
dxk exp

− i~
N∑
j=1

ε V (xj−1)


∫ N∏

l= 1

dpl
2π~ exp

 i~
N∑
j=1

ε

[
pj

(
xj − xj−1

ε

)
−

p2
j

2m

] . (1.27)
Notamos que la integral en momento corresponde a N integrales que no están aco-

pladas. Además la integral es una Gaussiana que puede calcularse de manera exacta.

Realizando las integraciones en p y tomando el límite nuevamente se obtiene

U(xf tf , xi ti) = ĺım
N→∞

(
m

2πi~ε

)N
2
∫ N−1∏

k= 1
dxk

exp

 i~
N∑
j=1

ε

[
m

2

(
xj − xj−1

ε

)2
− V (xj−1)

] . (1.28)

Finalmente, tomando el límite y recordando que también ε → 0, se consigue el resul-

tado

U(xf tf , xi ti) = N
∫
Dx exp

{
i

~

∫ tf

ti
dt
(
m

2 ẋ2 − V (x)
)}

= N
∫
Dx exp

{
i

~
S[x]

}
. (1.29)

Esta es la integral de camino de Feynman para la amplitud de transición en mecánica

cuántica. Hemos reconocido en el integrando dentro de la exponencial al Lagrangiano

del sistema L(x, ẋ) = T (ẋ) − V (x) y por esto podemos escribir la expresión final en

términos de la acción S[x]. La constante N no depende de la dinámica del sistema. La

expresión (1.29) corresponde a una integral de camino en el espacio de configuración

y nos servirá como punto de inicio para el estudio de las teorías de campo Bosónicas.
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1.3. Límite Clásico

En esta sección se establecerá una conexión entre la mecánica clásica y cuántica

utilizando la integral de camino como puente entre ambas. Recordamos que la acción

se escribe como

S[x] =
∫ tf

ti
dt
(
m

2 ẋ2 − V (x)
)
. (1.30)

El principio de Hamilton establece que la acción debe ser estacionaria

δS =
∫ tf

ti
dt L(xcl + δx , ẋcl + δẋ)−

∫ tf

ti
dt L(xcl , ẋcl) = 0 . (1.31)

En términos de la integral de camino esta relación puede interpretarse como sigue: una

trayectoria cercana a la trayectoria clásica tentrá la misma contribución que ésta a la

amplitud de transición. Podría decirse que para cada camino (C1) que se separa mucho

de la trayectoria clásica, hay otro camino (C2) cuya acción difiere justo en π~, es decir

S(C1) = S(C2) + π~ y de esta forma su contribución a la amplitud de transición es

e
i
~S(C1) + e

i
~S(C2) = e

i
~S(C1) + e

i
~ (S(C1)−π~) = e

i
~S(C1) − e

i
~S(C1) = 0 , (1.32)

es decir se anulan las contribuciones de ambos caminos. Los aportes más importantes

a la amplitud de transición vienen dados por caminos cercanos a la trayectoria clásica.

De esta manera, en la representación de integrales de camino, la mécanica cuántica

describe fluctuaciones en torno a la trayectoria clásica.

Usando estas observaciones es posible hacer una aproximación semiclásica a la

amplitud de transición. Expandimos la acción en torno a la trayectoria clásica

S[x] = Scl +
∫ δL

δx′

∣∣∣∣∣
cl

δx′ + 1
2

∫
δx′

δ2L

δx′ δx′′

∣∣∣∣∣
cl

δx′′ + · · ·

= Scl + δS + δ2S + · · · . (1.33)

En esta expresión es claro que el término δS se anula debido a que se está expandiendo

en torno a la trayectoria clásica y δL

δx′

∣∣∣∣∣
cl

= 0. A continuación se sustituye (1.33) en la

expresión del propagador (1.29)

U(xf tf , xi ti) = N
∫
Dx exp

{
i

~
S[x]

}
= N e i~Scl

∫
Dx exp

{
i

2~ δ
2S
}

+ · · · . (1.34)
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Claramente vemos cómo las correcciones cuánticas se hacen pequeñas al hacer peque-

ñas las fluctuaciones, δx → 0, y de esta manera sólo queda la contribución clásica.

Además notamos que el resultado a segundo orden para la amplitud de transición es

exacto siempre que el Lagrangiano dependa cuadráticamente de x y ẋ.

1.4. Funcional Generador de las Funciones de Green

En la sección anterior encontramos una representación para la amplitud de transi-

ción 〈xf tf |xi ti〉 en términos de una integral de caminos. Desde el punto de vista prác-

tico, el potencial V (x) puede considerarse como una serie de potencias en x de manera

que es importante aprender a calcular elementos de matriz del tipo 〈xf tf |xm|xi ti〉.

1.4.1. Producto de Operadores Ordenados en Tiempo y la
Integral de Caminos

En la formulación canónica de la mecánica cuántica y la teoría cuántica de campos

aparecen elementos de matriz de productos de operadores trabajados en el marco

de Heisenberg. Si queremos evaluar 〈xf tf |Â(ta)B̂(tb)|xi ti〉 y se asume que ambos

operadores son Bosónicos, podemos usar la relación (1.19) para encontrar el resultado.

Por ejemplo si ta > tb

〈xf tf |Â(ta)B̂(tb)|xi ti〉 ≈
∫ N−1∏

k= 1
dxk · · ·

· · · 〈xa+1 ta+1|Â|xa ta〉 · · · 〈xb+1 tb+1|B̂|xb tb〉 · · · (1.35)

y si tb > ta se tiene que

〈xf tf |Â(ta)B̂(tb)|xi ti〉 ≈
∫ N−1∏

k= 1
dxk · · ·

· · · 〈xb+1 tb+1|B̂|xb tb〉 · · · 〈xa+1 ta+1|Â|xa ta〉 · · · (1.36)
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Es claro que no importa el orden de los operadores en la representación de la integral de

camino; esto era de esperarse debido a que en esta formulación no aparecen operadores.

Si se define el producto de operadores Bosónicos ordenados en tiempo

T
{
Â(ta)B̂(tb)

}
= Â(ta)B̂(tb)Θ(ta − tb) + B̂(tb)Â(ta)Θ(tb − ta) (1.37)

podemos expresar el elemento de matriz como

〈xf tf |T
{
Â(ta)B̂(tb)

}
|xi ti〉 = N

∫
DxA(ta)B(tb) exp

{
i

~
S[x]

}
. (1.38)

Este resultado es fácilmente generalizable a cualquier número de operadores. La ex-

presión anterior se asemeja al cálculo del valor medio de Â(ta)B̂(tb) usando como

distribución de probabilidades exp
{
i
~ S[x]

}
. Sabemos que no se trata propiamente de

valores medios pero esta analogía servirá para dar el paso siguiente.

1.4.2. Fuentes Externas y Funcional Generador

Existe una manera simple y económica de obtener expresiones de la forma (1.38).

La idea es modificar el Lagrangiano acoplando con una fuente J(t) al operador del cual

se quiere calcular valores esperados. Esta fuente es meramente auxiliar y en principio

no tiene ninguna incidencia en la dinámica final como se verá. Por ejemplo en mecánica

cuántica se puede pensar en un oscilador armónico en el estado base |0〉 que hace una

transición a un estado excitado |n〉 en el tiempo t y luego decae nuevamente al estado

base |0〉 en un tiempo t′ > t. Este evento es análogo al ocurrido en procesos relativistas

donde se crean y destruyen partículas. En este caso se le llama estado de vacío al estado

base de la teoría en el cual no hay partículas presentes.

Fue Schwinger quien propuso modificar el Lagrangiano de la siguiente forma

L −→ L+ J(t)x(t) (1.39)

y con este cambio se modifica la amplitud de transición calculada en (1.29). Deno-

tando 〈xf tf |xi ti〉J a la amplitud de transición modificada de esta forma, tenemos
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explícitamente la expresión

〈xf tf |xi ti〉J = N
∫
Dx exp

{
i

~

∫ tf

ti
dt (L+ Jx)

}
. (1.40)

Esta expresión se conoce como funcional generador de las funciones de Green por razo-

nes que quedarán claras a continuación. Hemos omitido las dependencias temporales

explícitas por simplificar la notación. Además resaltamos el hecho de que Z[0] da la

amplitud de transición original de la teoría.

Teniendo el funcional generador sólo hay que tomar la derivada funcional respecto

a la fuente J(t) en el tiempo donde se desee generar el valor esperado de x(t). Por

ejemplo

δ

δJ(t1)〈xf tf |xi ti〉J = δ

δJ(t1)

(
N
∫
Dx exp

{
i

~

∫ tf

ti
dt (L+ J(t)x(t))

})
=
(
i

~

)
N
∫
Dx x(t1) exp

{
i

~

∫ tf

ti
dt (L+ J(t)x(t))

}
. (1.41)

Finalmente se evalúa la derivada funcional en J(t) = 0 y de esta forma se obtienen

los valores esperados. Notamos que la derivada funcional hace aparecer un factor i/~.

Considerando esto se tiene

〈xf tf | x̂(t1) |xi ti〉 = N
∫
Dx x(t1) exp

{
i

~

∫ tf

ti
dt L

}
= (−i~) δ

δJ(t1)〈xf tf |xi ti〉J
∣∣∣∣∣
J=0

. (1.42)

El resultado anterior puede generalizarse a cualquier número de operadores

〈xf tf |T {x̂(t1) · · · x̂(tn)} |xi ti〉 = (−i~)n δn

δJ(t1) . . . δJ(tn)〈xf tf |xi ti〉J
∣∣∣∣∣
J=0

. (1.43)

Usar la fuente auxiliar es una manera conveniente de obtener funciones x(t1) · · ·x(tn)

en frente de exp( i~S), sólo hay que realizar las derivadas al funcional generador y

luego evaluar en J = 0. La expresión (1.43) puede interpretarse como la amplitud de

probabilidad de que una partícula se mueva de xi(ti) a xf (tf ) y pase por las posiciones

intermedias x(t1), · · · , x(tn).
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Amplitudes de Transición Vacío-Vacío

El último paso para determinar el funcional generador de las funciones de Green

consiste en cambiar los estados inicial y final por estados de vacío de la teoría. Es decir,

queremos calcular la amplitud de transición para un sistema que en un tiempo inicial

remoto, ti → −∞, se encuentra en |0〉 y que permanece en el estado de vacío para

tf →∞ a pesar del efecto ejercido por la fuente J(t). Es decir estamos interesados en

la siguiente amplitud de transición

〈0|0〉 = ĺım
ti →−∞
tf →∞

∫
dxf dxi ψ

∗
0(xf ) 〈xf tf |xi ti〉ψ0(xi) , (1.44)

donde ψ0(x) = 〈x|0〉 es la función de onda del estado base. Sin embargo la amplitud

〈xf tf |xi ti〉J contiene el aporte de las transiciones a todas las energías. Una forma de

lograr que las energías distintas al estado de vacío tengan aporte nulo es realizando el

siguiente

Consideremos la amplitud de transición que aparece dentro de la intgral e inser-

tamos la relación de clausura en autoestados de energía

〈xf tf |xi ti〉 =
∑
n

ψn(xf )ψ∗n(xi) exp(−iEn(tf − ti)) . (1.45)

Una forma de lograr que únicamente aporte el estado de vacío es reemplazando el

Hamiltoniano H −→ (1 − iε)H, con ε pequeño. De esta forma el argumento de la

exponencial transforma de manera que

〈xf tf |xi ti〉 =
∑
n

ψn(xf )ψ∗n(xi) exp(−iEn(tf−ti)) exp(+εEnti) exp(−εEntf ) , (1.46)

y notamos que al tomar los límites para tiempos muy grandes y muy pequeños única-

mente queda el aporte del estado de vacío, siempre que tenga energía cero. Si el estado

de vacío no tiene energía cero se realiza una redefinición. Todo este procedimiento hace

que no sea relevante las condiciones de borde sobre los puntos extremos del contorno o

dicho de otra forma, cualquier condición de borde razonable va a resultar en el estado
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de vacío para los estados inicial y final. Una vez realizados los cálculos se debe hacer

ε→ 0 de manera de obtener los resultados correctos de la teoría.

Vale la pena señalar que hay otras formas de evitar el aporte de los estados

distintos al estado de vacío. Una de ellas consiste en agregar un término de la forma

+iεx2 al Lagrangiano. Otra forma consiste en realizar una rotación de Wick tE = it,

de esta manera se pasa a la formulación de tiempo Euclídeo tE de la cual se hablará

más adelante. Lo importante es que todos estos procedimientos son equivalentes en el

sentido de que fijan una manera única de realizar la integral temporal de la amplitud

de transición. Al evitar los estados de energía distintos al estado de vacío, se hace

también un manejo particular de las singularidades, esto se observa en la siguiente

figura.

Figura 1.2: Prescripción de Feynman sobre la función de Green.

Es decir, la función de Green puede definirse de muchas formas, dependiendo de cómo

se manejen los polos que van a aparecer sobre el contorno temporal. Al realizar alguno

de los procedimientos descritos anteriormente, se llega unívocamente a la función de

Green (propagador) que se adapta mejor a los procesos estudiados en teoría cuántica

de campos y que corresponde a la conocida prescripción de Feynman.

Utilizando los resultados encontrados en esta sección se define el funcional gene-
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rador como

Z[J ] = 〈0|0〉J = N
∫
Dx exp

{
i

~

∫ +∞

−∞
dt
(
L+ Jx+ iεx2

)}
. (1.47)

Este funcional permite calcular valores de expectación de vacío de productos de ope-

radores ordenados en tiempo

(−i~)n δnZ[J ]
δJ(t1) · · · J(tn)

∣∣∣∣∣
J=0

= 〈0 −∞|T {x̂(t1) · · · x̂(tn)} |0 +∞〉

= G(t1, · · · , tn) . (1.48)

En el último paso se definió la función de Green de n-puntos G(t1, · · · , tn). Para el

caso de n = 2 veremos más adelante que se obtiene el propagador de Feynman para

el sistema descrito por el Lagrangiano L.

Finalmente hacemos una mención sobre la constante N que apareció en el resul-

tado (1.29). Es posible reescribir estos resultados de manera que no aparezca explíci-

tamente

N
∫
Dx x(t1) exp

{
i

~

∫ tf

ti
dt L

}
N
∫
Dx exp

{
i

~

∫ tf

ti
dt L

} =

∫
Dx x(t1) exp

{
i

~

∫ tf

ti
dt L

}
∫
Dx exp

{
i

~

∫ tf

ti
dt L

}
= (−i~) 1

Z[0]
δZ[J ]
δJ(t1)

∣∣∣∣∣
J=0

= 〈xf tf | x̂(t1) |xi ti〉 . (1.49)

Vemos que la constante N funciona como normalización para la integral de camino. De

esta forma al dividir la ecuación (1.42) por Z[0], hemos encontrado una forma de evitar

calcular el valor de N explícitamente y esto es conveniente debido a que en mecánica

cuántica es complicado de realizar y en general imposible en teoría cuántica de campos.

El resultado anterior puede generalizarse a cualquier número de operadores, de esta

forma la amplitud de transición vacío-vacío se escribe

〈0 −∞|T {x̂(t1) · · · x̂(tn)} |0 +∞〉 = (−i~)n 1
Z[0]

δnZ[J ]
δJ(t1) · · · J(tn)

∣∣∣∣∣
J=0

. (1.50)

Otras formas de evadir a la constante N es simplemente decir N ≡ 1 y se llega a los

mismos resultados que si usamos la convención desarrollada en (1.49).
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1.5. Funcional Generador de las Funciones de Green Conec-
tadas

En mecánica cuántica es de interés calcular las desviaciones que ocurren respecto

a los valores medios, las llamadas fluctuaciones. Es posible obtener las fluctuaciones

definiendo un nuevo funcional partiendo del funcional generador de las funciones de

Green Z[J ], éste es

Z[J ] = e
i
~W [J ] o también W [J ] = −i~ lnZ[J ] . (1.51)

Este nuevo funcional W [J ] es respecto a la acción S[x] como la energía libre de Helm-

holtz F es a la energía libre U en la mecánica estadística. De hecho más adelante en

este trabajo se verá una forma de definir un tipo de acción efectiva con la ayuda de

W [J ]. Este nuevo funcional es útil porque las teorías libres o cuadráticas producen

funcionales generadores de la forma Z[J ] ∝ e(algo) y es posible extraer de allí la forma

que tiene W [J ]. Interesa además que esto sea así para las teorías libres o cuadráticas

porque esta es la base del tratamiento perturbativo de las teorías con interacción en

el régimen de acoplamiento débil.

1.5.1. Funciones de Green Conectadas

Al operar sobre este nuevo funcional aparecen las funciones de de Green, pero no

exactamente las que salen al utilizar el funcional generador. Veamos varios ejemplos.

Derivando una vez

Procedemos a tomar la derivada funcional de W [J ] respecto de J(t)

δW [J(t)]
δJ(t1)

∣∣∣∣∣
J=0

= (−i~) 1
Z[0]

δZ[J(t)]
δJ(t1)

∣∣∣∣∣
J=0

= 〈 x̂(t1) 〉 . (1.52)
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Comprobamos que se recupera la expresión (1.50), es decir se obtiene los valores medios

de los grados de libertad x(t). Sin embargo el funcional no aporta información nueva

en este caso.

Derivando dos veces

Ahora se deriva dos veces el funcional W [J ], se evalúa en J = 0 y lo multiplicamos

por −i~ para obtener

(−i~) δ2W [J(t)]
δJ(t1) δJ(t2)

∣∣∣∣∣
J=0

= (−i~)2
[

1
Z[0]

δ2Z[J ]
δJ1 δJ2

∣∣∣∣∣
J=0

−
(

1
Z[0]

δZ[J ]
δJ1

∣∣∣∣∣
J=0

)(
1

Z[0]
δZ[J ]
δJ2

∣∣∣∣∣
J=0

)]
= 〈 T (x̂1x̂2) 〉 − 〈 x̂1 〉〈 x̂2 〉

= 〈 T [ (x̂1 − 〈 x̂1 〉) (x̂2 − 〈 x̂2 〉) ] 〉 . (1.53)

Hemos simplificado de manera significativa la notación para poner de manifiesto la

estructura del resultado. Las cantidades 〈 · · · 〉 indican amplitudes de transición y se

ha omitido la mención al estado inicial y final. Las dependencias temporales se han

indicado con un subíndice, por ejemplo J(t1) = J1 o x̂(t1) = x̂1. Notamos por el

resultado (1.53) que W [J ] sí aporta información distinta a la que aporta Z[J ]. El

funcional W [J ] produce funciones de Green de n-puntos a las cuales se les sustrae el

aporte de funciones de Green de m-puntos con m < n; a estas funciones de Green se

les conoce como funciones de Green conectadas y se dicen conectadas porque producen

los diagramas de Feynman conectados.

Otro hecho importante relacionado con el resultado anterior es que al observar la

última línea notamos que la información de W [J ] tiene que ver con las correlaciones

(en el sentido del análisis estadístico multivariable) entre los grados de libertad. De

esta manera se generaliza este resultado como sigue

(−i~)n−1 δnW [J ]
δJ1 · · · δJn

∣∣∣∣∣
J=0

= 〈 T [ (x̂1 − 〈 x̂1 〉) · · · (x̂n − 〈 x̂n 〉) ] 〉 . (1.54)
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Desarrollando el producto del lado derecho es posible reescribir todos los términos en

función de Z[J ].

Encontramos que al usar la integral de caminos de Feynman es posible expresar

las amplitudes de transición como una suma sobre trayectorias pesadas por una fase

que viene dada en términos de la acción clásica. Añadiendo una fuente auxiliar J(t)

y un término de amortiguamiento al Lagrangiano tenemos un funcional con el cual

generamos todas las funciones de Green de n-puntos que a su vez corresponden a los

valores de expectación de vacío de productos de operadores ordenados en tiempo. Sin

embargo vimos que es posible definir un nuevo funcional que tiene la información de

las correlaciones entre los grados de libertad y que en el régimen perturbativo nos va a

servir para encontrar los diagramas de Feynman conectados que son los que en última

instancia producen los valores observables.
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Capı́tulo 2
El Oscilador Armónico Usando la Integral
de Caminos

En este capítulo se resolverá el ejemplo clásico para la integral de caminos que

es el oscilador armónico. Además extenderemos el formalismo tratado para incluir

variables que anticonmutan (fermiónicas) y de esta manera resolveremos el oscilador

armónico tanto Bosónico como Fermiónico. Para esto seguiremos el desarrollo realizado

en [19–22].

2.1. Oscilador Armónico - Formalismo Canónico

El oscilador armónico unidimensional puede interpretarse como una teoría de

campos en 0 + 1 dimensiones. Si partimos del Lagrangiano

L = 1
2mẋ

2 − 1
2mω

2x2 , (2.1)

dondem es la masa del osclador y ω su frecuencia, es posible reescalar este Lagrangiano

φ(t) =
√
mx(t) de manera que trabajeremos con

L = 1
2 φ̇

2 − 1
2ω

2φ2 . (2.2)
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Esta redefinición hace que el término cinético tenga un coeficiente adimensional, lo

cual es estándar en teoria de campos.

Teniendo el Lagrangiano calculamos el Hamiltoniano correspondiente a esta teo-

ría. Para ello se determina primero el momento canónico conjugado π(t) = ∂L/∂φ̇ =

φ̇(t). De esta manera el Hamiltoniano clásico es

H(φ, π) = 1
2π

2 + 1
2ω

2φ2 . (2.3)

Como se mencionó en el capítulo anterior (1.1), el proceso canónico de cuantización

involucra promover las variables canónicas conjugadas a operadores y reinterpretar su

corchete de Poisson como un conmutador; es decir [φ̂, π̂] = i~.

Sin embargo el oscilador armónico se resuelve de forma más eficiente introduciendo

operadores de creación y destrucción, â† y â respectivamente. La relación entre las

variables canónicas y los operadores de creación y destrucción es

φ̂ =
√

~
2ω

(
â† + â

)
, π̂ = i

√
~ω
2
(
â† − â

)
. (2.4)

Estos nuevos operadores satisfacen la relación de conmutación [â, â†] = 1. Usando

estos operadores y su relación de conmutación se obtiene el siguiente Hamiltoniano

ĤB = ~ω
2
(
â†â+ â â†

)
= ~ω

(
â†â+ 1

2

)
. (2.5)

Este Hamiltoniano, así como el (2.3), es Hermítico. El operador â†â = N̂B se inter-

preta como un operador número y cuenta el número de cuantos (con energía ω) que

se encuentran en el estado |n〉. La evolución de estos operadores viene dada por la

ecuación de Heisenberg

i
dâ

dt
= [â, ĤB] = ω â , (2.6)

cuya solución es

â(t) = â0 e
−iωt . (2.7)
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Sustituyendo en (2.4) encontramos una representación explícita de las variables canó-

nicas en términos de los operadores de creación y destrucción

φ̂(t) =
√

~
2ω

(
â†0 e

−iωt + â0 e
iωt
)
, π̂(t) = i

√
~ω
2
(
â†0 e

−iωt − â0 e
iωt
)
. (2.8)

Notamos que esta expresión es totalmente análoga a una expansión en modos de

Fourier. En este caso únicamente hay un modo sin embargo esto puede generalizarse

a campos con muchos modos.

2.2. Oscilador Armónico - à la Feynman

Ahora se resolverá el problema del oscilador armónico utilizando integrales de

camino. Consideramos el Lagrangiano dado en (2.2) y se escribe la acción

S[φ, J ] =
∫ +∞

−∞
dt
(1

2 φ̇
2 − 1

2ω
2
0φ

2 + Jφ+ i

2εφ
2
)
. (2.9)

Esta es la acción extendida que va en el argumento de la exponencial del funcional

generador. Escribimos el término de amortiguamiento con un factor de 1/2 para que se

adapte a la forma del Lagrangiano de la teoría; esto no afecta los resultados porque al

final se debe hacer ε→ 0, como ya hemos dicho en el capítulo anterior. Además hemos

evitado escribir la dependencia temporal explícita; haremos esto siempre que no haya

posibilidad de equivoco. Ahora, considerando la acción (2.9) podemos integrar por

partes el primer término y reagrupar con los otros términos cuadráticos para obtener

S[φ, J ] = −
∫ +∞

−∞
dt

[
1
2φ
(
d2

dt2
+ ω2

0 − iε
)
φ− Jφ

]
= −

∫ +∞

−∞
dt (φDφ− Jφ) . (2.10)

Como los términos de borde se anulan al hacer variaciones de la acción, es posible

despreciarlos. Resaltamos que la acción queda expresada como una forma cuadrática

en φ. Para poder realizar las operaciones posteriores es conveniente pasar al espacio

de Fourier. La acción en el espacio de Fourier se puede escribir como

S[φ, J ] = 1
2

∫ dω

2π [φ(ω)(ω2 − ω2
0 + iε)φ(−ω) + J(ω)φ(−ω) + J(−ω)φ(ω)] , (2.11)
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donde hemos usado las transformaciones

φ(t) =
∫ dω

2π e
−iωtφ(ω) , J(t) =

∫ dω

2π e
−iωtJ(ω) . (2.12)

Notamos además que en (2.11) se escribió convenientemente el acople a la fuente de

manera simétrica en ω.

Una vez escrita la acción, el siguiente paso es escribir el funcional generador.

Utilizando la acción encontrada se tiene que el funcional generador es

Z[J ] =
∫
Dφ exp

{
i

2~

∫ dω

2π [φ(ω)(ω2 − ω2
0 + iε)φ(−ω)

+J(ω)φ(−ω) + J(−ω)φ(ω)]
}
.

(2.13)

Esta integral de caminos es cuadrática en φ y por lo tanto no es más que una integral

Gaussiana. Utilizando el cambio

φ̃(ω) = φ(ω) + J(ω) 1
ω2 − ω2

0 + iε
J(−ω) , (2.14)

se obtiene el siguiente resultado

Z[J ] = N exp
(
− i

2~

∫ dω

2π J(ω) 1
ω2 − ω2

0 + iε
J(−ω)

)
. (2.15)

y al invertir la transformada de Fourier se tiene

Z[J ] = N exp
(
− i

2~

∫
dt dt′ J(t)GF (t− t′) J(t′)

)
. (2.16)

Es importante ver que en esta expresión ya no hay integral de caminos y además se

ha escrito el funcional generador en la forma (1.51) de manera que es posible leer

directamente de (2.16) el funcional generador de las funciones de Green conectadas

W [J ]. Esto es

W [J ] = −1
2

∫
dt dt′ J(t)GF (t− t′) J(t′) . (2.17)

con GF (t− t′) el propagador de Feynman que viene dado por la expresión

GF (t− t′) =
∫ dω

2π
e−iω(t−t′)

ω2 − ω2
0 + iε

, GF (ω) = 1
ω2 − ω2

0 + iε
. (2.18)
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En el propagador de Feynman vemos que si ε = 0, hay unas singularidades que caen

sobre el eje real (que es el contorno de integración). Precisamente la prescripción de

Feynman es la manera correcta de realizar esta integración y que es consistente con

el cálculo de las funciones de Green de n-puntos como ya se mencionó en el capítulo

anterior. Para verificar que GF (t− t′) es la función de Green, basta con comprobar la

identidad −
(
d2

dt2
+ ω2

0 − iε
)
GF (t− t′) = δ(t− t′). Mencionamos además que al realizar

el cambio (2.14) la medida no cambia Dφ̃ = Dφ debido a que es simplemente una

traslación.

2.3. Oscilador Armónico Fermiónico

Queremos tratar brevemente, y por hacer más completo este capítulo, algunos

aspectos del oscilador armónico cuando el grado de libertad descrito es una variable

de Grassmann. Si observamos el Hamiltoniano para el oscilador Bosónico (2.5), es

posible proponer por analogía el siguiente Hamiltoniano para el oscilador Fermiónico

(haciendo ~ = 1)

ĤF = ω0

2
(
b̂†b̂− b̂ b̂†

)
, (2.19)

donde b̂† y b̂ son, respectivamente, operadores de creación y destrucción Fermiónicos.

Esto quiere decir que satisfacen relaciones de anticonmutación

{b̂†, b̂} = {b̂, b̂†} = 1 . (2.20)

Usando esta relación, el Hamiltoniano (2.19) se reescribe como

ĤF = ω0

(
b̂†b̂− 1

2

)
. (2.21)

El término b̂†b̂ = N̂F es el operador número para Fermiónes y a diferencia del caso

Bosónico sólo tiene autovalores 0 y 1.
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2.3.1. Lagrangiano del Oscilador Fermiónico

A diferencia del caso Bosónico, el oscilador Fermiónico no tiene análogo cásico. El

uso de variables de Grassmann hace inevitable un tratamiento tipo operador de estas

cantidades como veremos a continuación.

Se propone el siguiente Lagrangiano (~ = 1) para el oscilador Fermiónico

L = i

2

(
ψ̄ψ̇ − ˙̄ψψ

)
− ω0

2 [ψ̄, ψ] , (2.22)

con ψ, ψ̄ variables de Grassmann independientes. Este Lagrangiano está en corres-

pondencia con el Hamiltoniano (2.19), como veremos a continuación. Utilizando la

identidad d
dt

(ψ̄ψ) = ˙̄ψψ + ψ̄ψ̇, es posible reescribir el Lagrangiano (2.22) en la forma

L = iψ̄ψ̇ − ω0

2 [ψ̄, ψ] , (2.23)

en donde se desprecia la derivada total porque no aporta a la dinámica. Una vez que se

tiene el Lagrangiano se calcula el momento conjugado de cada variable para luego hacer

la transformación de Legendre y obtener el Hamiltoniano. Realizando explícitamente

el cálculo para πψ se tiene que

πψ = ∂L

∂ψ̇
= ∂

∂ψ̇

[
i

2

(
ψ̄ψ̇ − ˙̄ψψ

)
− ω0

2 [ψ̄, ψ]
]

= i

2

(
−ψ̄ ∂ψ̇

∂ψ̇

)
= − i2 ψ̄ . (2.24)

Para realizar el cálculo se utilizó la derivada Fermiónica por la derecha. Además el

signo menos aparece debido al carácter Fermiónico de la derivada (ver apéndice A).

Siguiendo un procedimiento similar se calcula el otro momento conjugado y se obtiene

πψ̄ = − i
2ψ. Usando estas relaciones calculamos el Hamiltoniano

H = ψ̇ πψ + ˙̄ψ πψ̄ − L = ψ̇
(
− i2 ψ̄

)
+ ˙̄ψ

(
− i2ψ

)
− i

2

(
ψ̄ψ̇ + ˙̄ψψ

)
+ ω0

2 [ψ̄, ψ]

= ω0

2 [ψ̄, ψ] , (2.25)

y haciendo la identificación ψ ≡ b̂ y ψ̄ ≡ b̂† se recupera el Hamiltoniano (2.19) como

ya se había indicado. Vemos entonces que el Lagrangiano propuesto funciona. Por

otra parte notamos el carácter de operadores que tienen las variables de Grassmann
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aun cuando las estamos tratando clásicamente (clásico en el sentido de que no son

operadores).

Hemos encontrado una analogía entre los operadores Fermiónicos de creación y

destrucción y las variables de Grassmann que definen al Lagrangiano para el oscilador

armónico Fermiónico. Siendo consistentes con esto se debe concluir que

ψ ≡ b̂ −→ ψ† ≡ b̂† = ψ̄

ψ̄ ≡ b̂† −→ ψ̄† ≡ (b̂†)† = ψ . (2.26)

Por otra parte es deseable que el operador número Fermiónico sea Hermítico al igual

que lo es el operador número Bosónico, para esto debe cumplirse N̂ †F = N̂F y esto

obliga a que se satisfaga ψ̄ψ = ψ̄ψ. Esto inspira una operación llamada conjugación

de Grassmann donde, dadas dos variables Fermiónicas η y χ, se cumple

ηχ = η̄ χ̄ , (2.27)

por lo tanto vemos que las variables ψ, ψ̄ son conjugadas una de la otra (conjuga-

das a la manera de Grassmann). Usando estas definiciones es fácil demostrar que el

Lagrangiano es real en el sentido L = L.

Una vez que se tiene el Lagrangiano se puede construir el funcional generador

para el oscilador armónico Fermiónico

Z[η, η̄] = N
∫
Dψ̄Dψ exp

{
i
∫ +∞

−∞
dt
[
i

2

(
ψ̄ψ̇ − ˙̄ψψ

)
− ω0

2 [ψ̄, ψ] + η̄ψ + ψ̄η
]}
,(2.28)

y tomando derivadas funcionales de esta expresión se obtienen las funciones de Green.

La derivada funcional que usaremos es la derivada funcional de Grassmann izquierda
δF [ψ(t)]
δψ(t′) = ĺım

α→0
α−1

(
F [ψ(t) + αδ(t− t′)]− F [ψ(t)]

)
, (2.29)

donde α es una variable de Grassmann. La posición de α define la dirección en la

cual actúa la derivada. Dado el carácter anticonmutativo se puede pensar en α−1

simplemente como ∂
∂α

. Además notamos que si el funcional es polinómico, el límite

es redundante debido a que α2 = 0 y la mayor potencia de α en la expansión del

funcional es lineal.
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2.3.2. Propagador de Feynman

El Lagrangiano (2.22) posee una estructura matricial subyacente que pondremos

de manifiesto para calcular el propagador de Feynman de la teoría. Consideremos el

arreglo

Ψ ≡

ψ
ψ̄

 , Ψ† =
[
ψ† ψ̄†

]
=
[
ψ̄ ψ

]
. (2.30)

Definimos también la operación Ψ̄

Ψ = Ψ†σ3 =
[
ψ̄ ψ

] 1 0

0 −1

 =
[
ψ̄ −ψ

]
, (2.31)

donde σ3 es la matriz de Pauli diagonal. Con estos nuevos objetos se verifica que

ΨΨ =
[
ψ̄ −ψ

] ψ
ψ̄

 = ψ̄ψ − ψψ̄ , (2.32)

iΨσ3
d

dt
Ψ = i

[
ψ̄ −ψ

] 1 0

0 −1


ψ̇˙̄ψ
 = i(ψ̄ψ̇ − ˙̄ψψ) , (2.33)

y por lo tanto es posible reescribir el Lagrangiano (2.22)

L = i

2

(
ψ̄ψ̇ − ˙̄ψψ

)
− ω0

2 [ψ̄, ψ] = i

2Ψσ3
d

dt
Ψ − ω0

2 ΨΨ . (2.34)

Es interesante ver como este Lagrangeano tiene una estructura análoga al Lagrangeano

de Dirac. Si consideramos ahora las fuentes podemos ver que

ΨΘ =
[
ψ̄ −ψ

] η
η̄

 = ψ̄η − ψη̄ = η̄ψ − ηψ̄ =
[
η̄ −η

] ψ
ψ̄

 = ΘΨ . (2.35)

Se ha utilizado el carácter anticonmutativo de las variables de Grassmann. Dada esta

relación podemos aprovechar su simetría y escribir el término de acople a las fuentes

como η̄ψ + ψ̄η = 1
2(ΨΘ + ΘΨ).

Usando estos resultados se reescribe el funcional generador dado en (2.28)

Z[Θ,Θ] = N
∫
DΨDΨ exp

{
i

2

∫ +∞

−∞
dt

[
Ψ
(
iσ3

d

dt
Ψ − ω01

)
Ψ + ΨΘ + ΘΨ

]}

= N
∫
DΨDΨ exp

{
i

2

∫ +∞

−∞
dt
[
ΨDΨ + ΨΘ + ΘΨ

]}
, (2.36)
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donde resaltamos el carácter matricial del operador dentro de la exponencial

D ≡ iσ3
d

dt
Ψ − ω01 =

i
(
d
dt

)
− ω0 0

0 −i
(
d
dt

)
− ω0

 (2.37)

La ventaja de tener escrito el funcional generador de esta forma es que se tiene una

forma cuadrática y la integral vuelve a ser Gaussiana, aunque en este caso Gaussiana

tipo Grassmann. Si realizamos el cambio de variables Ψ = χ−D−1Θ, cuyo Jacobiano

es 1, es posible realizar la integración obteniendo

Z[Θ,Θ] = N exp
(
− i

2~

∫
dt dt′ Θ(t)GF (t− t′) Θ(t′)

)
, (2.38)

con GF (t−t′) la función de Green de Feynman (o propagador) que satisface la relación

formal DGF = 1. Usando la prescripción de Feynman se encuentra que

GF (t− t′) =
∫ dω

2π
e−iω(t−t′)

σ3ω − ω01 + iε1
=
∫ dω

2π
σ3ω − ω01

ω2 − ω2
0 + iε

e−iω(t−t′) , (2.39)

donde resaltamos el hecho de que al final debe hacerse ε → 0. Para llegar a esta

relación se utilizó la identidad (σ3 ω + ω01)(σ3 ω − ω01) = (ω2 − ω2
0)1.

Una vez que se tiene el funcional generador en principio se podrá calcular cualquier

función de Green de n-puntos que se quiera tomando la derivada funcional apropiada.

Más aun, dada la expresión (2.38) es posible escribir el funcional generador de las

funciones de Green conectadas de la misma manera que se realizó para el caso Bosónico.

Esto es

W [J ] = −1
2

∫
dt dt′ Θ(t)GF (t− t′) Θ(t′) . (2.40)

Teniendo estas expresiones a la mano es posible calcular cualquier amplitud de tran-

sición en el régimen perturbativo de la teoría.

2.4. Mecánica Cuántica Supersimétrica

Las teorías que involucran supersimetría intercambian grados de libertad Bosóni-

cos y Fermiónicos. Es posible construir un modelo supersimétrico sencillo usando como
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bloques elementales los osciladores armónicos Bosónicos y Fermiónicos estudiados en

las secciones anteriores. Sin embargo, en esta sección no se pretende hacer un estudio

exhaustivo del tema, sino más bien brindar un ejemplo en el que pueda aplicarse el

tema principal que nos concierne que es la integral de caminos.

2.4.1. Nociones de Supersimetría en Mecánica Cuántica

Empecemos construyendo un Hamiltoniano para la teoría supersimétrica. Utili-

zando las expresiones (2.5) y (2.21) se propone el Hamiltoniano

Ĥ = ĤB + ĤF = ω0 (â†â+ b̂†b̂) = ω0 (N̂B + N̂F ) . (2.41)

Utilizamos los autoestados de ĤB y ĤF , |nB〉 y |nF 〉 respectivamente, para gene-

rar los autoestados de Ĥ que se denotarán |nB〉 ⊗ |nF 〉 ≡ |nB, nF 〉. Además los

autovalores para los estados Bosónicos son nB = 0, 1, 2, . . . , y para los estados Fer-

miónicos nF = 0, 1. Con estas definiciones se comprueba la acción de Ĥ sobre los

estados |nB, nF 〉

Ĥ |nB, nF 〉 = ω0(N̂B + N̂F ) |nB〉 ⊗ |nF 〉

= ω0
(
N̂B |nB〉 ⊗ |nF 〉 + |nB〉 ⊗ N̂F |nF 〉

)
= ω0

(
nB + nF

)
|nB, nF 〉

= EnB ,nF |nB, nF 〉 . (2.42)

Es claro que el estado base viene dado por los autovalores nB = nF = 0 y además es

único. Sin embargo notamos que cualquier otro estado esta doblemente degenerado.

Esto se ve fácilmente considerando los autovalores de los estados |nB, 1〉 y |nB + 1, 0〉,

específicamente EnB ,1 = EnB+1,0 = ω0(nB + 1).

Consideremos ahora los siguientes operadores que mezclan tanto operadores Bo-

sónicos como Fermiónicos

Q̂ = â†b̂ , Q̂† = b̂†â . (2.43)
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Estos operadores conmutan con el Hamiltoniano (2.41) y por lo tanto son una cantidad

(carga) conservada de la teoría. Por otra parte, el Hamiltoniano mismo puede escribirse

en términos de estas cantidades. Para verlo se calcula el siguiente anticonmutador

{Q̂, Q̂†} = Q̂Q̂† + Q̂†Q̂

= â†b̂ b̂†â+ b̂†â â†b̂

= â†â(1− b̂†b̂) + b̂†b̂(1 + â†â)

= â†â+ b̂†b̂

= 1
ω0
Ĥ , (2.44)

donde se utilizó que los operadores Bosónicos y Fermiónicos conmutan entre sí, por

ejemplo âb̂ = b̂â. Si unimos el hecho de que los operadores Q̂ y Q̂† conmutan con el

Hamiltoniano Ĥ, se concluye que estas tres cantidades forman un álgebra de la forma

[Q̂, Ĥ] = 0 , [Q̂†, Ĥ] = 0 , {Q̂, Q̂†} = 1
ω0
Ĥ . (2.45)

Una consecuencia inmediata del álgebra supersimétrica es que si el estado de vacío es

invariante, entonces el valor de expectación de vacío del Hamiltoniano es nulo. Para

ver que esto es así, primero notamos que â |0, 0〉 = â|0〉 ⊗ |0〉 = 0 y de igual manera

se tiene b̂ |0, 0〉 = |0〉 ⊗ b̂|0〉 = 0 . Por lo tanto los operadores Q̂ y Q̂† satisfacen

Q̂|0, 0〉 = Q̂†|0, 0〉 = 0. Podemos ahora demostrar que el valor de expectación de vacío

del Hamiltoniano es nulo

〈0, 0|Ĥ|0, 0〉 = ω0〈0, 0|Q̂Q̂† + Q̂†Q̂|0, 0〉

= 〈0, 0|Q̂Q̂†|0, 0〉+ 〈0, 0|Q̂†Q̂|0, 0〉

= 0 . (2.46)

Esta relación es cierta siempre que se satisfaga que Q̂|0, 0〉 = Q̂†|0, 0〉 = 0. Es impor-

tante ver que cada término en la expresión anterior es de la forma 〈0, 0|Q̂†Q̂|0, 0〉 =

|Q̂|0, 0〉|2 ≥ 0, es decir cada término es semidefinido positivo de manera que el Hamilto-

niano supersimétrico (2.41) es también semidefinido positivo. Esta es una característica

típica de las teorías que poseen supersimetría.
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A continuación queremos estudiar la acción de los operadores Q̂ y Q̂† sobre los

estados |nB, nF 〉. Para esto consideramos un estado general

|nB, nF 〉 = (â†)nB√
nB!

(b̂†)nF |0, 0〉 , (2.47)

donde se ha elegido una normalización apropiada según el carácter Bosónico y Fermió-

nico del operador de creación. Además recordamos que nB = 0, 1, 2, . . . y nF = 0, 1.

De esta menera usando las definiciones (2.43) encontramos que

Q̂ |nB, nF 〉 =


√
nB + 1 |nB + 1, nF − 1〉 , si nF 6= 0 ,

0 , si nF = 0 ,
(2.48)

Q̂† |nB, nF 〉 =


1√
nB
|nB − 1, nF + 1〉 , si nB 6= 0 o nF 6= 1 ,

0 , si nB = 0 o nF = 1 .
(2.49)

De esta manera vemos que el efecto de los operadores Q̂ y Q̂† es el de intercambiar

grados de libertad Bosóniccos y Ferminónicos.

2.4.2. Mecánica Cuántica Supersimétrica y la Integral de Ca-
minos

En esta sección se estudiará una teoría supersimétrica un poco más general. Se

considera un Lagrangiano de la forma

L = 1
2 φ̇

2 − 1
2f

2(φ) + iψ̄ψ̇ − f ′(φ)ψ̄ψ . (2.50)

Este Lagrangiano consta de dos grados de libertad, φ que es Bosónico y ψ que es

Fermiónico; L es un Lagrangiano clásico en el sentido de que no contiene operadores.

Además la cantidad f(φ) es una función del grado de libertad Bosónico. Si se hace

f(φ) = ω0φ tenemos el oscilador armónico supersimétrico

L = 1
2 φ̇

2 − 1
2ω

2
0φ

2 + iψ̄ψ̇ − ω0ψ̄ψ , (2.51)

donde vemos que esta expresión contiene los Lagrangianos vistos en (2.2) y (2.23).
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Teniendo el Lagrangiano de la teoría (2.50) se escribe el funcional generador Z

(con ~ = 1)

Z = N
∫
Dψ̄DψDφ exp

(
i
∫
dt L

)
= N

∫
Dφ exp

[
i
∫
dt
(1

2 φ̇
2 − 1

2f
2(φ)

)]
×

×
∫
Dψ̄Dψ exp

[
i
∫
dt
(
iψ̄ψ̇ − f ′(φ)ψ̄ψ

)]
. (2.52)

La parte Fermiónica puede escribirse como iψ̄ψ̇ − f ′(φ)ψ̄ψ = ψ̄
(
i d
dt
− f ′(φ)

)
ψ ; es

decir, es cuadrática en ψ de manera que podemos integrar

Z = Ñ
∫
Dφ det

(
i
d

dt
− f ′(φ)

)
exp

[
i
∫
dt
(1

2 φ̇
2 − 1

2f
2(φ)

)]
. (2.53)

El determinante que se obtiene como resultado de la integración en la variable Fer-

miónica contiene a la variable φ. En principio la integral en la variable Bosónica no es

cuadrática. Sin embargo existe una transformación que simplifica el problema como

veremos a continuación.

Mapa de Nicolai

Consideremos la siguiente redefinición de la variable Bosónica ρ = iφ̇ − f(x) al dife-

renciar vemos que el Jacobiano de esta transformación es

Dρ = i

(
d

dt
− f ′(φ)

)
Dφ −→ J =

[
det

(
i
d

dt
− f ′(φ)

)]−1

, (2.54)

es decir el Jacobiano es el inverso del determinante que está en la ecuación (2.53).

En lo que sigue se asumirá que f(φ) es un monomio de potencia impar f(φ) ∼

φ2n+1 con n = 0, 1, 2, . . . . De esta forma consideramos la siguiente integral
∫
dt ρ2 =

∫
dt (iφ̇− f(x))2

=
∫
dt
[
−φ̇2 + f 2(φ)

]
− 2ig

∫
dφφ2n+1 . (2.55)
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Al realizar la última integral vemos que se anula debido a la potencia impar del

integrando y por lo tanto el resultado es
∫
dt
[
φ̇2 − f 2(φ)

]
= −

∫
dt ρ2 . (2.56)

Finalmente sustituyendo (2.54 y 2.55) en (2.53) se obtiene

Z = Ñ
∫
Dρ exp

[
− i2

∫
dt ρ2

]
. (2.57)

Hemos encontrado el hecho notable de que una teoría supersimétrica puede ser rede-

finida de manera que tenga la forma de una teoría Bosónica libre. El mapa de Nicolai

puede extenderse a teorías de campos en más dimensiones.

En este capítulo estudiamos el oscilador armónico, que es el ejemplo cásico para

la integral de caminos en mecánica cuántica y vimos cómo se aplica el formalismo

desarrollado en el capítulo 1. Además se revisó un ejemplo menos trivial como lo es el

oscilador armónico Fermiónico y posteriormente una teoría supersimétrica que mezcla

los grados de libertad Bosónico y Fermiónico. En el capítulo siguiente se extenderá

el formalismo de la integral de caminos a las teorías de campos, haciendo uso de los

conceptos aquí desarrollados.
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Hasta ahora se ha discutido la integral de caminos en teorías de un grado de

libertad, teorías en 0+1 dimensiones. La extensión a varios grados de libertad es rela-

tivamente sencilla al menos formalmente. Vamos a hacer uso extenso de las análogías

con el caso de 0+1 dimensiones (mecánica cuántica) para así ir directo a los puntos

importantes en nuestra discusión.

La extensión del formalismo al caso continuo puede realizarse como un caso límite

al caso de varios grados de libertad [17, 18, 23]. De esta forma podemos denotar φ(x)

un grado de libertad continuo, es decir un campo, donde x denota las coordenadas

espacio-temporales en d = D + 1 dimensiones; tradicionalmente se considera 3 + 1

dimensiones aunque muchos modelos con otra dimensionalidad son muy útiles. El

funcional generador de las funciones de Green es este caso

Z[J ] = N
∫
Dφ exp

{
i
∫
ddx (L+ Jφ)

}
, (3.1)

donde L denota una densidad Lagrangiana que contiene la teoría física a ser estudiada

y J es una fuente que se acopla al campo φ de manera auxiliar y así generar las

funciones de Green mediante un proceso similar al realizado en el capítulo 1 y que acá

revisaremos para el caso de campos.
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Un aspecto importante a mencionar es que la medida de integración Dφ tiene un

comportamiento divergente en el límite continuo. Puede decirse entonces que en un

sentido matemático estricto, la integral de caminos no existe para campos. Sin embargo

siN absorbe la parte divergente, pueden obtenerse las funciones de Green debido a que

en este cálculo se cancelan estos términos divergentes. Si bien este hecho pareciera un

argumento negativo en contra de la formulación a la Feynman de la teoría cuántica de

campos, puede verse de la extensa literatura y del enorme uso de esta herramienta en

la investigación avanzada que su aprendizaje forma parte de las herramientas básicas

de la física teórica.

3.1. Campo Escalar Real - Teoría Libre (λ = 0)

La mejor manera de entrar rápidamente al uso de las integrales de camino en la

teoría cuántica de campos, es mediante un ejemplo. De esta forma podremos hacer

uso de los conceptos y herramientas desarrollados en los capítulos anteriores.

El campo escalar real describe a una partícula de espín cero. Empezamos el estudio

del campo escalar real escribiendo su Lagrangiano

L = T − V = 1
2∂

µφ∂µφ−
m2

2 φ2 − λ

4!φ
4 . (3.2)

Dado que el potencial V = m2

2 φ
2 + λ

4!φ
4 es un polinomio de orden n > 2, se dice que

este Lagrangiano corresponde a una teoría con interacción. Consideramos que λ > 0

para garantizar que la teoría esté acotada por debajo y sea estable. Por otra parte m

es el valor de la masa asociada a las partículas descritas por este campo en el caso de

la teoría libre (λ = 0); sabemos que la presencia de interacciones modifica el valor de

la masa de las partículas descritas por el campo. El término cuártico nos dice que la

teoría posee autointeracciones.

A continuación se calcula el funcional generador Z0[J ] para la teoría libre, λ = 0.
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Sustituyendo (3.2) en la expresión (3.1) se obtiene

Z0[J ] = N
∫
Dφ exp

{
i
∫
d4x

(
1
2∂

µφ∂µφ−
m2

2 φ2 + Jφ

)}

= N
∫
Dφ exp

{
−i
∫
d4x

[1
2φ

(
∂µ∂µ +m2

)
φ− Jφ

]}
. (3.3)

En la segunda línea se realizó una integración por partes y se despreció el término de

borde asumiendo, como es usual, que los campos se anulan en el borde. La ventaja de

expresar el funcional generador de esta forma es que aparece explícitamente una forma

cuadrática en los campos y de esta manera puede realizarse una integración Gaussiana,

aunque en este caso una integración funcional. Para realizar la integral resulta útil

discretizar el argumento que aparece en la expresión anterior de la siguiente manera

−1
2φ

(
∂µ∂µ +m2

)
φ− Jφ −→ 1

2
~φ · A · ~φ− ~J · ~φ , (3.4)

donde se ha discretizado el campo formando un arreglo ~φ y el operador diferencial

pasa a ser una matriz A. Repetimos que no es necesario realizar esto explícitamente,

simplemente es un recurso para entender lo que debemos hacer. Una vez hecho esto se

hace la transformación ~ϕ = ~φ+A−1 · ~J y al calcular las integrales Gaussianas se tiene

que

Z0[J ] = N
[det (∂µ∂µ +m2)]

1
2

exp
{
− i2

∫
d4x d4y J(x)DF (x− y)J(y)

}

= Z0[0] exp
{
− i2

∫
d4x d4y J(x)DF (x− y)J(y)

}
. (3.5)

En este resultado se observa que la función de Green de Feynman DF (x − y) = A−1

es aquella que satisface la relación A ·A−1 = 1 que en el caso continuo corresponde a

− (∂µ∂µ +m2 − iε)DF (x − y) = δ4(x − y) y recordamos que al final de los cálculos

se debe tomar el límite ε → 0. Para encontrar la función de Green conviene hacer la

transformada de Fourier y resolver. Al hacer esto se obtiene

DF (x− y) = ĺım
ε→∞

∫ d4k

(2π)4
eik(x−y)

k2 −m2 + iε
. (3.6)

En esta expresión las componentes del momento kµ son independientes y por lo tanto

no están ligadas a la condición k2 = m2, de manera que se está describiendo la propa-

gación de partículas virtuales (se dice que las partículas virtuales no están on-shell).
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Además, si recordamos la interpretación de la función de Green como amplitud de

transición de cierto proceso, podemos decir que la expresión anterior nos da la am-

plitud de transición de crear una partícula de masa m en el punto x y destruirla en

el punto y . Con esta interpretación puede verse que DF (x− y) posee una resonancia

precisamente en k2 = m2.

Es posible realizar la integración temporal del propagador (3.6) y encontrar una

expresión para DF (x − y). Para esto se realiza una integración en el plano complejo

y se utiliza la prescripción de Feynman como vía de evitar las singularidades en el

contorno de integración. Al realizar la integración se obtiene

DF (x) =
∫ d3k

(2π)32iωk

[
e−i(ωkt−

~k·~x) Θ(t) + ei(ωkt−
~k·~x) Θ(−t)

]
, (3.7)

con ωk = +
√
~k2 +m2 y donde se ha hecho y = 0 por simplicidad; es decir esta

expresión describe la amplitud para que una perturbación del campo se propague

desde el origen hasta el punto x.

Una vez que se construye el funcional generador Z[J ] se pueden obtener las fun-

ciones Green de n-puntos de la misma forma que se encontró en (1.50). Por ejemplo

para la teoría libre (3.3) y usando el resultado (3.5) puede comprobarse que

〈0|φ̂(x)|0〉 = (−i)
Z0[J ]

δZ0[J ]
δJ(x)

∣∣∣∣∣
J=0

= 0 , (3.8)

〈0|T
(
φ̂(x) φ̂(y)

)
|0〉 = (−i)2

Z0[J ]
δ2Z0[J ]

δJ(x) δJ(y)

∣∣∣∣∣
J=0

= G0(x, y) . (3.9)

Vemos que se obtiene el propagador de Feynman como la función de Green de 2-puntos,

es decir G0(x, y) = iDF (x−y). Esto se debe a que las contribuciones de (3.8) son nulas.

Cualquier función de Green puede obtenerse utilizando este procedimiento.

Antes de continuar, es importante decir que en la expresión (3.3) están presentes

varias de las características de la integral de caminos que ya se han estudiado en los

capítulos 1 y 2 de este trabajo. En particular notamos el carácter oscilatorio de la

integral. Para solucionar esto es necesario usar algunos de los recursos ya estudiados:
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la prescripción de Feynman o el paso al tiempo Euclídeo (también conocido como

rotación de Wick).

3.2. Funcional Generador de las Funciones de Green Conec-
tadas

Es posible definir un nuevo funcional W [J ] de manera análoga a como se hizo

en el capítulo 1. Considerando que al realizar la integral de camino de la teoría libre

queda una expresión de la forma Z0[J ] = Z0[0] eiW [J ], se tiene que

W [J ] = −i ln
(
Z0[J ]
Z0[0]

)

= −1
2

∫
d4x d4y J(x)DF (x− y)J(y) , (3.10)

donde se utilizó el resultado (3.5). De la forma que tiene esta expresión se ve que es

posible obtener a partir de él la función de Green de Feynman.

3.2.1. Funcional Conectado vs Funcional no Conectado

Para entender las diferencias entre Z[J ] y W [J ] realizamos un estudio breve del

contenido de ambas. Dada la forma Z0[J ] = Z0[0] eiW [J ] se realiza una expansión

Z0[J ]
Z0[0] = eiW [J ] =

+∞∑
n=0

in

n!W
n

=
+∞∑
n=0

in

n!

∫
d4x1 · · · d4xn G(x1, . . . , xn) J(x1) · · · J(xn) , (3.11)

de manera que se obtienen las funciones de Green de la teoría libre G0(x1, . . . , xn)

tomando derivadas funcionales respecto de J(x). Es decir

G0(x1, . . . , xn) = (−i)n
Z0[0]

δnZ0[J ]
δJ(x1) · · · δJ(xn)

∣∣∣∣∣
J=0

. (3.12)
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Utilizando la expresión (3.10) calculamos para el caso n = 2

(−i)2

Z0[0]
δ

δJ(y)
δ

δJ(x) e
iW [J ] = iDF (x− y) eiW [J ] +

+
(∫

d4x1DF (x− x1)J(x1)
)

(∫
d4x1DF (y − x1)J(x1)

)
eiW [J ] .

(3.13)

Al evaluar en J = 0 se llega al resultado G0(x1, x2) = iDF (x1 − x2) como se indicó en

la ecuación (3.9).

Si se observan los cálculos anteriores queda claro que G(x1, . . . , xn) = 0 siempre

que n es impar. Ahora bien, evaluando para n = 4 se obtiene el siguiente resultado

G0(x1, x2, x3, x4) = − [DF (x1 − x2)DF (x3 − x4)

+DF (x1 − x3)DF (x2 − x4)

+DF (x1 − x4)DF (x2 − x3) ] .

(3.14)

Notamos que G(x1, x2, x3, x4) es la suma de todas las permutaciones posibles realizadas

con funciones de 2-puntos. Retomando la interpretación como amplitudes de transición

puede decirse que G(x1, x2, x3, x4) describe la amplitud de transición para el proceso de

crear-destruir partículas en los puntos (x1, x2, x3, x4). El resultado anterior nos dice que

esto pasa únicamente en pares que no estaán correlacionados. Por ejemplo el primer

término DF (x1−x2)DF (x3−x4) dice que una partícula se crea en x2 y se destruye en

x1 y otra partícula se crea en x4 y se destruye en x3; sin embargo ambas partículas no

interaccionan, ambos procesos ocurren de forma independiente. De esta forma los otros

términos dan las otras posibles formas de conectar cuatro puntos haciendo grupos de

dos puntos. Es por esta razón que G(x1, x2, x3, x4) se llama desconectada.

Esta forma de expresar las funciones de Green de n-puntos como todos los pro-

ductos posibles de funciones de Green de 2-puntos es un resultado general y se conoce

como teorema de Wick y es una herramienta esencial para el cálculo de las funciones

de Green en teoría cuántica de campos.
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A continuación consideramos las funciones de Green generadas por el funcional

W [J ], definidas por la expresión

G(x1, . . . , xn) = (−i)n δn

δJ(x1) · · · δJ(xn) iW [J ]
∣∣∣∣∣
J=0

. (3.15)

En la ecuación (3.10) vemos que W [J ] es cuadrático en J(x) de manera que cualquier

derivada con n > 2 se anula. Usando la expresión anterior se comprueba que

G(x, y) = iDF (x− y) = G(x, y) , (3.16)

y no existe ninguna otra función de Green del tipo G(x1, . . . , xn) defnida en (3.15).

Estas funciones de Green se conocen como conectadas porque todos los n-puntos invo-

lucrados están correlacionados. Lo quiere decir el resultado anterior es que en una teoría

libre la única función de Green conectada es el propagador: la función de Green de 2-

puntos. Además al relacionar (3.14) y (3.15) se comprueba que las funciones de Green

G(x1, . . . , xn) pueden obtenerse de las funciones de Green conectadas G(x1, . . . , xn).

Las funciones de Green conectadas son los bloques fundamentales para construir las

otras cantidades.

3.3. Campo Escalar Real - Teoría con Interacción

Cuando la teoría posee términos de interacción es posible realizar un tratamiento

perturbativo, al menos en el régimen de acoplamiento débil. Para entender el proce-

dimiento estándar establecemos la siguiente identidad

exp
(
− λ4!φ

4 + Jφ

)
= exp

(
− λ4!φ

4
)

exp
(
Jφ

)

=
1 +

(
− λ4!φ

4
)

+ 1
2!

(
− λ4!φ

4
)2

+ · · ·
 exp

(
Jφ

)

=
1 +

(
− λ4!

∂4

∂J4

)
+ 1

2!

(
− λ4!

∂4

∂J4

)2

+ · · ·
 exp

(
Jφ

)

= exp
(
− λ4!

∂4

∂J4

)
exp

(
Jφ

)
. (3.17)
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Lo que hemos encontrado es que es posible generar una expansión de la teoría con

interacción, tomando derivadas respecto al término que contiene la fuente J . Utilizando

un resultado análogo al anterior pero en términos de funcionales, se obtiene que para el

campo escalar real podemos escribir el funcional generador de la teoría con interacción

como

Z[J ] = N
∫
Dφ exp

{
i
∫
d4x

(
1
2∂

µφ∂µφ−
m2

2 φ2 − λ

4!φ
4 + Jφ

)}

= N
∫
Dφ exp

{
−iλ4!

∫
d4xφ4

}
exp

{
i
∫
d4x

(
1
2∂

µφ∂µφ−
m2

2 φ2 + Jφ

)}

= N
∫
Dφ exp

−iλ4!

∫
d4x

(
−i δ

δ J(x)

)4


exp
{
i
∫
d4x

(
1
2∂

µφ∂µφ−
m2

2 φ2 + Jφ

)}

= exp

−iλ4!

∫
d4x

(
−i δ

δ J(x)

)4
Z0[J ] . (3.18)

Este resultado nos dice que podemos tener un desarrollo perturbativo de la teoría

tomando derivadas respecto de la teoría libre. La forma que tiene esta derivada depen-

derá de la interacción; la teoría λφ4 indica que debemos derivar funcionalmente cuatro

veces al funcional generador de la teoría libre, por cada orden en el acoplamiento λ.

Este resultado es notable.

En resumen, vemos que el término de interacción en el Lagrangiano puede rees-

cribirse

LI(φ(x)) −→ LI
(
−i δ

δJ(x)

)
, (3.19)

y esto vale para cualquier término de interacción. La expansión perturbativa de la

teoría consiste en una doble expansión: se expande en λ según la precisión deseada y

se expande en J(x) dependiendo del proceso que se quiera estudiar.

Es importante mencionar que los términos de interacción se eligen de manera

que puedan modelar el fenómeno a estudiar y deben satisfacer los requerimientos de

ser un escalar de Lorentz y además que el Hamiltoniano asociado a la teoría esté
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acotado por debajo para que la energía pueda tener un mínimo y así sea estable bajo

perturbaciones. Además muchas veces es deseable que la teoría sea renormalizable,

este hecho limita el grado de la máxima potencia (de los campos) que puede aparecer

en el potencial V del Lagrangiano. En el caso de la teoría λφ4 en d = 4 dimensiones,

la teoría es renormalizable. No se profundizará en los aspectos de renormalización en

este trabajo.

3.4. Funciones de Green para la teoría λφ4

Veamos con cierto detalle cómo se obtienen las funciones de Green para la teoría

con interacciones y determinar cuáles son las modificaciones respecto a la teoría libre.

Partiendo de la expresión (3.18) hacemos una expansión a orden O(λ)

Z[J ] = Z0[J ] + Z1[J ]

=
1− iλ

4!

∫
d4x

(
−i δ

δ J(x)

)4
Z0[J ]

= Z0[J ] − iλ

4!

∫
d4x

δ4Z0[J ]
δ J4(x)

= Z0[J ] − iλ

4!

∫
d4x

[
3(iDF (0))2 + 6iDF (0)

(∫
d4y DF (x− y)J(y)

)2

+
(∫

d4y DF (x− y)J(y)
)4
]
Z0[J ] . (3.20)

Es evidente que al hacer λ = 0 se recupera la teoría libre Z0[J ]. Se observa que aparecen

unos factores de la forma DF (0) = DF (x− x) al hacer las derivadas funcionales; estos

factores pueden interpretarse como correlaciones que empiezan y terminan en el mismo

punto. Resaltamos también que todos los términos contienen una potencia de primer

orden en λ. Ahora que se tiene el funcional generador para la teoría con interacción

a orden O(λ) es posible encontrar las funciones de Green no conectadas de la teoría

G(x1, . . . , xn).

Vamos a calcular la función de Green de 2-puntos G(x1, x2), para ello utilizamos
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la ecuación (3.12). Al efectuar el cálculo se obtiene

G(x1, x2) = (−i)2

Z[0]
δ2Z[J ]

δJ(x1) δJ(x2)

∣∣∣∣∣
J=0

= iDF (x1 − x2)

− iλ4! (6 · 2)
∫
d4x iDF (x1 − x) iDF (x− x) iDF (x− x2) . (3.21)

El primer término es la función de Green (3.16) de la teoría libre G0(x1, x2). El segundo

término representa una corrección a orden O(λ). Extendiendo este procedimiento es

posible generar correcciones de orden superior a todas las funciones de Green.

3.4.1. Diagramática

Existe un recurso nemotécnico para escribir los términos de la expansión tanto

del funcional generador como de las funciones de Green. Este recurso fue ideado por

Feynman (al parecer Stückelberg ya había expuesto esta idea en una conferencia varios

años antes que Feynman [24]; se dice que Gell-Mann, para fastidiar a Feynman, llamaba

a los diagramas de Feynman, diagramas de Stückelberg) como una manera rápida de

encontrar la forma de los términos que aparecen en la expansón perturbativa de la

teoría.

Consideremos el funcional generador Z[J ]. A cada elemento puede asignársele un

elemento gráfico de la manera siguiente

iDF (x− y) = , (3.22)

i
∫
d4x J(x) = , (3.23)

−iλ
∫
d4x = . (3.24)

Usando esta representación para escribir el término Z1[J ] en (3.20) se obtiene

Z1[J ] = 1
4!

3 + 6 +

 exp
1

2

 . (3.25)
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Se entiende que cada fuente y cada vértice tiene su coordenada de manera que se

está integrando sobre todas las coordenadas involucradas. Si vemos el primer término

notamos que no contiene fuentes; a este tipo de diagramas se les conoce como diagramas

de vacío. Cuando eventualmente se evalúa en J = 0, se anulan todos los diagramas que

contienen al menos una fuente, es por esto que los diagramas de vacío corresponden a

bucles (loops) sin líneas externas.

Para la discusión que sigue se asume que se normaliza la integral de caminos de la

teoría libre, de forma que se tenga Z0[0] = 1. Al considerar la teoría con interacciones

el vacío cambia y se pierde esta normalización. Esto puede verse claramente a partir

de (3.20)

Z[0] = 1− iλ

8

∫
d4x (iDF (0))2 6= 1 . (3.26)

La corrección al vacío está relacionado con los llamados diagramas de vacío que se

acaban de discutir.

Hemos visto que el vacío de la teoría libre se modifica al considerar interacciones.

Sin embargo, todos los demás procesos que ocurren (como procesos de scattering) son

descritos con referencia al vacío de manera que es conveniente restar las contribuciones

de vacío de todas las expresiones calculadas. Para ello se define el funcional Z̃[J ] = Z[J ]
Z[0] ;

con esta redefinición se eliminan las contribuciones de vacío o equivalentemente todos

los procesos con valores cuya referencia es el valor de vacío. Esto es análogo a mover

la referencia al calcular la energía potencial de un sistema. Una manera sencilla de

verificar que se sustraen los valores de vacío es mediante el nuevo funcional W̃ [J ]

asociado al nuevo Z̃[J ]

iW̃ [J ] = ln Z̃[J ] = lnZ[J ]− lnZ[0] . (3.27)

Es claro que con esta normalización se eliminan las contribuciones de vacío.

Sabemos que para encontrar las funciones de Green es necesario derivar al fun-

cional generador respecto de las corrientes. Este procedimiento de derivación respecto
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de J(x) se representa en la forma diagramática de la siguiente manera

1
i

δ

δ J(x) = x . (3.28)

Se observa que en el punto espacio temporal respecto al cual se escribe la derivada δ
δJ(x)

es importante debido a que el propagador resultante queda evaluado en este punto.

A continuación calculamos algunas funciones de Green y para esto utilizamos el

funcional W̃ [J ]. Utilizando (3.25), la cancelación de los diagramas de vacío y recor-

dando además que se ha normalizado Z0[0] = 1 se obtiene que

iW̃ [J ] = lnZ0[J ] + ln (1 + Z1[J ]) ≈ lnZ0[J ] + Z1[J ]

= 1
2 + 1

4!

6 +

 , (3.29)

donde se ha utilizado la aproximación ln(1 + x) ≈ x. Recordamos además que esta

expresión es a primer orden en λ lo cual puede verse porque sólo aparece un vértice

( ). Tomando dos y cuatro derivadas funcionales encontramos las funciones de Green

conectadas G(x1, x2) y G(x1, x2, x3, x4) respectivamente

G(x1, x2) = iDF (x1 − x2)− iλ

2

∫
d4x iDF (x1 − x) iDF (x− x) iDF (x− x2)

= + 1
2 ,

(3.30)

G(x1, x2, x3, x4) = −iλ
∫
d4x iDF (x1 − x) iDF (x2 − x) iDF (x3 − x) iDF (x4 − x)

= . (3.31)

Vemos que los diagramas de las funciones de Green ya no poseen puntos abiertos

debido a que estos corresponden a corrientes y en las funciones de Green todas las

corrientes son nulas. Notamos también la aparición de ciertos factores que preceden

a los diagramas; cada factor puede encontrarse de forma precisa utilizando argumen-

tos combinatorios. No se mirará en detalle el cálculo de estos factores. Teniendo las
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expresiones analíticas con sus respectivos diagramas hace evidente la correspondencia

entre ambos y por lo tanto su gran utilidad.

Finalmente citamos las reglas de Feynman para la teoría λφ4. Las reglas de Feyn-

man permiten calcular cualquier función de Green conectada, estas son:

1. Dibujar todos los diagramas topológicamente distintos para cada orden elegido

O(λn) y el número de coordenadas externas (correspondientes a las partículas

involucradas).

2. Se asigna un propagador iDF (x− x′) a cada línea que conecta los puntos x y x′.

3. Cada vértice aporta un factor −iλ que conecta 4 líneas que corresponden a la

interacción λφ4. En general los vértices conectan n líneas para una interacción

del tipo λφn.

4. Se integra sobre cada punto interno.

5. Se determina el factor de simetría.

Realizando una transformación de Fourier es posible reexpresar estas reglas en el es-

pacio de momento. Los cambios a las reglas son los siguiente

2. A cada línea se asigna un propagador iDF (k) = i/(k2 −m2 + iε).

3. Cada vértice aporta un factor de −iλ.

4. Se fijan los momentos de las líneas externas y se impone la conservación del

momento en cada vértice.

5. Se integra sobre todo momento k que no esté fijo con
∫
d4k/(2π)4.
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En general son más sencillas de aplicar las reglas en el espacio de momento. Las reglas

de Feynman permiten escribir cualquier función de Green conectada, en el régimen

perturbativo, para un proceso específico y al orden O(λn) deseado sin tener que ir al

desarrollo partiendo del funcional generador.

3.4.2. Ejemplo: Corrección al Propagador (1 loop) a T = 0

En esta sección se calculará con un poco más de detalle la corrección del propaga-

dor debido a la presencia de un término de interacción, como aparece en la expresión

(3.21); como ya hemos visto se trabajará con la teoría λφ4. El Lagrangiano está dado

por (3.2) y la acción viene dada por la expresión

S =
∫
d4xL =

∫
d4x

(
1
2∂

µφ∂µφ−
m2

2 φ2 − λ

4!φ
4
)
. (3.32)

El desarrollo de este ejemplo nos servirá como punto de comparación al estudiar los

formalismos a temperatura finita en los capítulos siguientes.

En este capítulo vimos la forma que tiene el vértice de esta teoría para el caso

T = 0. Recordamos entonces que el vértice viene dado por el factor

= − iλ , (3.33)

Usando la forma del vértice se escriben los diagramas y a través de las reglas de

Feynman se escriben las integrales que es necesario resolver. Aplicando las reglas de

Feynman en el espacio de momento, se llega a la versión equivalente a la ecuación

(3.21)

D(p) = 1
p2 −m2 + iε

[
1 +

iλ
2 DF (0)

p2 −m2 + iε

]
. (3.34)

Recordamos que la diferencia entre el propagador y la función de Green de dos puntos

es un factor i. Además hemos escrito DF (x−x) = DF (0). Asumiendo que el desarrollo
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perturbativo es válido, es posible escribir formalmente

D(p) = 1
p2 −m2 + iε

[
1 +

iλ
2 DF (0)

p2 −m2 + iε

]

' 1
p2 −m2 + iε

[
1−

iλ
2 DF (0)

p2 −m2 + iε

]−1

= 1
p2 −m2 − iλ

2 DF (0) + iε
. (3.35)

Al comparar esta expresión con el propagador de la teoría libre se observa que el

efecto de la interacción sobre el propagador es la de modificar el valor de la masa de

las partículas m2 −→ m2 + ∆m2.

A continuación se realiza la integración de la parte temporal para la corrección

∆m2 de la masa. Utilizando la ecuación (3.7) se obtiene

∆m2 = (iλ)
2

∫ d4q

(2π)4
1

q2 −m2 + iε

= (iλ)
2

[
1
2i

∫ d3q

(2π)3
1
ω~q

]

= λ

4

∫ d3q

(2π)3
1
ω~q
, (3.36)

con ω~q =
√
~q2 +m2. Esta expresión es real, lo cual es bueno para poder tener partículas

estables. Sin embargo la integral espacial diverge. Este problema se resuelve aplicando

métodos de renormalización y usando contratérminos para modificar el Lagrangiano

original. En este trabajo no se estudiará los procedimientos de renormalización.

3.5. Amplitudes de Transición y Temperatura Cero

Hemos visto que la integral de caminos es una representación para la amplitud

de transición de cierto estado inicial a un estado final. En el desarrollo que hemos

realizado se consideró que el estado inicial es el estado base (de vacío) de cierta teoría

y esta configuración inicial se tiene para un t → −∞, es decir el estado inicial es

|0 − ∞〉. Por otra parte el estado final vuelve a ser el estado base pero se alcanza
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cuando t → +∞, es decir |0 +∞〉. Hemos visto también que en general el operador

evolución Û(t1, t0) conecta dos estados de la forma |f t1〉 = Û(t1, t0) |i t0〉. Se define la

matriz Ŝ (o matriz de scattering) al siguiente caso particular del operador de evolución

Ŝ = ĺım
t→∞

Û(t,−t) . (3.37)

Es decir que en la representación de la integral de caminos que hemos realizado está

involucrada la matriz Ŝ.

Existe un resultado muy importante conocido como fórmula de reducción de

Lehmann-Symanzik-Zimmermann (LSZ). Este resultado garantiza que para cierto pro-

ceso que quiera calcularse sólo es necesario determinar la función de Green conectada

apropiada y esta función de Green está relacionada directamente con la amplitud de

transición de ese proceso. De esta forma es posible calcular los elementos de la matriz

Ŝ que se desee con la precisión deseada.

La amplitud de transición a tiempos remotos (pasados y futuros) y el hecho de que

los estados inicial y final sean el de vacío, implican que no hay fluctuaciones térmicas en

las amplitudes calculadas. Para que haya fluctuaciones térmicas es necesario que haya

al menos dos estados iniciales o finales (o ambos) y claramente esto no ocurre para

el formalismo estándar de la teoría cuántica de campos. Además, operacionalmente se

hallan promedios térmicos calculando trazas al operador de evolución y hemos visto

que el cálculo de Z[J ] no involucra trazas sino más bien una cuidadosa configuración

del estado inicial y final en el estado de vacío. En los casos donde es de interés calcular

promedios térmicos no es posible considerar la integración temporal que aparece en

la acción desde −∞ hasta +∞. Es necesario entonces una extensión consistente al

formalismo desarrollado para tratar los casos en los cuales existe temperatura finita.

En este capítulo se ha explorado la extensión de la formulación de la integral de

caminos al tratamiento de teorías de campos relativistas. Hemos visto cómo se calculan

los distintos tipos de funciones de Green, no conectadas y conectadas, partiendo de los

funcionales Z[J ] y W [J ] respectivamente. Además se estudió la técnica diagramática
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desarrollada por Feynman para poder encontrar, de una forma relativamente sencilla,

cualquier función de Green que se quiera calcular, dependiendo del proceso que sea de

interés y de la precisión deseada. Por último se argumentó que el formalismo tratado

corresponde a una teoría a temperatura cero, T = 0, debido principalmente a que

las amplitudes de transición se consideran entre estados de vacío. En los capítulos

siguientes se extenderá este formalismo al tratamiento de sistemas a temperatura finita.
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Capı́tulo 4
Teoría Cuantica de Campos a Temperatura
Finita - Tiempo Imaginario

Se comenzará este capítulo con un repaso del comportamiento de los sistemas

cuánticos en el equilibrio termodinámico [19, 25–27]. Para ello se introducirá primero

el formalismo de tiempo imaginario (también llamado de Matsubara) en término de

operadores y posteriormente su forma en integrales de camino [28].

4.1. Formalismo de Tiempo Imaginario - Matsubara

Un sistema en equilibrio térmico se caracteriza calculando valores medios sobre un

ensamble apropiado; los más conocidos son el microcanónico, canónico y gran canónico.

Una forma directa de calcular estos valores medios es definiendo la matriz densidad

del sistema

ρ̂(β) = e−βĤ , (4.1)

donde β = 1
T
y T es la temperatura del sistema y se asume que se utilizan unidades

donde la constante de Boltzmann tiene valor k = 1. El Hamiltoniano H tiene la

forma apropiada según el ensamble en el cual se trabaje. Por ejemplo en el gran

canónico tiene la forma de H = H − µN , con µ el potencial químico. En el ensamble
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canónico H = H. En este resumen trabajaremos con un ensamble genérico; se deberá

elegir uno en particular dependiendo del problema a resolver. Es claro que la matriz

densidad es análoga a los exponentes de Boltzmann y contienen la información sobre

las probabilidades de los estados térmicos del sistema.

Teniendo la matriz densidad es posible definir la función de partición del sistema

de la forma siguiente

Z(β) = Tr[ρ(β)] = Tr
[
e−βĤ

]
. (4.2)

Vemos que es necesario calcular la traza de la matriz densidad lo cual corresponde a

sumar sobre todos los valores de expectación de la matriz densidad sobre una base

completa. Teniendo la función de partición se calculan los valores medios para un

observable Â y correlaciones de pares de observables Â, B̂ de la manera usual

〈Â〉 =
Tr
[
ρ(β)Â

]
Z(β) =

Tr
[
e−βĤÂ

]
Tr
[
e−βĤ

] , (4.3)

〈ÂB̂ 〉 =
Tr
[
ρ(β) Â B̂

]
Z(β) =

Tr
[
e−βĤÂ B̂

]
Tr
[
e−βĤ

] . (4.4)

Se ha suprimido la dependencia de las coordenadas de los operadores para simplificar

la notación.

Recordamos que dado un operador Â en el marco de Schrödinger, se define el

operador ÂH(t) en el marco de Heisenberg de la siguiente manera

ÂH(t) = e+iĤtÂe−iĤt . (4.5)

Usando esta relación se encuentra que las correlaciones de operadores (observables) en

el marco de Heisenberg pueden escribirse como

〈ÂH(t)B̂H(t′)〉 =
Tr
[
ρ(β) ÂH(t) B̂H(t′)

]
Z(β) =

Tr
[
e−βĤ ÂH(t) e+βĤ e−βĤB̂H(t′)

]
Tr
[
e−βĤ

]
=

Tr
[
e

ˆiH(t+iβ) Â e
ˆ−iH(t+iβ) e−βĤB̂H(t′)

]
Tr
[
e−βĤ

] =
Tr
[
ÂH(t+ iβ) e−βĤB̂H(t′)

]
Tr
[
e−βĤ

]
= 〈B̂H(t′)ÂH(t+ iβ)〉 . (4.6)
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Para llegar a este resultado se utilizó la ecuación (4.5) y la propiedad cíclica de la

traza. La expresión (4.6) se conoce como relación de Kubo-Martin-Schwinger (KMS).

En particular para correlaciones del mismo operador se satisface 〈ÂH(t)ÂH(t′)〉 =

〈ÂH(t′)ÂH(t+iβ)〉. Este resultado es general para operadores Bosónicos y Fermiónicos.

A continuación consideremos que el Hamiltoniano del sistema H puede escribirse

como un término correspondiente al sistema libre (H0) más un término de interac-

ción (H ′), es decir H = H0 + H ′. Usando esta consideración el Hamiltoniano para el

ensamble se expresa de la forma siguiente

H = H = H0 +H ′ , canónico ; (4.7)

H = H − µN = H0 − µN +H ′ = H0 +H ′ , gran canónico . (4.8)

Para estudiar el sistema con interacción se plantea el siguiente ansatz y de esta manera

obtener información del sector de interacción del Hamiltoniano. En este caso decimos

que la matriz densidad es

ρ̂(β) = e−βĤ = e−βĤ0 Ŝ(β) −→ Ŝ(β) = e+βĤ0e−βĤ , (4.9)

donde se ha factorizado por conveniencia la matriz densidad ρ̂(β) aunque es obvio que

no se conoce la forma de Ŝ(β).

Para determinar cómo evoluciona el nuevo operador Ŝ(β) notamos que la matriz

densidad libre y de interacción satisfacen las ecuaciones

∂ρ̂0(τ)
∂τ

= −Ĥ0 ρ̂0(τ) , (4.10)

∂ρ̂(τ)
∂τ

= −Ĥ ρ̂(τ) = −(Ĥ0 + Ĥ ′) ρ̂(τ) , (4.11)

con 0 ≤ τ ≤ β. Usando estas ecuaciones para el nuevo operador Ŝ(τ) = ρ̂−1
0 (τ) ρ̂(τ) se
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determina que satisface la siguiente ecuación

∂Ŝ

∂τ
= ∂ρ̂−1

0
∂τ

ρ̂ + ρ̂−1
0
∂ρ̂

∂τ

= −ρ̂−1
0 Ĥ ′ρ̂

= −ρ̂−1
0 Ĥ ′ ρ̂0ρ̂

−1
0 ρ̂

= −Ĥ ′I Ŝ . (4.12)

En el último paso se ha realizado una analogía con el marco de interacción pero en este

caso se usa la matriz densidad de la teoría libre Ĥ ′I = ρ̂−1
0 Ĥ ′ ρ̂0 = e+τĤ0Ĥ ′e−τĤ0 . Esta

transformación define un marco de interacción modificado del tipo ÂI = e+τĤ0Âe−τĤ0 .

Debemos notar que este tipo de transformaciones no son necesariamente unitarias si

τ es real. Sin embargo si τ toma valores imaginarios, la transformación sí es unitaria.

Figura 4.1: Contorno Formalismo Tiempo Imaginario.

Es importante ver también que la matriz densidad (4.9) funciona como un opera-

dor evolución pero con un “tiempo” parametrizado en la forma t = −iτ que recorre los

valores (0, β) en el eje imaginario negativo. Es por esto que este formalismo se conoce

como de tiempo imaginario.
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Ahora bien, la ecuación (4.12) para el operador Ŝ(τ) puede integrarse formalmente

y se obtiene

Ŝ(β) = Tτ
(
e−
∫ β

0 dτ Ĥ′I(τ)
)
. (4.13)

Esta expresión es completamente análoga a la que se encuentra para la matriz S en

los textos de teoría cuántica de campos a T = 0. El símbolo Tτ es el operador tiempo

ordenado y el subíndice τ resalta que los tiempos deben tomarse en este contorno es-

pecial donde el tiempo toma valores imaginarios. El operador satisface las propiedades

usuales

Ŝ(τ2, τ1) = Tτ
(
e
−
∫ τ2
τ1

dτ Ĥ′I(τ)
)
, con τ2 > τ1 ; (4.14)

Ŝ(τ) = Ŝ(τ, 0) ; (4.15)

Ŝ−1(τ) = Ŝ(0, τ) ; (4.16)

Ŝ(τ3, τ2) Ŝ(τ2, τ1) = Ŝ(τ3, τ1) , con τ3 > τ2 > τ1 . (4.17)

Como puede verse, son relaciones totalmente análogas a las encontradas en los textos

de teoría cuántica de campos a T = 0.

El operador Ŝ(τ) es análogo al funcional generador Z del cual se habló el capítulo

anterior y permite calcular las funciones de Green del sistema utilizando un desarrollo

perturbativo conocido expansión de Dyson de la cual, a su vez, se pueden inferir las

reglas de Feynman para la teoría en cuestión. Todos estos son los procedimientos

estándar que se estudian al realizar la cuantización canónica de las teorías de campo.

Así como en la ecuación (4.12) se utilizó un marco de interacción modificado con

operadores sobre el ensamble, de la misma manera puede modificarse el marco de

Heisenberg mostrado en la ecuación (4.5) para adaptarlo a teorías con temperatura

finita en el equilibrio. Si φ̂ y φ̂† son operadores en el marco de Schrödinger se tiene

que el marco de Heisenberg térmico viene dado por

φ̂H(τ) = e+τĤ φ̂ e−τĤ , (4.18)

φ̂†H(τ ′) = e+τ ′Ĥ φ̂† e−τ
′Ĥ 6= (φH(τ ′))† . (4.19)
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En estas expresiones únicamente colocamos la dependencia con τ para no sobrecargar

la notación. El ordenamiento en τ se define de la siguiente manera

Tτ (φ̂H(τ) φ̂†H(τ ′)) = Θ(τ − τ ′) φ̂H(τ)φ̂†H(τ ′) ± Θ(τ ′ − τ) φ̂†H(τ ′)φ̂H(τ) . (4.20)

El signo + o − corresponde a operadores Bosónicos o Fermiónicos respectivamente.

Finalmente escribimos la relación entre los marcos de Heisenberg e interacción

φ̂H(τ) = e+τĤ φ̂ e−τĤ

= e+τĤ e−τĤ0 φ̂I(τ) e+τĤ0 e−τĤ

= Ŝ−1(τ) φ̂I(τ) Ŝ(τ) . (4.21)

Para llegar a esta expresión utilizamos las ecuaciones (4.9) y (4.18). Usando estos

resutados se escribe la función de Green de dos puntos a T 6= 0

Gβ(τ, τ ′) = 〈 Tτ
(
φ̂H(τ) φ̂†H(τ ′)

)
〉β

=
Tr
[
e−βĤ Tτ

(
Ŝ−1(τ)φ̂I(τ)Ŝ(τ) Ŝ−1(τ ′)φ̂†I(τ ′)Ŝ(τ ′)

)]
Tr
[
e−βĤ

]
=

Tr
[
e−βĤ0Ŝ(β) Tτ

(
Ŝ−1(τ)φ̂I(τ)Ŝ(τ) Ŝ−1(τ ′)φ̂†I(τ ′)Ŝ(τ ′)

)]
Tr
[
e−βĤ0Ŝ(β)

]
=

Tr
[
e−βĤ0 Tτ

(
φ̂I(τ) φ̂†I(τ ′)Ŝ(β)

)]
Tr
[
e−βĤ0Ŝ(β)

]
=
〈 Tτ

(
φ̂I(τ) φ̂†I(τ ′) Ŝ(β)

)
〉β,0

〈 Ŝ(β) 〉β,0
, (4.22)

donde recordamos que 0 ≤ τ, τ ′ ≤ β . Este resultado expresa el promedio de los

operadores respecto al ensamble sin interacción. Para derivar este resultado se utilizó

el hecho de que Ŝ(β) puede entrar en el τ -ordenamiento porque β es el valor más

grande en el intervalo; además, dentro del operador el orden no importa y por esto

ocurren las cancelaciones.
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4.2. Frecuencias de Matsubara

Usando el formalismo estudiado hasta ahora, es posible hacer algunas precisiones

sobre la forma del propagador para una teoría a temperatura finita. De la sección

anterior recordamos que

Gβ(τ, τ ′) =
Tr
[
e−βĤ Tτ

(
φ̂H(τ) φ̂†H(τ ′)

)]
Tr
[
e−βĤ

] , (4.23)

donde resaltamos que los operadores están expresados en el marco de Heisenberg. Es

conveniente estudiar el producto τ -ordenado que aparece en la ecuación anterior

Tτ
(
φ̂H(τ) φ̂†H(τ ′)

)
= Tτ

(
e+τĤ φ e−τĤ e+τ ′Ĥ φ† e−τ

′Ĥ
)

= Tτ
(
e+(τ−τ ′)Ĥ φ e−(τ−τ ′)Ĥ φ†

)
= Tτ

(
φ̂H(τ − τ ′) φ̂†H(0)

)
, (4.24)

Recordamos que dentro del operador τ -ordenado puede variarse el orden. Además se

utilizó el hecho de que en los marcos modificados la representación de Heisenberg y

Schrödinger coinciden para τ = 0, de la misma forma que ocurre a T = 0. Utilizando

los resultados (4.23-4.24) se encuentra la siguiente relación

Gβ(τ, τ ′) = Gβ(τ − τ ′, 0) . (4.25)

La función de Green de dos puntos a T finita y en el equilibrio depende únicamente

de la diferencia de los puntos. Este es un hecho característico de los procesos en el

equilibrio.

A continuación se quiere encontrar una relación entre las funciones de Green que
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involucre los puntos extremos del rango de τ : 0 < τ < β. Para ello se evalúa

Gβ(0, τ) = 〈Tτ
(
φ̂H(0) φ̂†H(τ)

)
〉

=
Tr
[
e−βĤ Tτ

(
φ̂H(0) φ̂†H(τ)

)]
Tr
[
e−βĤ

]
=

Tr
[
e−βĤ

(
Θ(0− τ) φ̂H(0)φ̂†H(τ) ± Θ(τ − 0) φ̂†H(τ)φ̂H(0)

)]
Tr
[
e−βĤ

]
= ±〈 φ̂†H(τ) φ̂H(0) 〉 , (4.26)

donde el signo + o − corresponde a Bosones o Fermiones respectivamente. Para lle-

gar a este resultado se utilizó que τ > 0 de manera que únicamente contribuye el

segundo término del operador τ -ordenado en (4.20). Ahora calculamos 〈 φ̂†H(τ) φ̂H(0) 〉

utilizando la definición

〈 φ̂†H(τ) φ̂H(0) 〉 =
Tr
[
e−βĤ φ̂†H(τ) φ̂H(0)

]
Tr
[
e−βĤ

]
=

Tr
[
φ̂†H(τ) e−βĤ e+βĤφ̂H(0)e−βĤ

]
Tr
[
e−βĤ

]
=

Tr
[
φ̂†H(τ) e−βĤ φ̂H(β)

]
Tr
[
e−βĤ

]
=

Tr
[
e−βĤ φ̂H(β) φ̂†H(τ)

]
Tr
[
e−βĤ

]
= Gβ(β, τ) . (4.27)

Se utilizó la propiedad cíclica de la traza para este cálculo. Ahora, utilizando los

resultados (4.26-4.27) se encuentra que

Gβ(0, τ) = ±Gβ(β, τ) . (4.28)

Nuevamente el signo + (−) corresponde a Bosones (Fermiones). Este resultado nos dice

que la función de Green a temperatura finita debe ser periódica (antiperiódica) en τ .

Esto es una consecuencia directa del hecho de que los valores de expectación térmicos

se calculan calculando la traza lo cual obliga a fijar condiciones de borde apropiadas
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sobre los campos involucrados. Como hemos visto, si los campos son Bosónicos se

utilizan condiciones periódicas; si los campos son Fermiónicos se utilizan condiciones

de borde antiperiódicas.

Para estudiar el espectro de los modos discretos que se obtienen por la condición

de (anti)periodicidad, pasamos al espacio de frecuencias Gβ(ωn) = 1
2
∫+β
−β dτ e

iωnτGβ(τ).

En general todos los modos ωn = nπ/β con n = 0, ±1, ±2, . . . , están permitidos. Sin

embargo veremos a continuación que hay una distribución de los modos dependiendo

del carácter Bosónico o Fermiónico de los operadores involucrados. Empecemos con la

expresión en el espacio de frecuencias

Gβ(ωn) = 1
2

∫ +β

−β
dτ eiωnτGβ(τ)

= 1
2

∫ 0

−β
dτ eiωnτGβ(τ) + 1

2

∫ +β

0
dτ eiωnτGβ(τ)

= ± 1
2

∫ 0

−β
dτ eiωnτGβ(τ + β) + 1

2

∫ +β

0
dτ eiωnτGβ(τ)

= ± 1
2

∫ +β

0
dτ eiωn(τ−β)Gβ(τ) + 1

2

∫ +β

0
dτ eiωnτGβ(τ)

= 1
2
(
1± e−iωnβ

) ∫ +β

0
dτ eiωnτGβ(τ) . (4.29)

Vemos que la condición de periodicidad es no trivial como ya se había menciona-

do. Recordando que ωn = nπ/β se reescribe el factor que acompaña a la integral(
1± e−iωnβ

)
= (1± e−inπ) = [1± (−1)n] y se obtiene

1
2 [1± (−1)n] =



Bosones


1 si n es par o cero,

0 si n es impar,

Fermiones


0 si n es par o cero,

1 si n es impar.

(4.30)

Es decir los Bosones y Fermiones particionan el espectro de frecuencias de manera que

finalmente se tiene que

ωn =


2nπ
β

para Bosones,
(2n+1)π

β
para Fermiones,

(4.31)
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con n ∈ Z. A este conjunto de frecuencias se le conoce como frecuencias de Matsubara.

4.3. Integral de Caminos en Espaciotiempo Euclídeo

En el capítulo anterior se argumentó que la teoría cuántica de campos que se

deriva de calcular con el funcional generador Z[J ] (o W [J ]) produce resultados a

temperatura T = 0. Recordamos que el funcional generador se obtuvo al considerar

una expresión del tipo

Z[J ] = ĺım
ti→−∞

ĺım
tf →+∞

∫
Dφ exp

{
i
∫ tf

ti
dt
∫
d3x

(
L+ Jφ

)}
. (4.32)

Este límite no es trivial. Existe un resultado conocido como teorema de Gell-Mann-

Low que garantiza que el límite existe y que además da exactamente las amplitudes

de transición vacío-vacío. En este límite se demuestra que las propiedades físicas del

sistema son independientes de las condiciones iniciales y finales de los campos. De esta

forma, y como ya se vio en los capítulos anteriores, Z[J ] genera las funciones de Green

(conectadas) de la teoría y de esta forma las amplitudes de transición vía el resultado

LSZ.

Se ha trabajado hasta ahora la teoría cuántica de campos en un espaciotiempo de

Minkowski. Esto ha sido así motivado por la naturaleza del problema tratado anterior-

mente. Sin embargo consideremos que necesitamos evaluar la amplitud de transición

para un estado en cierta condición inicial y que luego se regrese al mismo estado como

condición final. Es claro que esta amplitud de transición tiene la estructura de una

traza. Por otra parte como las condiciones inicial y final son la misma, posee la estruc-

tura de condiciones períodicas. Repitiendo los pasos realizados para las amplitudes de

transición pero tomando en consideración los puntos anteriores se llega a

〈φ̂(x1)|φ̂(x0)〉 = 〈φ̂1|e−iĤ(t1−t0)|φ̂0〉

= N ′
∫
PBC
Dφ exp

{
i
∫ t1

t0
dt
∫
d3xL

}
= N ′

∫
PBC
Dφ exp{iS} ,

(4.33)
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donde se ha considerado que φ(~x1, t1) = φ(~x0, t0) y de allí sale la indicación PBC que

denota condiciones de borde periódicas.

En este punto se procede a realizar una rotación de Wick o paso al tiempo Eu-

clídeo. Este procedimiento consiste en hacer el siguiente cambio t = −iτ , es decir una

rotación de −π/2 donde el tiempo pareciera correr en el eje imaginario. Como vere-

mos, este reemplazo tiene consecuencias en todas las cantidades dinámicas de la teoría.

La motivación para ir al tiempo Euclídeo puede además verse de una analogía entre

el operador evolución en mecánica cuántica y la función de partición de la mecánica

estadística

exp
(
−itH

~

)
= exp

(
− E

kT

)
−→ it

~
= 1

kT
= β , (4.34)

donde k es la constante de Boltzmann y T es la temperatura del sistema. Notamos

también que de momento se han restablecido todas las constantes (aunque es sólo para

fijar ideas), luego se regresará a las unidades naturales que son más cómodas. Usando

esta identificación se ve que t = −i ~
kT

= −iτ , es decir el tiempo Euclídeo depende

inversamente de la temperatura τ ≡ β.

Como se mencionó anteriormente el formalismo de tiempo Euclídeo afecta las

cantidades dinámicas de la teoría. Por ejemplo el elemento de línea, el elemento de

volumen del espacio tiempo y el módulo cuadrado de la cuadriposición se modifican

de la siguiente manera

dx2 = dt2 − d~x2 = −(dτ 2 + d~x2) = −dx2
E , (4.35)

d4x = −idτ d3x = −id4xE . (4.36)

Siguiendo el mismo procedimiento se transforma la acción. Para ser específico consi-
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deremos la acción extendida para el campo escalar real

iS[φ, J ] = i
∫
d4x

[
1
2∂

µφ∂µφ−
m2

2 φ2 − λ

4!φ
4 + Jφ

]

= −
∫ τ1

τ0
dτ
∫
d3x

[
1
2(∂τφ)2 + 1

2(∇φ)2 + m2

2 φ2 + λ

4!φ
4 − Jφ

]

= −
∫
d4xE (LE − Jφ)

= −SE[φ, J ] . (4.37)

Para llegar a este resultado se utilizó que ∂µφ∂µφ = −[(∂τφ)2 + (∇φ)2]. Además se

definió el Lagrangiano Euclídeo y la acción Euclídea (extendida)

LE(φ) = 1
2(∂τφ)2 + V (φ) = 1

2(∂τφ)2 + 1
2(∇φ)2 + m2

2 φ2 + λ

4!φ
4 , (4.38)

SE[φ, J ] =
∫ τ1

τ0
dτ

∫
d3x (LE − Jφ) . (4.39)

Notamos que el potencial del Lagrangeano Euclídeo se define incluyendo el término

del gradiente del campo φ; esto es convencional en aplicaciones del formalismo a la

teoría de campos estadística.

Por conveniencia se resumen los resultados más importantes para hacer la trans-

formación al tiempo Euclídeo (rotación de Wick)

xE = (~x, x4) = (~x, τ) , con τ = x4 = ix0 = it . (4.40)

kE = (~k, k4) , con k4 = −ik0 . (4.41)

d4xE = id4x , dx2
E = −dx2 , y d4kE = −id4k , dk2

E = −dk2 . (4.42)

∂µφ∂µφ = −(∂Eφ)2 , y � = ∂µ∂µ = −�E . (4.43)

Una nota técnica importante tiene que ver con las fases kµxµ de las ondas planas.

Puede verse que al transformar al tiempo Euclídeo se tiene

k x = kµxµ = k0x0 − ~k · ~x = (ik4)(−ix4)− ~k · ~x

= k4 x4 − ~k · ~x 6= kE xE . (4.44)

La consecuencia de esto es que la rotación de Wick no cambia la dirección de propaga-

ción de las ondas planas. Sin embargo, como la expresión (4.44) aparece frecuentemente
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bajo una integración sobre d3k, puede hacerse el cambio ~k → −~k y el resultado no

cambia. De esta manera, únicamente cuando la expresión kx aparece bajo una integral

de Fourier puede hacerse el reemplazo kx = kExE cuando sea conveniente.

Una vez discutida la transformación al tiempo Euclídeo, retomamos la revisión

de la amplitud de transición (4.33). Se comprueba que al pasar al tiempo Euclídeo se

tiene

Z[J ]E = Tr exp
(
−τĤ

)
= 〈φ̂ | e−τĤ | φ̂〉

= N ′
∫
PBC
Dφ exp

{
−
∫ τ1

τ0
dτ
∫
d3x (LE − Jφ)

}
= N ′

∫
PBC
Dφ exp{−SE} . (4.45)

En esta expresión se ha identificado t1 − t0 = −iτ y se transformaron las cantidades

apropiadamente realizando la rotación de Wick. Es oportuno realizar varias observa-

ciones. La primera es el parecido notable que tiene esta expresión con la función de

partición que aparece en la mecánica estadística. De hecho, como se explica en (4.2), en

mecánica estadística puede definirse la función de partición como Z(β) = Tr ρ̂(β) don-

de ρ̂(β) = e−βĤ es la matriz densidad del sistema. La segunda observación importante

es que se ha comenzado con una teoría en d = 3 + 1 dimensiones y al realizar la trans-

formación tenemos una teoría en d = 4 dimensiones todas espaciales, la dependencia

temporal se ha eliminado. Esto quiere decir que la física que se está modelando vía

esta transformación no evoluciona, está en equilibrio. Este resultado es completamente

general y dice que una teoría de campos relativista en D + 1 dimensiones Minkowski

transforma a una teoría de campos estadística en D+ 1 dimensiones Euclídeas (D+ 1

dimensiones espaciales). Este aspecto caracteriza al formalismo de tiempo imaginario

o de Matsubara.

Otra observación importante que se deriva de (4.45) es que al hacer τ0 → −∞ y

τ1 → +∞ se llega a que la amplitud de transición es del tipo vacío-vacío pero esta vez

relacionada a una teoría estadística en D + 1 dimensiones Euclídeas; es decir se tiene

una teoría de campos estadística a T = 0. Este hecho puede entenderse recordando la
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equivalencia τ ≡ β, de manera que si τ →∞ entonces β →∞ y por lo tanto T → 0. Si

por el contrario se mantiene τ finito por ejemplo haciendo τ0 = 0 y τ1 = β, se escribe

Z[J ]β = N ′
∫
PBC
Dφ exp

{
−
∫ β

0
dτ
∫
d3x (LE − Jφ)

}

= N ′
∫
PBC
Dφ exp{−SE} , (4.46)

y por lo tanto se llega a una teoría de campos estadística a temperatura finita. En

esta teoría recordamos que los campos satisfacen condiciones de borde periódicas en

tiempo imaginario φ(τ, ~x) = φ(τ + β, ~x) (mencionamos por completitud que si los

campos son Fermiónicos se debe satisfacer condiciones de borde antiperiódicas). De

estas observaciones se desprende otro hecho notable y es que una teoría cuántica de

campos en d = D+1 dimensiones Minkowski, a temperatura finita T y en el equilibrio

es equivalente a una teoría cuántica de campos en un espacio Euclídeo en D + 1

dimensiones pero con una de sus dimensiones enrolladas, compactificada. Es decir el

espaciotiempo Euclídeo se enrolla en un cilindro con perímetro β = 1/T .

4.4. Ejemplo: Campo Escalar Real Libre

Para el campo escalar real libre el funcional generador (o la función de partición)

es

Z0[J ]β =
∫
PBC
Dφ exp

{
−
∫ β

0
dτ
∫
d3x

(
1
2(∂τφ)2 + 1

2(∇φ)2 + m2

2 φ2 − Jφ
)}

Z0[0]β =
∫
PBC
Dφ exp

−β
2

2
∑
n,~k

φ(−~k)
(
ω2
n + ~k2 +m2

)
φ(~k)

 , (4.47)

donde ωn = 2πn/β con n = . . . ,−2, −1, 0, +1, +2, . . . y se utilizaron las siguientes

expresiones

φ(τ, ~x) =
√
β

V

∑
n,~k

e−iωnτ+i~k·~xφn(~k) (4.48)

∫
dτd3x e−iωnτ−i

~k·~x = βV δ~k,0 δωn,0 . (4.49)
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Como el argumento de la exponencial en (4.47) está en forma cuadrática es posible

realizar una integración Gaussiana. Al hacerlo se obtiene

Z0[0]β = N√
det[β2(ω2

n + ~k2 +m2)]
, (4.50)

y por lo tanto el funcional generador W0[0]β es

W0[0]β = − lnZ0[0]β = 1
2
∑
n,~k

ln [β2(ω2
n + ~k2 +m2)] + const.

= 1
2
∑
n,~k

ln [β2(ω2
n + ω2)] + const. , (4.51)

donde se definió la cantidad ω2 = ~k2 +m2. Para llegar a la ecuación anterior se utilizó

el resultado ln detA = Tr lnA. Seguidamente se procede a sumar la parte relacionada

con n [29]. Para ello se usan las relaciones

ln[β2(ω2
n + ω2)] = ln[1 + (2πn)2] +

∫ β2ω2

1

dθ2

θ2 + (2πn)2 , (4.52)

+∞∑
n=−∞

1
n2 + (θ/2π)2 = 2π2

θ

(
1 + 2

eθ − 1

)
. (4.53)

Al aplicar estas relaciones a (4.51) se obtiene (omitiendo términos constantes)

− lnZ0[0]β = 1
2
∑
n,~k

ln [β2(ω2
n + ω2)]

= 1
2
∑
n,~k

∫ β2ω2

1

dθ2

θ2 + (2πn)2

= 1
2
∑
~k

∫ β2ω2

1
dθ2 ∑

n

1
θ2 + (2πn)2

= 1
2
∑
~k

∫ β2ω2

1
dθ2 1

θ

(1
2 + 1

eθ − 1

)

= 1
2
∑
~k

[
βω + 2 ln

(
1− e−βω2)]

. (4.54)

Finalmente al tomar el límite termodinámico ∑~k −→ V
∫
d3k/(2π)3 se encuentra la

energía libre de Helmholtz F = − 1
β

lnZ

F = V

β

∫ d3k
(2π)3

[1
2βω + ln

(
1− e−βω

)]
. (4.55)
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Una vez calculada la energía libre (que vemos por (4.51) es una cantidad análoga al

funcional W ), es posible calcular otras cantidades termodinámicas como la energía y

la presión. Elimnando la contribución de punto cero de estas cantidades se obtiene

F = V

β

∫ d3k
(2π)3 ln

(
1− e−βω

)
, (4.56)

E = ∂

∂β
(−βF ) = V

∫ d3k
(2π)3

ω

eβω − 1 , (4.57)

P = −∂F
∂V

= − 1
β

∫ d3k
(2π)3 ln

(
1− e−βω

)
. (4.58)

Reconocemos en estas ecuaciones la distribución de Bose-Einstein para el número

de ocupación de estados Bosónicos. Las relaciones encontradas representan valores

macroscópicos para un gas de partículas escalares.

4.5. Teoría de Perturbaciones y Reglas de Feynman

Ya hemos visto que para Lagrangianos que poseen términos más allá del cuadrá-

tico, no puede realizarse la integración funcional de forma exacta y por lo tanto es

necesario desarrollar técnicas perturbativas de manera que se pueda calcular al menos

en el régimen de acoplamiento débil.

Consideremos la teoría λφ4 está vez a temperatura finita, T 6= 0 definida por el

siguiente Lagrangiano (4.38) que acá repetimos

L(φ) −→ LE(φ) = 1
2(∂τφ)2 + 1

2(∇φ)2 + m2

2 φ2 + λ

4!φ
4 , (4.59)

Este Lagrangiano es análogo al estudiado en el capítulo anterior, pero está vez hemos

hecho una rotación de Wick y pasamos al formalismo de tiempo imaginario.

Para proceder a desarrollar la teoría de perturbaciones para el formalismo de

tiempo imaginario, procedemos primero a encontrar el propagador. Para esto conside-

ramos la acción en (4.47). Al integrar por partes y usar la periodicidad del campo φ
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se tiene

SE = 1
2

∫ β

0
dτ
∫
d3xφ

(
− ∂2

∂τ 2 −∇
2 +m2

)
φ , (4.60)

de manera que el funcional generador es

Z0[J ]β =
∫
PBC
Dφ exp

{
−
∫ β

0
dτ
∫
d3x

[
1
2φ

(
− ∂2

∂τ 2 −∇
2 +m2

)
φ− Jφ

]}
. (4.61)

Este funcional es Gaussiano y puede integrarse en la forma usual. Puede verse tam-

bién que, a diferencia del caso a T = 0, el comportamiento oscilatorio ya no está y

la convergencia está garantizada. Usando la versión funcional de la integral Gaussia-

na, es decir
∫
Dφ exp

{
−1

2
∫
φAφ+

∫
Jφ
}

= N exp
{

1
2
∫
JA−1J

}
se encuentra que el

propagador (que corresponde a A−1) es

Gβ(τ, ~x) = 1
β

∑
n

∫ d3k
(2π)3 Gβ(ωn,~k) e−i(ωnτ−~k·~x) , con (4.62)

Gβ(ωn,~k) = 1
ω2
n + ~k2 +m2

. (4.63)

El propagador satisface la ecuación (−�E + m2)Gβ(τ, ~x) = δ(τ)δ3(x). Se comprueba

además que es invariante bajo traslaciones en las coordenadas (τ, ~x), lo cual implica

la conservación de la energía y el momentum como es sabido de aplicar el teorema

de Noether. Un aspecto que vale la pena destacar en este punto y que ya fue men-

cionado en el capítulo anterior es que al hacer la rotación de Wick, el propagador ya

no tiene singularidades sobre el contorno temporal y de esta forma no es necesaria la

prescripción de Feynman porque la integración está bien definida.

4.5.1. Reglas de Feynman a T 6= 0 en el Formalismo de Tiem-
po Imaginario

Una vez calculado el propagador se ve que todas las deducciones realizadas en el

capítulo anterior pueden adaptarse a este. Es decir los cálculos a temperatura finita

son formalmente análogos a los realizados a temperatura cero. Esto queda reflejado

en las reglas de Feynman para teorías cuánticas de campo a temperatura finita en el
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equilibrio (usando el formalismo de tiempo imaaginario o de Matsubara). En el espacio

de momento las reglas de feynman son

1. Dibujar todos los diagramas conectados diferentes que contribuyen a cierto pro-

ceso y al orden O(λn) deseado.

2. Se asigna un propagador Gβ(ωn,~k) a cada línea interna.

3. Se asigna un factor −λ a cada vértice.

4. Se integra sobre todo momento interno usando 1
β

∑
n

∫ d3k
(2π)3 .

5. Se determina el factor de simetría.

A manera de ejemplo consideramos la contribución a primer orden en λ. Vemos

que en este caso hay un solo diagrama y por lo tanto

F1 = − lnZ1[0]β = −

= −(−λ)
8 V β

[
1
β

∑
n

∫ d3k
(2π)3

1
ω2
n + ~k2 +m2

]2

= λ

8 V β
[∫ d3k

(2π)3
1
ω

1
eβω − 1

]2

+ (término a T = 0) . (4.64)

Este resultado representa la corrección a la energía libre (funcional generador). Típi-

camente se debe tomar algún límite (alta o baja temperatura) para lograr evaluar la

integral. Vemos además que nuevamente aparece el número de ocupación para estados

Bosónicos. De manera análoga pueden obtenerse expresiones para cualquier función

de Green que se requiera y que esté a temperatura finita y en el equilibrio; sólo hay

que seguir las reglas de Feynman y calcular.
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4.5.2. Ejemplo: Corrección al Propagador (1 loop) a T 6= 0 en
el Formalismo de Tiempo Imaginario

En esta sección veremos cómo se modifica el propagador debido a la presencia de

un término de interacción [28, 30], de la misma manera como se realizó en el capítulo

anterior. Se trabajará con la teoría λφ4 para un campo escalar real.

En la sección anterior quedó establecido que en el caso a T finita el vértice viene

dado por el factor

= −λ . (4.65)

De esta manera se observa que la corrección al propagador a primer orden en λ viene

dada por el diagrama a 1-loop

. (4.66)

Al igual que en el caso a T = 0 visto en el capítulo anterior, el efecto de la corrección

puede verse como una modificación en el parámetro de la masa. Esta corrección se

expresa de la siguiente forma

∆m2 =
(
λ

2

) 1
β

∑
n

∫ d3k
(2π)3

1
4n2π2

β2 + ~k2 +m2


= λ

2β

(
β2

4π2

)∑
n

∫ d3k
(2π)3

1
n2 +

(
βωk
2π

)2 , (4.67)

donde se ha definido ωk =
√
~k2 +m2. Recordamos además que n recorre los números

enteros. A continuación se intercambia el orden de la sumatoria y la integral, de esta

manera puede realizarse la suma utilizando la siguiente identidad
n=+∞∑
n=−∞

1
n2 + a2 = π

a
coth(πa) , para a > 0 (4.68)
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y se verifica que a = βωk
2π es positivo. Sustituyendo esta relación en la ecuación (4.67)

encontramos que

∆m2 = λ

4

∫ d3k
(2π)3

1
ωk

coth
(
βωk

2

)
. (4.69)

Utilizando la identidad coth(x) = 1 + 2nB(2x) como en (4.53), con nB(x) = (ex− 1)−1

la distribución de Bose-Einstein, es posible reexpresar esta relación de una forma en

la que puede interpretarse de manera más sencilla. Al sustituir la identidad vemos que

la corrección a la masa queda de la siguiente manera

∆m2 = λ

4

∫ d3k
(2π)3

1
ωk

+ λ

2

∫ d3k
(2π)3

1
ωk

( 1
eβωk − 1

)
= ∆m2

0 + ∆m2
T . (4.70)

Se observa que la corrección a la masa consiste en dos términos. El primero, ∆m2
0, es

claramente independiente de la temperatura T y de hecho es la contribución encontrada

en el capítulo anterior (3.36). El segundo término ∆m2
T es la corrección debida a la

temperatura. Otro hecho que podemos ver es que la contribución térmica no diverge

en el ultravioleta (aunque no puede evaluarse la integral en forma cerrada); de esta

manera se conserva el comportamiento ultravioleta que tenía la teoría a T = 0. En

el caso en que la masa puede considerarse pequeña en relación al momento, puede

encontrarse una aproximación en el límite de alta temperatura

∆m2
T = λT 2

24 + O
(
m

T

)
. (4.71)

Esta contribución es análoga a la que presenta una partícula moviéndose en un medio.

En este capítulo hemos encontrado varios resultados importantes. Se ha visto que

una teoría cuántica de campos en el equilibrio termodinámico puede obtenerse a partir

de una rotación de Wick y el paso a la formulación de tiempo Euclídeo. De esta forma

encontramos que una teoría en d = D + 1 dimensiones Minkowski corresponde a una

teoría en D+ 1 dimensiones Euclídea pero con una dimensión compactificada; de esta

manera queda una teoría con D dimensiones espaciales que modela un sistema en el

equilibrio termodinámico. Al realizar la compactificación se estudiaron los efectos de
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tomar el límite de perímetro infinito o de mantenerlo finito y así se comprobó que

una teoría de campos a T 6= 0 puede verse como la consecuencia de dos factores: a) el

efecto de tamaño finito en una de sus dimensiones y b) pedir que los campos satisfagan

condiciones de borde periódicas en los extremos de la dimensión compacta.

La formulación de tiempo imaginario, o de Matsubara, no es la única para tratar

problemas a temperatura finita. Sin embargo es ideal para tratar problemas en el

equilibrio debido a que desde el inicio la dependencia temporal t de los campos se ha

suprimido para realizar la dependencia de los campos con la temperatura T . Ahora

bien hay procesos y sistemas donde es de interés preservar la dependencia temporal

y aun así contemplar también la dependencia con la temperatura; por ejemplo la

evolución de los sistemas en una transición de fase. Existe un formalismo alterno

llamado formalismo de tiempo real o de contorno cerrado que permite considerar estas

situaciones y que estudiaremos en el próximo capítulo.
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Teoría Cuántica de Campos a Temperatura
Finita - Tiempo Real

En este capítulo se abordará el estudio de una formulación alternativa a los pro-

blemas con temperatura finita. En esta formulación el tiempo es real de manera que

en principio pueden tratarse aspectos dinámicos de los sistemas estudiados. Existen

varias realizaciones del formalismo de tiempo real que dan resultados equivalentes, al

menos en el equilibrio. En este trabajo sólo se estudiará el formalismo de camino cerra-

do (o también conocido como formalismo in-in) [19,31,32]. Sin embargo mencionamos

que no es la única forma de abordar el problema. Por ejemplo existe otra formulación

conocida como dinámica de termocampos que no será tratada en este trabajo. Por la

revisión que se ha hecho, creemos que el formalismo de camino cerrado tiene mayor

alcance y además unifica los aspectos de equilibrio y no equilibrio.

5.1. Formalismo de Tiempo Real

Consideremos un sistema en un estado mixto descrito por una matriz densidad ρ̂.

Además se asume que el sistema está en contacto con otro sistema que llamamos en-

torno y no necesariamente están en el equilibrio térmico. En general la matriz densidad
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del sistema es

ρ̂(t) =
∑
n

pn |ψn(t)〉〈ψn(t)| , (5.1)

donde pn describe las probabilidades de hallar al sistema en el estado |ψn(t)〉. Por

simplicidad se ha asumido que los estados del sistema son discretos, la extensión a

estados continuos es directa. Dado que pn es una probabilidad se satisface ∑n pn = 1.

La matriz densidad satisface la ecuación de Liouville cuántica

i
∂ρ̂(t)
∂t

= [Ĥ, ρ̂(t)] . (5.2)

Para llegar a esta ecuación se consideró que pn es independiente del tiempo. Si bien

es una restricción, permite no hacer ninguna suposición sobre el entorno que rodea al

sistema bajo estudio lo cual puede entenderse como una hipótesis adiabática. De igual

forma, en el análisis de sistemas físicos fundamentales ocurre frecuentemente que los

sistemas evolucionan adiabáticamente de manera que esta hipótesis es de interés.

Los valores medios de operadores, en el marco de Schrödinger, pueden calcularse

de la forma usual

〈Â〉(t) = Tr[ρ̂(t) Â] =
∑
n

pn 〈ψn(t)| Â |ψn(t)〉 . (5.3)

Es claro que los valores medios adquieren dependencia temporal debido a que la matriz

densidad en general depende del tiempo.

Se analizará con mayor detalle la matriz densidad de forma que se pueda obtener

una expresión para la ecuacion (5.3). Si el Hamiltoniano del sistema es independiente

del tiempo, la ecuación (5.2) tiene como solución ρ̂(t) = e−iĤt ρ̂(0) e+iĤt. Además, si

[Ĥ, ρ̂(0)] = 0, la matriz densidad es constante en el tiempo y por lo tanto describe un

sistema en el equilibrio. Esto ocurre por ejemplo si los estados |ψn(t)〉 son estacionarios.

Por otra parte, usando la relación (5.3) y haciendo Â = 1 se obtiene

〈1̂〉 = Tr[ρ̂(t)] =
∑
n

pn . (5.4)
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De esta relación puede inferirse que si las probabilidades siguen una distribución de

boltzmann, la matriz densidad también será independiente del tiempo y por lo tanto

el sistema descrito está en el equilibrio. Por supuesto que esto ya lo sabemos, sólo

estamos verificando la consistencia del formalismo.

Ahora bien, en general el sistema no tiene que estar en el equilibrio y el Hamilto-

niano puede tener una dependencia explícita con el tiempo, de manera que la matriz

densidad se escribe utilizando el operador evolución

ρ̂(t) = Û(t, 0) ρ̂(0) Û(0, t) , (5.5)

donde el operador evolución satisface

i
∂Û(t, t′)

∂t
= Ĥ(t) Û(t, t′) −→ Û(t, t′) = T

(
e−i

∫ t
t′ dt

′′ Ĥ(t′′)
)
, (5.6)

con T (· · · ) el operador tiempo ordenado y donde el operador evolución satisface

Û(t, t) = 1. Además se satisfacen relaciones análogas a las (4.14-4.17)

Û−1(t2, t1) = Û †(t2, t1) = Û(t1, t2) , (5.7)

Û(t3, t2) Û(t2, t1) = Û(t3, t1) . (5.8)

El operador de evolución Û(t2, t1) es el análogo en la formulación en tiempo real al

operador Ŝ(τ2, τ1) en la formulación de tiempo imaginario.

Consideremos que el sistema evoluciona según el siguiente Hamiltoniano

Ĥ(t) =


Ĥi , para Re[t] ≤ 0 ;

Ĥ(t) , para Re[t] ≥ 0 .
(5.9)

Debido a que Ĥ(t) no depende del tiempo para Re[t] ≤ 0, se puede asumir que la

matriz densidad en este rango es independiente del tiempo y por lo tanto el sistema

está en equilibrio. De esta forma puede escribirse

ρ̂(0) = e−βĤi

Tr[e−βĤi ]
, (5.10)
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para algún Hamiltoniano Ĥi independiente del tiempo. El significado físico de (5.9-

5.10) es que para t ≤ 0 se ha preparado el sistema en un estado de equilibrio con

temperatura β y se deja evolucionar al sistema con un Hamiltoniano Ĥ(t) que puede

ser dependiente del tiempo. Es claro que si se tiene Ĥ(t) = Ĥi, el sistema evoluciona

en el equilibrio pero en general no ocurrirá esto.

Como se ha supuesto que para Re[t] ≤ 0 el sistema está en equilibrio (y el Ha-

miltoniano es independiente del tiempo) se tiene que el operador de evolución es de la

forma Û(t, t′) = e−iĤi(t−t
′) de manera que la ecuación (5.10)

ρ̂(0) = e−βĤi1

Tr[e−βĤi ]
= e−βĤi Û(T, 0) Û(0, T )

Tr[e−βĤi ]
= e−βĤi e−iĤiT e+iĤiT

Tr[e−βĤi ]

= e−i(T−iβ)Ĥi e+iĤiT

Tr[e−βĤi ]
= Û(T − iβ, T )

Tr[Û(T − iβ, T )]
, (5.11)

donde se utilizaron las propiedades (5.7,5.8) del operador de evolución. En esta expre-

sión T es un valor temporal tal que T < 0. De esta forma la matriz densidad (5.5)

queda expresada de la forma siguiente

ρ̂(t) = Û(t, 0) Û(T − iβ, T ) Û(0, t)
Tr[Û(T − iβ, T )]

. (5.12)

Recordamos que esta expresión es la matriz densidad para un sistema en equilibrio.

Una vez que se tiene la matriz densidad pueden calcularse los valores medios de los

observables. Por ejemplo, utilizando la propiedad cíclica de la traza y las propiedades

de operador de evolución, puede verse que para un operador Â se cumple

〈Â〉(t) = Tr[ρ̂(t) Â]

= Tr[Û(t, 0) Û(T − iβ, T ) Û(0, t) Â]
Tr[Û(T − iβ, T )]

= Tr[Û(T − iβ, T ) Û(T, t) Â Û(t, T )]
Tr[Û(T − iβ, T )]

. (5.13)

Es importante recordar que para T < 0 los operadores Û(T − iβ, T ) y Û(T, 0) con-

mutan.
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Finalmente, consideranto T ′ > 0 y utilizando la propiedad (5.8) se puede reescribir

la ecuación (5.13) de la siguiente forma

〈A〉(t) = Tr[Û(T − iβ, T ) Û(T, T ′) Û(T ′, T ) Û(T, t) Â Û(t, T )]
Tr[Û(T − iβ, T )]

= Tr[Û(T − iβ, T ) Û(T, T ′) Û(T ′, t) Â Û(t, T )]
Tr[Û(T − iβ, T ) Û(T, T ′) Û(T ′, T )]

. (5.14)

Observando la estructura de esta expresión puede derivarse una interpretación. El

sistema evoluciona de un tiempo negativo T hasta un tiempo t donde actúa el operador

Â. Luego el sistema evoluciona desde t hasta un tiempo T ′ para posteriormente regresar

al tiempo T y finalmente bajar por el tiempo imaginario T − iβ. Podemos observarlo

en la siguiente figura

Figura 5.1: Contorno Formalismo Tiempo Real

Se han separado los caminos de ida y vuelta C+ y C− respectivamente únicamente

para poder visualizarlos; al momento de calcular no existe tal separación y ambos

caminos están sobre el eje real. Posteriormente se considerarán los límites T → −∞ y

T ′ → +∞ .

La expresión del valor medio (5.14) sugiere un funcional generador que viene dado

por la expresión

Z[Jc] = Tr[ÛJc(T − iβ, T ) ÛJc(T, T ′) ÛJc(T ′, T )] , (5.15)
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el subíndice Jc indica que se insertan fuentes a lo largo del contorno de manera de

generar las funciones de Green usando el procedimiento usual. Sin embargo en este

caso las fuentes pueden estar tanto en el contorno C+ como en C−. Es claro que si el

Hamiltoniano no cambia en el tiempo se obtiene ÛJc(T, T ′) ÛJc(T ′, T ) = 1 trivialmente

y de esta manera se recupera el formalismo de tiempo imaginario estudiado en el capí-

tulo anterior. Ahora bien, también es posible considerar Hamiltonianos dependientes

del tiempo, en cuyo caso no se cumple la condición mencionada anteriormente y de

esta manera se puede estudiar un sistema fuera del equilibrio.

5.2. Propagadores en el Formalismo de Tiempo Real

Dada la expresión (5.15) puede darse una representación en integrales de camino

al funcional generador. Tratemos específicamente el caso del campo escalar real. El

funcional generador en este caso es

Z[Jc] =
∫
Dφ exp

[
i
∫
c
dt
∫
d3x (L+ Jc φ)

]
, (5.16)

donde hemos colocado el subindice para indicar que estamos considerando el contorno

dado por la figura (6.1). Además L = 1
2∂

µφ∂µφ − m2

2 φ
2 . El campo φ debe satisfacer

condiciones de periodicidad como ya se ha discutido φ(~x, β) = φ(~x, 0).

Al tomar derivadas respecto a Jc es posible generar las funciones de Green. Lo

nuevo es que ahora los campos viven en sectores distintos del contorno, es decir C+,

C− o C3. Tenemos como ya sabemos

Gc(t− t′) = iDc(t− t′) = 〈Tc[φ(t)φ(t′)]〉

= Θc(t− t′) 〈φ(t)φ(t′)〉 + Θc(t′ − t) 〈φ(t′)φ(t)〉

=
(1
i

)2 1
Z[Jc]

δ2Z[Jc]
δJc(t) δJc(t′)

∣∣∣∣∣
Jc=0

, (5.17)

en esta expresión sólo se coloca la dependencia temporal por simplicidad de notación

pero todas las expresiones dependen de las coordenadas espaciales como corresponde.
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La funciónDc(t−t′) corresponde al propagador y es análogo al propagador de Feynman

en el formalismo a T = 0. Los tiempos t y t′ son tiempos que pueden localizarse en

cualquier parte del contorno. En el formlismo de tiempo real de contorno cerrado todo

tiempo en el contorno de vuelta t− ∈ C− es posterior a cualquier tiempo en el camino

de ida t+ ∈ C+; es decir siempre se satisface t− > t+. Es claro que la función theta

de Heaviside Θc(t− t′) debe definirse apropiadamente sobre el contorno de la manera

siguiente

Θc(t− t′) =



Θ(t− t′) , t, t′ sobre C+ ,

Θ(t′ − t) , t, t′ sobre C− ,

0 , t sobre C+ , t′ sobre C− ,

1 , t′ sobre C+ , t sobre C− ,

(5.18)

con esta definición de la theta de Heaviside la función delta de Dirac sobre el contorno

viene dada por

δc(t− t′) = dΘc(t− t′)
dt

=



δ(t− t′) , t, t′ sobre C+ ,

−δ(t′ − t) , t, t′ sobre C− ,

0 , en cualquier otro caso .

(5.19)

No hemos considerado la posibilidad de que el tiempo esté evaluado sobre el segmento

C3. Esto se debe a que no aporta información distinta a la encontrada en el capítulo

anterior. Además, en el caso en que se toma el límite T → +∞ en (5.15) se tiene

que los contornos C± y C3 se desacoplan; es decir no están correlacionados. De

esta forma puede separarse el problema general en dos partes: a) una primera parte

correspondiente a la evolución sobre el eje real (lo cual lleva a un problema dinámico

a temperatura finita) y b) una segunda parte relacionada con la evolución sobre el

segmento imaginario (lo cual lleva el problema en equilibrio a temperatura finita).

El funcional generador (5.16) puede integrarse en la forma como se han tratado

los problemas en los capítulos anteriores y se obtiene

Z[Jc] = Z0[0] exp
[
− i2

∫
c
dt dt′

∫
d3x d3y Jc(~x, t)Dc(~x− ~y, t− t′) Jc(~y, t′)

]
, (5.20)
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donde el propagador satisface la ecuación

(∂µ∂µ +m2)Dc(~x− ~y, t− t′) = −δ3(x− y)δc(t− t′) . (5.21)

Para resolver esta ecuación conviene transformar Fourier la parte espacial. Al hacer

esto y utilizar la condición KMS de periodicidad 〈φ(t)φ(t′)〉 = 〈φ(t′)φ(t + iβ)〉 se

obtiene

Dc(t− t′, ω~k) = nB(ω~k)
2iω~k

[
Θc(t− t′)

(
eβω~ke−iω~k(t−t′) + e+iω~k(t−t′)

)
+ Θc(t′ − t)

(
e−iω~k(t−t′) + eβω~ke+iω~k(t−t′)

) ]
, (5.22)

con ω~k =
√
~k2 +m2 . La función nB(ω) = 1

eβω − 1 es la distribución de Bose-Einstein.

Notamos que el propagador (5.22) es una función par en la parte temporal. Podemos

ver también que al tomar el límite β → +∞ se recupera el propagador de Feynman a

T = 0. Finalmente si t′ se elige en el segmento C3 del contorno se cumple

ĺım
T→−∞

Dc(t− T + is) −→ 0 . (5.23)

Este es el resultado que demuestra que los segmentos C± y C3 no están correlacionados.

De esta manera la contribución del segmento C3 factoriza en la integral de camino y

puede absorberse en un factor dependiente de la temperatura pero que no incide en

los aspectos dinámicos del problema. Sin embargo es importante decir que este límite

puede realizarse siempre que la dependencia temporal sea respecto a la diferencia

t − t′. Esto ocurre en los problemas que están en el equilibrio o en problemas con

soluciones estacionarias. En problemas fuera del equilibrio, la solución no es invariante

bajo traslaciones temporales y el límite (5.23) necesita ser tratado cuidadosamente.

Hemos visto que puede omitirse el aporte del segmento C3 siempre que se trate

de problemas estacionarios. Asumiendo esto se tiene que la integración en contorno

temporal describe un camino cerrado de ida y vuelta que puede escribirse como∫
c
dt =

∫ +∞

−∞
dt+ −

∫ +∞

−∞
dt− . (5.24)

El primer término corresponde a los tiempos en C+ y el segundo término a los tiempos

en C−. De esta manera pueden calcularse los valores medios de la teoría.
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5.2.1. Estructura Matricial del Propagador

Debido a la naturaleza del contorno en el formalismo de tiempo real, el propagador

tiene una estructura más compleja que la encontrada en los capítulos anteriores. Esto

se debe a que es posible tener correlaciones entre los distintos segmentos del contorno.

De esta manera se tienen cuatro propagadores, dependiendo del contorno donde se

ubiquen los tiempos t y t′.

Para escribir explícitamente los propagadores se utilizan las expresiones (5.22) y

(5.18), obteniendo

D++(t− t′, ω~k) = 1
2iω~k

[(
Θ(t− t′) + nB(ω~k)

)
e−iω~k(t−t′)

+
(
Θ(t′ − t) + nB(ω~k)

)
eiω~k(t−t′)

]
, (5.25)

D−−(t− t′, ω~k) = 1
2iω~k

[(
Θ(t′ − t) + nB(ω~k)

)
e−iω~k(t−t′)

+
(
Θ(t− t′) + nB(ω~k)

)
eiω~k(t−t′)

]
, (5.26)

D+−(t− t′, ω~k) = 1
2iω~k

[
nB(ω~k) e

−iω~k(t−t′) +
(
1 + nB(ω~k)

)
eiω~k(t−t′)

]
, (5.27)

D−+(t− t′, ω~k) = 1
2iω~k

[(
1 + nB(ω~k)

)
e−iω~k(t−t′) + nB(ω~k) e

iω~k(t−t′)
]
, (5.28)

donde los subíndices en estas expresiones indican la pertenencia a una de las ramas del

contorno (+ de ida, - de vuelta). Por ejemplo D+−(t − t′, ω~k) es el propagador cuyos

tiempos están en t ∈ C+ y t′ ∈ C−.

Vemos que el propagador en el formalismo de tiempo real, consiste en cuatro

propagadores relacionados con la ubicación de los tiempos en el contorno.

Dc(t− t′, ω~k) =

D++(t− t′, ω~k) D+−(t− t′, ω~k)

D−+(t− t′, ω~k) D−−(t− t′, ω~k)

 . (5.29)

Este hecho sugiere la definición de campos y corrientes auxiliares que también se

distinguan por su ubicación en el contorno. De esta manera se escribe

φa =

φ+

φ−

 , Ja =

J+

J−

 , (5.30)
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donde el subíndice a = {+,−} denota la pertenencia al contorno C+ o C− .

En la ecuación (5.24) vimos que el camino de vuelta C− está caracterizado por un

signo negativo en la integración temporal (lo cual está relacionado con el ordenamien-

to anticronológico en el formalismo canónico). Esta característica puede ser incluída

fácilmente en la expresión para el funcional generador (5.20) y de esta forma dar una

expresión que utilice el arreglo matricial del propagador (5.29). Si se considera una

métrica en este espacio de caminos con la forma diagonal (+1,−1), el funcional gene-

rador (5.20) correspondiente a la acción S =
∫
d4x[L(φ+, J+)− L(φ−, J−)] se expresa

de la siguiente manera

Z[J+, J−] = Z0[0] exp
[
− i2

∫
d4x d4y Ja(x)Dab(x, y) J b(y)

]
. (5.31)

Es importante resaltar que, expresada en esta forma, la integración temporal se realiza

en la forma usual −∞ ≤ t ≤ +∞ , debido la duplicación de los grados de libertad

en el espacio de caminos con métrica diag(+1,−1). Utilizando la forma (5.31) del

funcional generador se calculan las funciones de Green de 2-puntos de la siguiente

forma

Gab(x, y) = (−i)2

Z[0]
δ2Z[J ]

δJa(x) δJ b(y)

∣∣∣∣∣
J=0

= iDab(x, y) , (5.32)

donde iDab(x, y) debe entenderse en el sentido de (5.29). La estructura de esta función

de Green es muy diferente a la del formalismo a T = 0 o a la del formalismo de tiem-

po imaginario. Notamos que G++ corresponde a una función tiempo ordenada usual

mientras que G−− corresponde a una función anti-tiempo ordenada (5.2). Aún quedan

las funciones G+− y G−+ que son completamente características de esta formulación.

Figura 5.2: a) Polos tiempo ordenado. b) Polos anti-tiempo ordenado
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Siguiendo a [19], es posible tomar la transformada de Fourier para calcular explí-

citamente los propagadores de la teoría escalar libre en el espacio de momento y que

serán útiles en el desarrollo perturbativo de una teoría con interacción. Los escribimos

directamente

D++(k) = 1
k2 −m2 + iε

− 2iπ nB(|k0|) δ(k2 −m2) , (5.33)

D−−(k) = − 1
k2 −m2 − iε

− 2iπ nB(|k0|) δ(k2 −m2) , (5.34)

D+−(k) = −2iπ
[
Θ(−k0) + nB(|k0|)

]
δ(k2 −m2) , (5.35)

D−+(k) = −2iπ
[
Θ(k0) + nB(|k0|)

]
δ(k2 −m2) . (5.36)

Recordamos que k0 = ±
√
~k2 +m2 = ±ω~k . Notamos que los propagadores D++ y D−−

están formados por el propagador a T = 0 y una parte que depende de la tempera-

tura. Además la parte que depende de la temperatura tiene la misma forma en todos

los propagadores. El término independiente de T en los propagadores corresponde al

intercambio de una partícula virtual, de la misma forma que ocurre en el formalismo

a T = 0. Por otra parte el término que depende de T en los propagadores es una

contribución on-shell; es decir que se tiene una distribución de partículas reales que

participan de los procesos de emisión y absorción en conjunto con las partículas vir-

tuales. Otro aspecto que se observa en las relaciones (5.33-5.36) es que no todos los

propagadores son independientes y se encuentra el siguiente vínculo

D++ +D−− = D+− +D−+ , (5.37)

es decir, sólo hay tres componentes independientes del propagador Dab.

Hemos visto que el término que depende de la temperatura en los propagadores

(5.33-5.36) corresponde a una contribución on-shell y de esta forma las propiedades

ultravioletas de la teoría no se ven modificadas. Aunque en este trabajo no se tocarán

aspectos relacionados con renormalización, puede decirse que los contratérminos que

aparecen a T = 0 serán suficientes para renormalizar estas teorías a T finita. Sin

embargo el sector infrarrojo sí presentará drásticas modificaciones que no serán objeto
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de estudio en este trabajo. Un argumento físico para comprender por qué el sector

ultravioleta no se ve modificado es que la contribución térmica viene dada por una

distribución que para una temperatura fija se manifiesta a alta energía como una

distribución de Boltzmann que suprime estos modos, previniendo así la modificación

del sector ultravioleta de la teoría a T = 0.

La forma en que se presentan los propagadores (5.33-5.36) sobre el contorno en

el formalismo de tiempo real, a veces no es la más apropiada. Sin embargo usando

combinaciones de estos propagadores se construyen los propagadores que aparecen

usualmente en la literatura cuando se trata de sistemas estadísticos. Estos son: pro-

pagador retardado DR, propagador avanzado DA y el propagador correlacionado DC .

Estos propagadores se escriben en términos de los anteriores de la siguiente forma

DR = D++ −D+− = D−+ −D−− , (5.38)

DA = D++ −D−+ = D+− −D−− , (5.39)

DC = D++ +D−− = D+− +D−+ . (5.40)

Como estos propagadores son una combinación de los anteriores, se puede encontrar

una transformación que permita obtenerlos directamente. Considerando las siguientes

matrices

D =

D++ D+−

D−+ D−−

 , D̂ =

 0 DA

DR DC

 , (5.41)

Q = 1√
2

1 −1

1 1

 , Q−1 = 1√
2

 1 1

−1 1

 , (5.42)

se comprueban las siguientes relaciones

D̂ = QDQ−1 , D = Q−1 D̂ Q . (5.43)

Notamos que la matriz Q es unitaria Q−1 = Q†. Además vemos que una vez que se

tienen los propagadores sobre el contorno (matriz D), se obtienen estos propagadores

realizando el cambio de base (5.42).
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A continuación, utilizando las relaciones (5.43), se escriben los propagadores en

la nueva base

DR = 1
k2 −m2 + iεk0 = 1

(k0 + iε/2)2 − ω2
~k

, (5.44)

DA = 1
k2 −m2 − iεk0 = 1

(k0 − iε/2)2 − ω2
~k

, (5.45)

DC = −2iπ
(
1 + 2nB(|k0|)

)
δ(k2 −m2) . (5.46)

Vemos que los propagadores avanzado y retardado no dependen de la temperatura;

toda la información sobre el promedio estadístico cae en el propagador correlacionado.

5.2.2. Ejemplo: Corrección al Propagador (1 loop) a T 6= 0 en
el Formalismo de Tiempo Real

En esta sección veremos cómo se modifica el propagador debido a la presencia de

un término de interacción; se trabajará con la teoría λφ4. Como ya hemos mencionado,

en el formalismo de tiempo real la acción se escribe de la forma siguiente

S =
∫
d4x [L(φ+)− L(φ−)] , (5.47)

con el Lagrangiano L(φ) = 1
2∂

µφ∂µφ − m2

2 φ
2 − λ

4!φ
4 y recordando que los subíndices

{+,−} indican que la cantidad respectiva perternece a la rama del contorno de ida o

de vuelta respectivamente.

En el capítulo 3 vimos la forma que tiene el vértice de esta teoría para el caso

T = 0. En el caso a T finita tenemos el mismo vértice para la rama de ida pero hay

una contribución para la rama de vuelta; notamos que lo único que cambia respecto

al caso de ida es el signo. De esta manera tenemos dos vértices (según la rama que se

considere)

= − iλ , (5.48)

= + iλ . (5.49)
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Cada uno de estos vértices está asociado con φ+ y φ− respectivamente. Notamos que la

constante de acople es la misma para ambos, la única diferencia es el signo. Con estos

vértices es posible calcular la corrección al propagador, que corresponde a la llamada

autoenergía.

En el capítulo 3 se calculó cómo se modifica el propagador en presencia del término

de interacción. Recordamos que, según la ecuación (3.35) el propagador modificado es

D(p) = 1
p2 −m2 − iλ

2 DF (0) + iε
. (5.50)

Vemos que este caso corresponde a nuestro propagador en el camino C+. Para conseguir

el análogo a esta expresión en el camino C−, simplemente se realizan las siguientes

transformaciones en la deducción original
1

q2 −m2 + iε
−→ − 1

q2 −m2 − iε
, λ −→ −λ , (5.51)

y de esta forma se obtiene la expresión para el propagador en la rama C− a T = 0

D(p) = − 1
p2 −m2 − iλ

2 DF (0)− iε
. (5.52)

Notamos dos características fundamentales que aparecen. La primera es el signo nega-

tivo global que aparece. La segunda es que la corrección a la masa es exactamente igual

a la que aparece en la expresión (5.50); esto se mostrará explícitamente más abajo.

Para calcular la corrección al propagador a temperatura finita en el formalismo

de tiempo real, se utiliza el método diagramático con la salvedad de que ahora es

necesario tomar en cuenta el aporte del camino de vuelta C−. Sabiendo que los procesos

físicos ocurren todos en el camino C+, veamos cómo el formalismo de tiempo real a

temperatura finita modifica los resultados encontrados en los capítulos anteriores.

Queremos calcular la corrección al propagador que ocurre al considerar ambos ca-

minos. Esta corrección se obtiene al considerar los dos vértices (5.48,5.49). En términos

diagramáticos, estamos interesados en calcular lo siguiente

= + + . (5.53)
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La expresión analítica equivalente a esta igualdad diagramática es

D
(1)
++ = D++ + D++Π++D++ + D+−Π−−D−+ . (5.54)

El primer término es el propagador de la teoría libre. El segundo término corresponde

al vértice (5.48) y se han añadido las líneas externas. El tercer término es similar al

segundo pero se utilizó el vértice (5.49); notamos como debido a los propagadores libres

D+− y D−+ podemos conectar este vértice con el proceso en el cual se está interesado.

Esta es una característica única del formalismo de tiempo real.

Consideremos en primer lugar la corrección debida a φ+ (sobre la rama de ida)

= . (5.55)

Utilizando las técnicas diagramáticas de manera análoga al desarrollo de la expresión

(3.35) , se escribe la integral para este proceso

∆m2
+ = (iλ)

2

∫ d4q

(2π)4 D++(q)

= (iλ)
2

∫ d4q

(2π)4

[
1

q2 −m2 + iε
− 2iπ nB(|q0|) δ(q2 −m2)

]
= ∆m2

0 + ∆m2
T . (5.56)

Puede distinguirse claramente la contribución debido a la temperatura en la expresión

anterior. A continuación se simplifica cada uno de los términos

∆m2
0 = (iλ)

2

∫ d4q

(2π)4
1

q2 −m2 + iε
= λ

4

∫ d3q

(2π)3
1
ω~q

, (5.57)

∆m2
T = −(iλ)

2

∫ d4q

(2π)4 2iπ nB(|q0|) δ(q2 −m2) = λ

2

∫ d3q

(2π)3
nB(ω~q)
ω~q

. (5.58)

Para obtener el término ∆m2
0 se usó el método de los residuos para evaluar integral

temporal (de la misma forma que se hizo en el capítulo 3), mientras que en el tér-

mino ∆m2
T se usó las propiedades de la delta de Dirac. Sustituyendo las expresiones
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encontradas anteriormente en la ecuación (5.56) se obtiene

∆m2
+ = ∆m2

0 + ∆m2
T

= λ

4

∫ d3q

(2π)3

[
1
ω~q

+ 2nB(ω~q)
ω~q

]

= λ

4

∫ d3q

(2π)3
1
ω~q

coth
(
βω~q

2

)
. (5.59)

Recordamos que nB(z) = 1
ez − 1 es la función de Bose-Einstein. Para llegar al último

paso se utilizó la identidad cosh(x) = 1 + 2nB(2x).

Una vez calculada la contribución debida a φ+ se debe calcular el aporte del

campo φ− o dicho de otra forma, el aporte debido al camino de vuelta en el contorno.

En forma diagramática

= . (5.60)

Escribimos la contribución a la autoenergía correspondiente a este diagrama

∆m2
− = (iλ)

2

∫ d4q

(2π)4 D−−(q)

= (iλ)
2

∫ d4q

(2π)4

[
− 1
q2 −m2 − iε

− 2iπ nB(|q0|) δ(q2 −m2)
]

(5.61)

Al observar el término independiente de T , notamos que la prescripción de Feynman

aparece con el signo opuesto al caso T = 0, lo cual quiere decir que al realizar la

integración se esquivan los polos en forma opuesta a la usual (en concordancia con el

sentido anticronológico del camino C−). De esta forma se comprueba que

(iλ)
2

∫ d4q

(2π)4

[
− 1
q2 −m2 − iε

]
= (iλ)

2

∫ d4q

(2π)4

[
1

q2 −m2 + iε

]
, (5.62)

y por lo tanto se obtiene el resultado notable

∆m2
− = ∆m2

+ . (5.63)

Es importante destacar que este resultado se obtiene debido a que en la rama de vuelta

C− los polos se evitan en la forma opuesta a la prescripción de Feynman, y de esta
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forma al evaluar los residuos el signo se cancela con el que aparece explícito en el

propagador D−− .

Utilizando estos resultados y recordando que los términos ∆m2
+ y ∆m2

− corres-

ponden a la contribución a un loop sin las líneas externas (diagramas amputados), es

decir ∆m2
+ = Π++ y ∆m2

− = −Π−− (con el signo dado por el resultado (5.52)), se

obtiene

D
(1)
++ = D++ + D++Π++D++ + D+−Π−−D−+

= D++ + ∆m2
+

[
(D++)2 − D+−D−+

]
. (5.64)

Recordamos que esta expresión está dada en el espacio de momento. Vemos que el

tercer término contiene la contribución hecha por el camino C−. Cada uno de los

términos se escribe explícitamente utilizando las expresiones (5.33-5.36). Calculando

explícitamente el primer término dentro del corchete de (5.64), se obtienen

(D++(k))2 =
[ 1
k2 −m2 + iε

− 2iπ nB(|k0|) δ(k2 −m2)
]2

= 1
(k2 −m2 + iε)2 − 2 2iπ nB(|k0|) δ(k2 −m2)

k2 −m2 + iε

+
[
2iπ nB(|k0|) δ(k2 −m2)

]2
. (5.65)

Notamos la presencia de un término con un producto de deltas de Dirac evaluadas en

el mismos punto. Estos productos son singulares y causan problemas al formalismo;

en la literatura se conocen como pinch singularities y es necesario evitarlas. Para el

segundo término el resultado es

D+−(k)D−+(k) = (−2iπ)2 [δ(k2 −m2)]2[
Θ(−k0) + nB(|k0|)

][
Θ(k0) + nB(|k0|)

]
=

[
2iπδ(k2 −m2)

]2 [
nB(|k0|) + (nB(|k0|))2

]
. (5.66)

Para obtener este resultado se utilizaron las propiedades de la theta de Heaviside

Θ(−x)Θ(x) = 0 y Θ(−x) + Θ(x) = 1. Sustituyendo (5.65,5.66) en el corchete de la
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ecuación (5.64) encontramos que

(D++)2 − D+−D−+ = 1
(k2 −m2 + iε)2

+ 4π nB(|k0|) δ(k2 −m2)
[
πδ(k2 −m2)− i

k2 −m2 + iε

]
. (5.67)

Se comprueba que se ha cancelado el término singular que aparece en (5.65) sin em-

bargo aún queda uno de estos términos debido al resultado (5.66). Una forma de darle

sentido a esta expresión es regularizando la delta de Dirac. Para esto se utiliza la

expresión

δ(x) ∼ 1
π

ε

x2 + ε2
, para ε→ 0 . (5.68)

Sustituyendo esta expresión en la ecuación (5.67) se encuentra

(D++)2 − D+−D−+ ∼ 1
(k2 −m2 + iε)2

+ 4nB(|k0|) ε

(k2 −m2)2 + ε2

[
ε

(k2 −m2)2 + ε2
− i k2 −m2 − iε

(k2 −m2)2 + ε2

]

= 1
(k2 −m2 + iε)2

+ 4nB(|k0|) ε

(k2 −m2)2 + ε2

[
−i k2 −m2

(k2 −m2)2 + ε2

]
ε→ 0= 1

(k2 −m2 + iε)2 + 2iπ nB(|k0|) δ′(k2 −m2) , (5.69)

donde hemos utilizado la derivada de la delta regularizada (5.68)

δ′ε(x) = − 1
π

2εx
(x2 + ε2)2 , con x = k2 −m2 . (5.70)

La cancelación de las singularidades en (5.69) es una característica general del forma-

lismo, al menos en el equilibrio [32]. Vemos además que tratar con campos distintos

para cada rama del contorno es necesario para evitar estas patologías y poder darle

sentido al desarrollo perturbativo.
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Equilibrio o No-equilibrio... ¡He Ahí la
Cuestión!

Es este último capítulo se tratará de ubicar a los formalismos estudiados pre-

viamente en el contexto de teorías de muchos cuerpos en el equilibrio o fuera de

él [25, 29–31]. Se tratará de realizar analogías con lo que se conoce de sistemas senci-

llos en mecánica estadística y para así comprender cuál es el lugar de las teorías de

campos estudiadas dentro de estos modelos.

6.1. Equilibrio

Lo que se quiere decir al hablar de equilibrio o no-equilibrio en sistemas estadís-

ticos, es algo que sin duda requiere ser abordado. Aunque pareciera que la comunidad

conoce plenamente las diferencias entre estos dos conceptos, existe muy poca documen-

tación precisa que permita poder adentrarse en el tema sin riesgo de sufrir confusiones.

La primera aproximación para la comprensión de un sistema en equilibrio, es la

de aislar al sistema. Esto se consigue colacando al sistema dentro de unas “paredes” de

manera que no pueda haber intercambio de ninguna cantidad con el entorno: energía,

partículas, etc. El proceso de medición crea perturbaciones en los sistemas aislados,
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estas perturbaciones se manifiestan por estados transitorios que decaerán hasta des-

aparecer. El tiempo de decaimiento de los estados transitorios depende del sistema

bajo estudio.

Los sistemas en equilibrio pueden ser caracterizados utilizando cantidades funda-

mentales que se conservan, por ejemplo la energía, el número de partículas (en sistemas

no relativistas), la cantidad de movimiento o el momento angular. Además puede ha-

ber dependencia con el volumen del sistema. Como un ejemplo recordemos que en un

gas dentro de un contenedor si damos el número de partículas N , el volumen del siste-

ma V y la energía E entonces conocemos el estado de equilibrio del sistema. Es decir

que para otro sistema parecido al anterior, si logramos configurarlo con estos mismos

valores, entonces veremos las mismas propiedades macroscópicas an ambos sistemas.

La forma más simple de decir que un sistema está en equilibrio es colocándolo

en contacto con un reservorio; este reservorio puede tener una temperatura T fija

o un potencial químico fijo. Estos son los ejemplos clásicos. Si la temperatura está

fija, entonces ocurren fluctuaciones de energía y si el potencial químico está fijo hay

fluctuaciones en el número de partículas.

6.1.1. Potenciales Termodinámicos

Dependiendo de cuál cantidad se mantenga fija y de las características del sistema,

hay un potencial apropiado.

• Si el sistema está aislado y la energía es constante, entonces conviene usar la

entropía para describir al sistema.

• Si el sistema permite el intercambio únicamente de energía, entonces la tempe-

ratura está fija y el potencial termodinámico apropiado es la energía libre de

Helmholtz.
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• Si además de energía el sistema puede intercambiar partículas, entonces están

fijas la temperatura y el potencial químico y por lo tanto el potencial termodi-

námico apropiado es el potencial de Landau (o gran potencial).

Estos potenciales permiten establecer unos principios extremales similares a minimizar

la energía interna la única diferencia es que los potenciales tienen incluídos los vínculos

a los cuales está sometido el sistema.

6.1.2. Analogía con una Teoría de Campos

Recordamos que una teoría de campos viene definida o por el funcional generador

o por el funcional generador de las funciones de Green conectadas. Este formalismo es

completamente análogo a la función de partición y la energía libre de Helmholtz en

mecánica estadística; en esto el formalismo de la integral de caminos sirve de principio

guía.

A T = 0 una teoría de campos se centra en estudiar procesos relacionados con el

estado de vacío. Por otra parte, a T 6= 0 en el equilibrio, se tiene una distribución sobre

estados excitados térmicamente y se busca establecer valores medios de cantidades

observables que se expresa mediante la matriz densidad

ρ̂ = e−βĤ

Z0
, Z0 = Tr e−βĤ , (6.1)

que recordamos es completamente análoga a la distribución de Boltzmann.

6.1.3. Equilibrio en el Formalismo de Tiempo Imaginario Vs.
Equilibrio en el Formalismo de Tiempo Real

Se estudió en los capítulos anteriores que en el formalismo de tiempo imaginario,

la integral de caminos se realiza en un contorno que recorre el eje imaginario desde

un tiempo t hasta t − iβ y asigna condiciones de borde apropiadas sobre los campos
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(periódicas en el caso de Bosones, anti-periódicas en el caso de Fermiones). En este

formalismo no aparece el tiempo, de manera que no puede estudiar procesos donde

hay evolución de las cantidades involucradas. Si se desea obtener el resultado final en

términos del tiempo, es necesario realizar una continuación analítica de la expresión

final, lo cual puede ser complicado la mayor parte de las veces.

El caso del formalismos de tiempo real, también llamado de Schwinger-Keldysh,

se obtienen los propagadores usando la condición de Kubo-Martin-Schwinger lo cual

permite tener una teoría en el equilibrio; esto quiere decir, fundamentalmente, que

se posee una distribución independiente del tiempo para los estados térmicos de las

partículas: una distribución de Bose-Eintein o una distribución de Fermi-Dirac.

Una consecuencia fundamental del formalismo en el equilibrio es que las funciones

de Green (funciones de correlación) poseen invariancia bajo traslaciones temporales.

De esta manera puede colocarse la matriz densidad del estado inicial en cualquier

instante ti, en particular ti → −∞.

Figura 6.1: Contorno Formalismo Tiempo Real

Al hacer esto se consigue factorizar (descorrelacionar) el segmento C3 de los segmentos

C±. Es decir los valores de los campos sobre C± no se ven afectados por C3.
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6.2. No-equilibrio

La idea de sistemas fuera del equilibrio involucra aspectos dinámicos en la des-

cripción de los procesos. El problema fundamental de una teoría fuera del equilibrio

es el de encontrar la evolución temporal de los valores de expectación (promedios)

calculados; para una teoría en el equilibrio, estos valores de expectación no dependen

del tiempo. Las teorías fuera del equilibrio involucran una gran cantidad de fenómenos

y configuraciones y aún se está trabajando para lograr un formalismo unificado que

permita analizar la gran variedad de fenómenos que están bajo la etiqueta de física

fuera del equilibrio o del no-equilibrio.

Históricamente, la mecánica estadística del no equilibrio se construyó sobre las

ideas de Boltzmann donde hay N partículas esféricas en una caja cerrada aislada, que

evolucionan en el tiempo de acuerdo a las leyes de Newton. A partir de esta diná-

mica se produce el comportamiento irreversible de los que podemos extraer todas las

propiedades dinámicas del sistema: viscosidades, conductividades térmicas, velocidad

del sonido, etc. Existe, sin embargo, otra forma de ver el problema y corresponde a la

visión de Langevin, donde el sistema de interés es insertado en un baño de otras partí-

culas. A la mirada del físico ortodoxo el enfoque de Boltzmann luce más fundamental.

Sin embargo, el atractivo que posee el paradigma de Boltzmann se topa con problemas

que aún hoy no están resueltos, ya que conduce a las difíciles cuestiones planteadas por

la teoría ergódica y la posibilidad de que sistemas aislados fuera del equilibrio puedan

ir hasta el equilibrio. El paradigma de Langevin es aparentemente menos universal.

Sin embargo en la descripción estocástica de Langevin existen parámetros que están

relacionados a las fluctuaciones de equilibrio. Para determinar estos parámetros se de-

be desarrollar una teoría microscópica que incluya los grados de libertad del fluido de

fondo.

99



Capítulo 6: Equilibrio o No-equilibrio... ¡He Ahí la Cuestión!

6.2.1. No-equilibrio en las Teorías de Campo

No podemos dar una visión completa de este problema en este trabajo; tan sólo

dar unas pocas indicaciones que sirvan de guía.

Para incluir en una teoría de campos aspectos de procesos fuera del equilibrio,

conviene utilizar el formalismo de tiempo real. Esta afirmación resulta casi obvia dado

que el formalismo de tiempo imaginario excluye, por construcción, cualquier aspecto

dinámico del problema a tratar. Es necesario además especificar el estado inicial del

sistema; esto se realiza dando la matriz densidad del sistema en el tiempo inicial t0. Sin

embargo, para que sea un problema fuera del equilibrio, la matriz densidad inicial debe

ser distinta a la dada por la distribución de Boltzmann (6.1); si así fuera tendríamos

el formalismo tratado en el capítulo 5. Como la matriz densidad del estado fuera del

equilibrio no corresponde a la distribución de Boltzmann, se tiene que no hay noción

de temperatura ni de ningún otro parámetro de los que se habla cuando se estudian

sistemas en el equilibrio.

Los tipos de problemas que típicamente se encuentra en la literatura son

• Un campo acoplado con un baño térmico. Este baño térmico es descrito por una

teoría de campos en el equilibrio. Se estudian los aspectos dinámicos del proceso

de termalización.

• Un sistema aislado que consta de un campo descrito inicialmente por una matriz

densidad fuera del equilibrio (es decir diferente a la distribución de Boltzmann).

Nuevamente el interés es estudiar la evolución del campo bajo estas condiciones

en la ruta hacia el equilibrio.

A continuación mencionaremos dos de las técnicas más importantes para tratar pro-

blemas fuera del equilibrio.
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6.2.2. Acción Efectiva 2PI

Existen técnicas creadas (o adaptadas) para estudiar los sistemas fuera del equi-

librio. Son importantes aquellas basadas en acciones efectivas; en particular la técnica

de acciones efectivas n partículas irreducibles nPI. En las teorías de campo estándar se

utiliza el formalismo 1PI; la técnica nPI generaliza este procedimiento. En particular

ha sido útil la técnica 2PI [33] que modifica la transformada de Legendre que sirve para

definir la teoría efectiva. Recordemos que en el formalismo 1PI se define el funcional

de la acción efectiva como

Γ[φc] = W [J ]−
∫
d4x J(x)φc(x) , (6.2)

donde W [J ] es el funcional generador de las funciones de Green conectadas y φc(x) se

conoce como el campo clásico y se define δW [J ]
δJ(x) = φc(x). Utilizando el funcional de la

acción efectiva es posible demostrar que para una teoría con interacción se tiene

Γ(2)|φc = δ2Γ[φc]
δφc(x1) δφc(x2)

∣∣∣∣∣
φc

= Γ(2)
0 + Σ = D−1

F + Σ . (6.3)

La cantidad Γ(2) es la segunda derivada del funcional de la acción efectiva de la teoría

con interacción mientras que Γ(2)
0 es la segunda derivada del funcional de la acción

efectiva de la teoría libre y Σ representa las correcciones cuánticas. La ventaja fun-

damental de Γ(2) es que es la inversa del propagador de la teoría con interacción a

cualquier orden en teoría de perturbación. De esta manera se satisface formalmente

D(D−1
F + Σ) = 1 −→ D = 1

D−1
F + Σ

= 1
D−1
F

+ 1
D−1
F

Σ 1
D−1
F

+ 1
D−1
F

Σ 1
D−1
F

Σ 1
D−1
F

+ · · · . (6.4)

Esta ecuación no es más que la expresión formal de la relación (3.35). Por otra parte,

en el formalismo 2PI se añade una fuente bilocal R(x, y) al funcional generador

Z[J,R] = N
∫
Dφ exp

{
i
[
S[φ] +

∫
d4x J(x)φ(x) + 1

2

∫
d4x d4y φ(x)R(x, y)φ(y)

]}
,

(6.5)

101



Capítulo 6: Equilibrio o No-equilibrio... ¡He Ahí la Cuestión!

y se calcula la acción efectiva 2PI

Γ[φc, D] = W [J ]−
∫
d4x J(x)φc(x)− 1

2

∫
d4x d4y R(x, y)[iD(x, y) + φc(x)φc(y)] .

(6.6)

Utilizando esta acción efectiva se puede calcular el propagador para la teoría con

interacción y en conjunto con el formalismo de tiempo real (con su contorno C±),

permite una formulación de problemas fuera del equilibrio.

6.2.3. Método de la Rotación de Keldysh

Como ya se ha mencionado antes, no es posible usar los métodos estándar de la

matriz S para estudiar procesos fuera del equilibrio debido a que no se conoce cuál

será el estado de salida del sistema y por esto resulta imposible calcular una amplitud

de transición. Por esto es que se consideran valores de expectación de operadores lo

cual lleva naturalmente a plantear la idea del contorno cerrado. La evaluación de los

campos en cada rama del contorno produce naturalmente una duplicación de los grados

de libertad que pueden ser asociados con el sistema de interés y el entorno en el cual

está inmerso [34].

Consideremos una teoría escalar λφ4 de un campo φ y otro campo que modela

al medio (baño térmico o background) y que denotaremos χ. Para lograr una teoría

de perturbaciones que se comporte bien, es necesario que haya una separación de

escalas temporales, lo cual puede conseguirse si el acoplamiento entre los campos es

suficientemente débil. Esto se traduce en que los tiempos característicos de los procesos

son mucho más pequeños que las masas efectivas de las partículas (medidas en unidades

convenientes) y el sistema puede tratarse como un gas ideal.

Recordemos que el campo φ toma valores según la rama del contorno en la que

está. Utilizando la matriz de transformación Q (5.42) que se usó para definir los pro-

pagadores físicos, es posible introducir unos campos y corrientes nuevas φa y Ja, con
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a = {cl, q}, de la siguiente maneraφq
φcl

 = 1√
2

1 −1

1 1


φ+

φ−

 ,

Jq
Jcl

 = 1√
2

1 −1

1 1


J+

J−

 , (6.7)

donde el subíndice indica (convencionalmente) un campo “clásico” φcl y otro “cuántico”

φq. Haciéndo estas transformaciones y simplificando se encuentra que el funcional

generador para una teoría sin background puede escribirse así

Z[Jcl, Jq, ρ(0)] = F
[
δ

δJcl
,
δ

δJq

] ∫
DφclDφq exp(iJqφcl)

exp
{
i

[
−φcl(∂µ∂µ −m2)− λ

3!φ
3
cl + Jcl

]
φq

}
. (6.8)

Puede notarse que la integración en φq puede hacerse para este funcional. Esta in-

tegración produce la delta δ[−φcl(∂µ∂µ − m2) − λ
3!φ

3
cl + Jcl] lo cual forza la ecuación

clásica de movimiento para φcl. Por esto se le da el nombre de campo clásico.

Este funcional transformado produce un propagador distinto que describe procesos

φcl −→ φq y φq −→ φcl. Además se observa que hay un vértice de 4 líneas φ3
clφq: tres

de ellas con φcl y una con φq. Este nuevo vértice se conoce en la literatura como vértice

estadístico clásico. Si se acopla el sistema a un campo que sirva de background, se sigue

el mismo procedimiento y se obtienen vértices efectivos.

Este método fue desarrollado para estudiar procesos de termalización de sistemas

que están lejos del equilibrio y acoplados con un background. Por lo discutido se ve que

deja por fuera información del campo φq; esta información fue dejada en las aproxima-

ciones necesarias para llegar a (6.8) y pueden ser necesarias para obtener resultados

donde las fluctuaciones sean importantes.
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Conclusiones

En este trabajo hemos realizado una presentación sucinta a la integral de caminos

como formalismo unificador en las teorías de campos tanto a temperatura cero (T =

0) como a temperatura finita (T 6= 0). Aunque los análisis realizados corresponden

principalmente a procesos en el equilibrio, se mostró algunas alternativas a fin de

extender el formalismo en caso de querer estudiar procesos fuera del equilibrio.

En el capítulo 1, luego de hacer un breve repaso de mecánica cuántica en el

formalismo canónico, se realizó una construcción de la integral de caminos. Se mostró

que ésta no es más que la amplitud de transición para procesos de un estado inicial a

otro final. De esta interpretación simple, pueden calcularse las cantidades de una teoría.

Posteriormente se vio que la imagen que da la representación de integrales de caminos

es que las fluctuaciones cuánticas del sistema corresponden a caminos distintos a aquel

que extremiza la acción; el límite clásico corresponde a la solución de las ecuaciones

de Euler-Lagrange.

A continuación se definió el funcional generador de las funciones de Green Z[J ]

y se vió que derivando funcionalmente n veces esta cantidad se obtienen las funciones

de Green de n-puntos; estas funciones de Green se conocen también como funciones

de correlación cuando se mira el formalismo como una teoría estadística de muchos

cuerpos. El funcional generador pone de relieve que la integral de Feynman pesa (en el

sentido estadístico) todos los caminos posibles usando como análogo de la distribución
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la exponencial de la acción clásica. Este resultado es notable. Cuando los estados inicial

y final se hacen tender a tiempos remotos (ti → −∞ y tf → +∞) se observa que la

amplitud de trancisión que define a la integral de caminos corresponde a transiciones

vacío-vacío. Este resutado es importante, ya que es la forma en la que se entiende la

teoría cuántica de campos en en su formulación estándar: es una teoría cuyos procesos

inician y terminan en el estado de vacío del sistema. Existe otro funcional, que es

el de las funciones de Green conectadas W [J ]. Las funciones de Green conectadas

concentran la información relevante a cierto orden en cada proceso estudiado y la

técnica diagramática descansa en la expansión de W [J ]. La relación que existe entre

los funcionales Z[J ] y W [J ] es análoga a la que existe entre la función de partición y

la energía libre de Helmholtz en sistema estadístico.

En el capítulo 2 se estudió el oscilador armónico debido a que es uno de los

ejemplos más importantes de toda la física. En primer lugar se hizo una revisión

del oscilador armónico utilizando el formalismo canónico con operadores de creación

y destrucción. Luego se construyó el funcional Z[J ] para el oscilador armónico y se

simplificó su forma; los cálculos se realizaron con detalle porque el tipo de manipulación

encontrada en este capítulo servirá de ejemplo para lo que se hará posteriormente en

las teorías de campos. Seguidamente se extrajo el funcional W [J ] de la expresión

obtenida para Z[J ] (si la simplificación se pudo realizar, este paso es trivial) y de aquí

se obtuvo el propagador de Feynman que es la cantidad con la cual se hace teoría

de perturbaciones. Esta forma de llegar al propagador sirve de modelo para todas las

teorías que se estudiaron en los capítulos siguientes.

A manera de ejemplo se consideró el oscilador Fermiónico. Se repasó su formu-

lación en el formalismo canónico y se construyó un Lagrangiano que permitiera el

estudio de este sistema en el marco de la integral funcional. Utilizando estos resul-

tados se construyó el funcional Z[J ] para este sistema; se definió para este fin las

convenciones necesarias para poder tratar con variables que anti-conmutan (Grass-

mann). Al reescribir el Lagrangiano convenientemente se observa que puede ponerse

105



Conclusiones

en una forma análoga al Lagrangiano de Dirac para un electrón. Escrito de esta forma

se realizó la integral funcional e inmediatamente se extrajo el funcional W [J ] y el pro-

pagador. Finalmente se concluye con una formulación supersimétrica para el oscilador

armónico simple mostrando que usando el mapa de Nicolai permite escribir la teoría

supersimétrica en una teoría Bosónica libre.

Luego de que en los dos primeros capítulos se estudiaran sistemas discretos, en el

capítulo 3 se estudió la formulación de la integral de caminos para sistemas continuos,

es decir campos. Haciendo uso de lo aprendido en los capítulos anteriores se procede

a definir la integral funcional para campos e ilustrar su uso en la teoría de un campo

escalar real. Se mostró con suficiente detalle los pasos necesarios para calcular los fun-

cionales Z[J ] y W [J ] y así obtener el propagador de Feynman de la teoría. Utilizando

estos resultados se abordó el desarrollo perturbativo de las teorías y se mostró cómo

obtener las distintas funciones de Green a cualquier orden deseado haciendo uso del

teorema de Wick. Esto mismo se repitió al considerar la teoría λφ4, donde se estudió

con detalle el proceso de expansión de la teoría en términos de la constante de acople

λ. Seguidamente se consideramos la interpretación en Diagramas de Feynman para

cada término del desarrollo perturbativo para el propagador y la función de Green de

4-puntos cualminando en la extracción de las reglas de Feynman que permiten escribir

cualquier término de la expansión a partir del diagrama del proceso. Finalmente se

mostró que el hecho de considerar que la integración temporal se realiza en el intervalo

(−∞,+∞) está relacionado con los procesos de transición vacío-vacío (ya visto en el

capítulo 1) y por lo tanto esta formulación de la teoría cuántica de campos corresponde

a tener el sistema a temperatura cero (T = 0).

A partir del capítulo 4 empezamos a estudiar sistemas a temperatura finita. En

este capítulo vimos el formalismo de tiempo imginario (o de Matsubara). Se comenzó

definiendo la matriz densidad y estudiando en el formalismo canónico la manera de

realizar promediós de operadores sobre el ensamble. Se demostró además la condición

de Kubo-Martin-Schwinger la cual permite relacionar promedios de operadores reali-
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zando una traslación temporal. Pudo verse que en el formalismo canónico es posible

interpretar a la matriz densidad como un operador de evolución parametrizado por

un tiempo que recorre el eje imaginario en un intervalo finito; esto puede lograrse

mediante una rotación de Wick. De esta forma los formalismos a temperatura cero en

mecánica cuántica y a temperatura finita se unifican. A continuación se mostró que a

consecuencia de esta evolución en un tiempo imaginario finito, el espacio recíproco es

discreto y aparecen las conocidas frecuencias de Matsubara. Se pudo demostrar que

para calcular valores de expectación de operadores es necesario fijar condiciones de

borde periódicas; esto se debe a que los valores de expectación están relacionados con

cálculos de trazas. Como consecuencia de esto se obtiene que operadores que conmu-

tan (Bosonicos) tienen frecuencias de Matsubara pares mientras que operadores que

anti-conmutan (Fermiónicos) tienen frecuencias de Matsubara impares.

Seguidamente se encontró la representación en términos de la integral funcional

para el formalismo de tiempo imaginario usando la rotación de Wick. De esta forma las

dependencias temporales desaparecen y la “evolución” ocurre parametrizada por una

cantidad que tiene unidades inversas a la temperatura. El mecanismo dela rotación

induce un cambio en la integral funcional. A las teorías tratadas de esta forma se

les llama teorías de campo Eucídeas debido a la manera en como cambia la métrica

de Minkowski. Un resultado importante que se encontró es que al tomar el límite

β → +∞ se tiene que la temperatura va a cero, T → 0; por otra parte, del cambio

t = −iτ se ve que la integración temporal recorre necesariamente un intervalo infinito.

De esta manera se ve que los efectos térmicos en el formalismo de tiempo imaginario

aparecen como un efecto de tamaño finito en el contorno temporal. Este resultado nos

ha resultado esclarecedor.

Finalmente se calculó el funcional Z[J ] y el propagador para la teoría del campo

escalar real λφ4, extrayendo las reglas de Feynman que sirven para hacer teoría de

perturbaciones como ya hemos mencionado y calcular la corrección al propagador a

1-loop. Vimos que la corrección a la masa de las partículas descritas por el campo
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recibe correcciones térmicas que pueden distinguirse claramente en la expresión final.

Además el comportamiento ultravioleta de la teoría no se ve modificado debido a que

los modos de alta energía son suprimidos por la distribución térmica.

En el capítulo 5 se estudió una segunda manera de incluir temperatura en sis-

temas continuos: el formalismo de tiempo real (o de Schwinger-Keldysh). En este for-

malismo no se realiza el procedimiento de rotación de Wick y por lo tanto se mantiene

la dependencia temporal de la teoría. Esto permite poder estudiar la evolución de los

sistemas en los problemas y de esta forma este formalismo constituye un candidato a

poder describir procesos fuera del equilibrio. Se discutió en primer lugar la forma de

escribir los promedios de operadores para así motivar la construcción de un contorno

de integración en el tiempo. Este contorno es necesariamente uno que tiene una rama

de ida y otra de vuelta; esto debe ser así para poder calcular trazas que representen

a los valores medios. Se pudo comprobar de esta forma que si se parte de un Hamil-

toniano independiente del tiempo, la matriz densidad también es independiente del

tiempo y por lo tanto el planteamiento del contorno en el formalismo de tiempo real

termina siendo equivalente al formalismo de tiempo imaginario revisado en el capítulo

anterior.

La necesidad de un contorno de ida vuelta hace que los propagadores de la teoría

tengan una estructura más complicada. Es posible no sólo correlacionar puntos en la

rama de ida (como en el formalismo in-out a T = 0) sino que se puede correlacionar

en la rama de vuelta o también tener correlaciones que mezclan puntos de ambas

ramas. Los propagadores serán un conjunto de funciones que dependerá de la rama

del contorno en la cual caigan los puntos. Un hecho importante que se mencionó es

que si el sistema a estudiar esta en el equilibrio, y por lo tanto el sistema no tiene

un origen en el tiempo determinado, la rama imaginaria del contorno se desacopla del

resto y no interviene en los cálculos.

Finalmente se indicaron unas transformaciones que relacionan a los propagadores
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encontrados con los propagadores que aparecen normalmente en la literatura: retar-

dado, avanzado y aparece uno nuevo conocido como propagador correlacionado o de

Keldysh. Con estos propagadores se estudió el problema de la corrección de la masa

de la teoría escalar λφ4 a 1-loop mostrando el uso de este contorno en un ejemplo

concreto. La aparicióen de la rama de vuelta hace presente un nuevo vértice que tiene

contribuciones en los cálculos y de hecho permite la cancelación de singularidades en

la teoría a todos los órdenes en teoría de perturbaciones. El resultado correspondiente

a la corrección de la masa coincide con el encontrado en el capítulo anterior.

El capítulo 6 trata de hacer una breve revisión de los conceptos de equilibrio

y no-equilibrio en las teorías estadísticas. Esto nos sirve de conclusión y a la vez

plantea preguntas que pueden abordarse en trabajos siguientes. Se empezó mencio-

nando la necesidad de una pocas variables emergentes, macroscópicas que describen el

comportamiento global del sistema en el equilibrio. Además recordamos el uso de los

potenciales termodinámicos como conceptos que permiten caracterizar el equilibrio de

sistemas bajo ciertas restricciones. Esto es importante porque en la teoría de campos,

el formalismo de la integral funcional permite hacer una analogía con la mecánica

estadística de sistemas discretos

Z =
∑
s

exp
(
− 1
T
Es

)
, Z =

∫
Dφ exp(iS[φ]) .

De hecho, el proceso de rotación de Wick hace un mapeo de una teoría Lorentz enD+1

dimensiones espacio-temporales a una teoría Euclídea en D+1 dimensiones espaciales

como ya se mencionó; si además al obtener la teoría Euclídea se compactifica una de

las dimensiones se tiene una teoría con temperatura finita. Al igual que hay analogías

con la función de partición, el formalismo de la integral de caminos permite también

definir una cantidad análoga a la energía libre para campos.

En el equilibrio los sistemas vienen descritos por una matriz densidad que es

independiente del tiempo. Esto produce teorías cuyos propagadores (esencialmente

correlaciones entre dos puntos) dependen de la diferencia entre los puntos involucra-
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dos D(x − y). Esta característica es compartida por los sistemas estacionarios; estos

sistemas están fuera del equilibrio pero aun así tienen esta invariancia traslacional.

La dinámica del no-equilibrio es en general bastante complicada de describir.

Existen dificultades operacionales debido a que el formalismo de los procesos fuera del

equilibrio no está completo aun. También existen dificultades matemáticas reflejadas

en el caracter no lineal de los problemas tratados, lo que se traduce en que las escalas

características de los procesos están solapadas y no resulta simple poder aislar los pro-

cesos de interés. Aunque hay sistemas particulares donde es posible una descripción

simple, es necesario trabajar en la construcción de modelos que permitan entender los

mecanismos de los procesos fuera del equilibrio. Ejemplos de estos modelos son el caso

de un entorno que se encuentra en un estado cercano al equilibrio (térmico) y que úni-

camente se ve perturbado débilmente por el sistema que nos interesa. Los problemas

se simplifican considerablemente cuando existe una clara separación de las escalas de

tiempo entre el sistema y el entorno, por ejemplo si el sistema evoluciona lentamente

en comparación con el tiempo de respuesta típico del entorno a las perturbaciones lo-

cales. En estos casos es posible considerar el ambiente en un estado de equilibrio local,

descrito por un conjunto de variables macroscópicas (como su temperatura), y utili-

zarlo para calcular su efecto sobre la dinámica del sistema. Esto conduce en promedio

a la disipación de la energía del sistema en el entorno, lo que perturba adiabática-

mente a este último para que vuelva rápidamente a un (nuevo) estado de equilibrio.

Además, las fluctuaciones aleatorias en el entorno térmico también conducirán a fluc-

tuaciones aleatorias en el sistema, cuya amplitud está intrínsecamente relacionada con

la fuerza de los efectos disipativos. Esto se conoce genéricamente como el teorema

de fluctuación-disipación, que toma una forma simple en las condiciones adiabáticas

y de cuasi-equilibrio dadas anteriormente, pero que también se puede extenderse a

escenarios de no-equilibrio más generales.

En la discusión de los sistemas fuera del equilibrio se mencionaron dos enfoques;

ambos utilizan el formalismo de tiempo real como fundamento. En el formalismo de
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la acción efectiva 2PI, se construye una nueva acción efectiva y de allí unas nuevas

ecuaciones de movimiento que contienen información relevante para tratar problemas

fuera del equilibrio. En el formalismo de la rotación de Keldysh se tiene un baño

térmico acoplado con el sistema de interés. Si el acople entre estos sistemas es suficien-

temente débil puede generarse una teoría efectiva que permita estudiar la evolución

del sistema bajo la influencia del baño térmico y su eventual termalización. Cabe pre-

guntarse si ambos sistemas pueden unificarse ya que parecieran que abordan aspectos

complementarios del problema; esto es algo que pudiera ser sometido a estudio en una

investigación futura.

Como recomendación para un estudio futuro, y de cara a tratar de entender los

fenómenos del no-equilibrio parece necesario hacer una revisión de la teoría de proce-

sos estocásticos. Decimos esto porque los fenómenos del equilibrio están caracterizados

por distribuciones estadísticamente estables mientras que los sistemas fuera del equili-

brio están caracterizados por distribuciones que evolucionan o bien hacia la estabilidad

(termalización) o simplemente permanecen cambiando. La teoría de los procesos es-

tocásticos ha hecho muchos avances que podrían aprovecharse en el estudio de los

sistemas continuos. Hacer esto, en conjunto con la revisión de los intentos realizados

hasta ahora de abordar fenómenos fuera del equilibrio (como los mencionados en el

párrafo anterior) puede arrojar resultados favorables en la comprensión y extensión de

las ideas y herramientas en el estudio de sistemas en el no-equilibrio.
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Apéndice A
Integrales Gaussianas

Para evaluar las integrales de camino resulta útil disponer de ciertas identidades

que facilitan la obtención de los resultados. Algunas de estas identidades corresponden

a la llamada integración Gaussiana.

La identidad básica es
∫ +∞

−∞
dx e−

1
2x

2 =
√

2π . (A.1)

A partir de esta identidad se encuentran variantes que resultan de suma utilidad.

La Gaussiana escalada
∫ +∞

−∞
dx e−

1
2ax

2 =
(2π
a

) 1
2
. (A.2)

Pensada como variable aleatoria, es posible calcular los momentos. Claramente, sólo

son no nulos los momentos pares
∫ +∞

−∞
dx e−

1
2ax

2
x2n =

(2π
a

) 1
2 1
an

(2n− 1)!! , para n ≥ 1 , (A.3)

con (2n− 1)!! = (2n− 1)(2n− 3) · · · 5 · 3 · 1.
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Resulta conveniente acoplar la variable aleatoria x con una “corriente” J . Al hacer

esto se obtienen las siguientes variantes de la integral Gaussiana
∫ +∞

−∞
dx e−

1
2ax

2+Jx =
(2π
a

) 1
2
eJ

2/2a , (A.4)
∫ +∞

−∞
dx e−

1
2ax

2+iJx =
(2π
a

) 1
2
e−J

2/2a , (A.5)
∫ +∞

−∞
dx e

1
2 iax

2+iJx =
(2πi
a

) 1
2
e−iJ

2/2a . (A.6)

La generalización a N dimensiones es

∫ +∞

−∞
dx1dx2 · · · dxN e−

1
2x·A·x+J ·x =

(
(2π)N
det[A]

) 1
2

e
1
2J ·A

−1·J , (A.7)

∫ +∞

−∞
dx1dx2 · · · dxN e

i
2x·A·x+iJ ·x =

(
(2πi)N
det[A]

) 1
2

e−
i
2J ·A

−1·J . (A.8)

Estas identidades se demuestran fácilmente pasando a una base donde el operador A

sea diagonal.

A continuación se muestra la identidad fundamental de la teoría cuántica de

campos en el régimen perturbativo
∫
Dφ e−

1
2φ·K·φ−V (φ)+J ·φ = e−V (δ/δJ) e

1
2J ·K

−1·J (A.9)

Usualmente la cantidad −1
2φ ·K · φ− V (φ) + J · φ es una representación de la acción

extendida que describe la teoría (es la acción extendida debido a la presencia de la

corriente). En el resultado anterior (y los que siguen) se han omitido factores que

no aportan a los resultados finales en los cálculos en teoría cuántica de campos. La

cantidad V (φ) es el potencial que describe las interacciones y contiene los términos de

orden mayor al segundo en el Lagrangiano del sistema.
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Algunas variantes a la identidad fundamental son
∫
Dφ e−

1
2φ·K·φ+J ·φ = e

1
2J ·K

−1·J , (A.10)∫
Dφ e

i
2φ·K·φ+iJ ·φ = e−

i
2J ·K

−1·J , (A.11)∫
Dφ ei

∫
ddx[ 1

2φ(x)Kφ(x)+J(x)φ(x)] = ei
∫
ddx[− 1

2J(x)K−1J(x)] , (A.12)∫
Dφ e−

∫
ddx[ 1

2φ(x)Kφ(x)+J(x)φ(x)] = e
∫
ddx[ 1

2J(x)K−1J(x)] . (A.13)

Finalmente para K Hermítico con φ un campo complejo, se tiene
∫
Dφ†Dφ e−φ†·K·φ+J†·φ+φ†·J = eJ

†·K−1·J . (A.14)

Como ya se ha mencionado se han omitido los factores; salvo casos especiales, como

al tratar con invariancias, este procedimiento es perfectamente válido.
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