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En el presente trabajo especial de grado, se hizo una recopilacion de
informacidn sobre los algoritmos de solucion del sistema de ecuaciones generado en
la formulacién del Método de los Elementos Finitos en problemas de elasticidad
lineal. En la resolucion de los sistemas dispersos de ecuaciones lineales, se analizaron
los métodos directos de solucion y los métodos iterativos de solucion. Se investigaron
distintos métodos de solucion y se implementd el mas eficiente, basdndose en las
referencias. EI método iterativo de solucion que se utilizo fue el Método del
Gradiente Conjugado. Para optimizar el sistema de resolucion se utilizé el
precondicionador de Elemento a Elemento. Se recopilé informacion acerca de los
pseudocddigos de estos dos métodos. Este método de resolucion optimizado en
pseudocddigo, se tradujo a lenguaje de programacion C y se implementé en un
programa existente de elementos finitos. Luego se procedi6 a hacer una comparacion
entre el programa resultante (MefetGC) y programas comerciales de elementos
finitos. Resultando en la validacion del programa MefetGC. Se observo que el
programa MefetGC obtuvo un menor margen de error que los programas comerciales.
Se concluyd que el método iterativo optimizado utilizado tiene un mejor rendimiento

que los sistemas de solucién antiguos.
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Introduccién

Introduccion

Dentro del campo de la Ingenieria Mecénica, un area de gran importancia es
el disefio de piezas 0 componentes mecanicos, elementos capaces de soportar de
manera confiable los esfuerzos que se generan en ellos al ser sometidos a
condiciones de funcionamiento. Durante mucho tiempo, la evaluacion de esos
disefios se ha realizado mediante técnicas experimentales, lo cual resulta ser de
un costo sumamente elevado, ademas de una gran inversion en infraestructura

(laboratorios, equipo de ensayo).

En el disefio de componentes mecénicos intervienen diferentes factores que afectan
la distribucion de esfuerzos en los mismos, como son: la forma, condiciones de
apoyo, caracteristicas de los materiales involucrados, cargas aplicadas. La
conjuncién de estos factores hace que el proceso de analisis sea complejo,
exigiendo métodos sofisticados, capaces de simular diferentes condiciones de

trabajo.

En la actualidad existen métodos computacionales de analisis que cumplen estos
requisitos. Basados en técnicas matematicas aproximadas, estos métodos permiten
simular con grado variable de aproximacion el comportamiento de piezas mecénicas
bajo condiciones de trabajo. El uso de estos métodos se basa en el computador
digital, el cual permite lograr resultados Gtiles en poco tiempo a bajo costo, siendo
posible determinar los efectos de diferentes condiciones de cargas, geometrias y
materiales. Fundamentalmente, los métodos utilizados son: EI Método de los

Elementos Finitos y EI Método de los Elementos de Contorno.

Escuela de Ingenieria Mecanica 1
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Introduccién

Recientemente, la evolucion de los computadores personales pone al alcance del
usuario, equipos de altas prestaciones a un costo relativamente bajo, lo que nos

permite la simulacion y analisis de problemas grandes.

En la Escuela de Ingenieria Mecanica (EIM) se han venido desarrollando un grupo de
programas basados en el método de los elementos finitos con la finalidad de tener una
plataforma computacional para la solucion de algunos tipos de problemas de la fisica
matematica (analisis de esfuerzos, transferencia de calor). Estos problemas se
presentan al simular el comportamiento de piezas o componentes como parte del

proceso de disefio de los mismos.

El objetivo fundamental del presente trabajo consiste en incorporar a dicho programa,
un sistema de solucion de ecuaciones de alta capacidad, con lo cual se espera tener la
capacidad de resolver problemas en los cuales el tamafio de la malla es grande.

El tipo de algoritmo que se ha considerado utilizar se basa en una combinacion de
métodos basados en el gradiente conjugado, conjuntamente con algoritmos de
solucion Ilamados Elemento a Elemento (EBE, en inglés), siendo su atractivo el que
no requieren el ensamblaje de la matriz de rigidez completa, sino que mas bien
ensamblan y calculan la solucion en base a las contribuciones individuales de los

nodos de cada elemento. De alli su nombre “Elemento a Elemento”.

Escuela de Ingenieria Mecanica 2
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Antecedentes

Antecedentes

El método de elementos finitos hoy en dia es una herramienta sumamente
extendida y empleada tanto en investigacion y desarrollo en la mayor parte de los
ambitos cientificos y tecnoldgicos, como en numerosos sectores productivos de la

sociedad actual, preocupados por la mejora de la calidad de sus productos y procesos.

No es extrafio encontrar aplicaciones del método de los elementos finitos en areas tan
distantes entre si como el disefio estructural, campo en el que el método se desarrolld
originalmente y del que nutrié de maltiples conceptos fisicos, y la meteorologia en
donde se resuelven actualmente los problemas de simulacion numérica, quizas de

mayor tamarno.

El uso del computador permite resolver de manera aproximada, problemas de
ingenieria tales como los de elasticidad, transferencia de calor y mecénica de los
fluidos. La adaptabilidad a regiones de geometria compleja, ha hecho que su uso sea

mayor en estas Ultimas décadas.

Debemos citar el esfuerzo de las universidades y centros de investigacién de USA,
los paises Europeos y latinoamericanos, tanto en la formacion de investigadores en

esta area de simulacion como en la difusion de las ventajas de los métodos numéricos.

A continuacidn se resume una serie de investigaciones, las cuales han sido referencia

para el presente trabajo.
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Antecedentes

Ordaz y Pulido [28], en este trabajo se muestran soluciones a ciertos
problemas geométricos asociados a la generacion automatica de mallas

tridimensionales de elementos finitos, como lo son:

e Determinacién de la posicion de un punto respecto a un solido.

e Determinacion de la posicion de un sélido respecto a un plano
orientado.

e Intersecciones entre plano y plano, plano y sélido, recta y sélido, recta

y plano.

Tales soluciones fueron logradas mediante la implantacién de un programa en

lenguaje C, el cual trabaja con estructuras dinamicas de datos.

Alonzo y Oramas [1], elaboraron un programa para representacion grafica
tridimensional, aplicable a componentes mecanicos y de bioingenieria. Este programa
es capaz de realizar transformaciones de los objetos ya creados, tales como:
rotaciones, traslaciones, reflexiones, proyecciones, cambios de escalas, visibilidad y
aproximaciones a curvas, de todo el objeto o parte de él. Los objetos realizados en
este programa no solo pueden de formas geométricas preestablecidas, sino también

pueden ser derivados de una combinacién o de forma libre.

Rosales [33], consistié en la elaboracion e implementacién de un programa de
computacion que resuelve estructuras planas tomando en cuenta la posibilidad que las
relaciones esfuerzo-deformacion de los materiales constituyentes no sean lineales. El
programa fue basado en el método de los elementos finitos. Los elementos que se
consideraron para el modelaje fueron elementos planos de cuatro lados que poseen de
cuatro a ocho nodos. EI método de analisis no lineal implementado fue el método

incremental.
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Fernadndez y Gomez [13], utilizaron el método de los elementos finitos para
el desarrollo e implementacion de un sistema o ‘paquete’ que sea una herramienta
Unica, capaz de resolver diferentes tipos de problemas que se pueden presentar a un
disefiador, como lo son el estudio del fendmeno de elasticidad lineal y no lineal, y el
estudio del fendmeno de transferencia de calor tanto en régimen permanente como en
régimen transitorio. Para ello se implement6 un programa computacional que permite
calcular los desplazamientos y esfuerzos tanto en modelos de comportamiento lineal
como no lineal en el caso de fendmenos de elasticidad, y ademés calcular la
distribucion de temperaturas y esfuerzos térmicos para el estudio del fendmeno de

transferencia de calor.

Morales y Sdnchez [26], muestra una aplicacion del método de los elementos
finitos a la solucion del problema de flujo de calor en régimen transitorio. Para lo cual
se implementa un programa de computacion que calcula la distribucién de
temperaturas y esfuerzos térmicos, en donde se manejan condiciones de borde de

primera y segunda clase.

Montero, Montenegro y Rodriguez [25], presentan una vision general de
técnicas avanzadas para la resolucion de grandes sistemas de ecuaciones lineales con
matriz dispersa (sparse). En primer lugar se introducen diferentes algoritmos de
reordenacion orientados a mejorar el efecto del precondicionamiento de un sistema.
Seguidamente, se define el concepto de precondicionamiento y se formula algunos de
los precondicionadores més usados en la actualidad, destacando los desarrollos
recientemente basandose en la inversa de una matriz. Por otro lado, se consideran
algunos métodos iterativos basados en los subespacios de Krylov para la resolucion
de sistemas de ecuaciones lineales. Para el caso simétrico se propone el Gradiente
Conjugado, mientras que para el no simétrico, existen varias alternativas que se

pueden clasificar en tres grandes familias de métodos, los de ortogonalizacion, los de
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bi-ortogonalizacion, y los basados en la Ecuacion Normal. Esta estrategia de
resolucion, que combina las tres técnicas anteriores, parece la mas eficiente desde el
punto de vista computacional como lo muestran los experimentos que se encuentran

en el trabajo.

Sanchez y Moraga [35], realiza un estudio numérico de mecanica de fluidos
2D en una contraccién brusca para fluidos no newtonianos tipo ley de potencia de
Oswald-de-Waele. Se emplean dos métodos de resolucion, el método de los
volumenes finitos y el método de los elementos finitos. En el primer método se utiliza
el algoritmo SIMPLE, para la resolucion de las ecuaciones de momentum lineal y de
continuidad. Para el método de elementos finitos se utiliza un codigo propio en
lenguaje Fortran 90. En ambos métodos se estudia el comportamiento del fluido para
diferentes indices de potencia. Los calculos se realizan con malla variable rectangular
(método de volumenes finitos) y con una malla apegada al contorno (método

elementos finitos)

Daydé, L’Excellent y Gould [9], consideran la solucion de un sistema n por
n de ecuaciones lineales. Ax =b, donde A es estructurado y disperso asi que se puede

expresar como.

Los sistemas lineales estructurados dispersos se utilizan en muchas aplicaciones. Las
matrices elementales A; son de bajo rango, y son usualmente dispersos, de modo que

sus entradas no nulas se representan como un pequefio bloque denso.

Asumieron que A es una matriz simétrica grande y normalmente positiva. La técnica

de solucién considerada es el método del gradiente conjugado utilizando un rango de
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precondicionadores de Elemento a Elemento (EBE) que fueron introducidos por
[16] y [29], que han sido utilizados con éxito en muchas aplicaciones de ingenieria y

fisica.

Daydé, Decamps y L’Excellent [10], estudiaron la solucion de problemas de
gran escala, no lineales y sin restricciones, utilizando técnicas que explotan la
estructura, comin en estos problemas, de separabilidad parcial. Muestra como los
precondicionadores pueden ser calculados para disefiar métodos iterativos utilizando
la separabilidad parcial. La técnica de optimizacion se basa en el algoritmo de
Newton truncado, el cual se presta para la solucion de problemas de gran escala. El
sistema lineal que provee las direcciones de busqueda es resuelto utilizando el
gradiente conjugado combinado con un rango de precondicionadores de Elemento a

Elemento.

Hestenes y Stiefel [15], introdujeron un método iterativo para resolver
sistemas de ecuaciones lineales con n incognitas llamado Método del Gradiente
Conjugado. Se muestra que este método es un caso especial de un método muy
general que incluye la eliminacién Gaussiana. Estos algoritmos generales son

esencialmente algoritmos para hallar un elipsoide n dimensional.

Carey y Jiang [4], experimentd implementando el Método del Gradiente
Conjugado con una modificacion, se remodel6 el método en una forma que permita
calcular elemento a elemento secuencialmente con métodos de elementos finitos. Esta
estrategia se implementd para resolver los sistemas lineales provenientes de la
aproximacion de elementos finitos para la ecuacion de Laplace. También se aplicd

para aproximar una clase representativa de problemas no lineales.
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Hughes, Levit y Windget [16], propusieron un algoritmo para resolver
sistemas de gran escala de ecuaciones provenientes de elemento finitos provenientes
de mecénica de sélidos y mecénica estructural mediante el uso de una técnica de
factorizacion aproximada de elemento a elemento, el cual no necesita de una matriz

global de coeficientes.

Jennings y Malik [18], realizaron una comparacion entre el Método del
Gradiente Conjugado ,los métodos de relajacion, y la iteracion acelerada de Jacobi de
Chebychev, cuando se aplica a la solucion de grandes grupos de ecuaciones lineales
que tengan una matriz de coeficientes dispersa, definida positiva y simétrica. Llegé a
le en el peor de los casos la rata de convergencia de GC no va a ser peor que la de los
otros métodos, de hecho va a ser considerablemente mejor.

Dickinson y Forsyth [11], Realizaron una comparacién entre el rendimiento
del Método del Gradiente Conjugado con mallas tetraédricas y formas cuadraticas, y
el rendimiento de un método directo de solucion. Se consideraron problemas hasta de

70000 grados de libertad y tamafio de elemento considerablemente pequefio.

Chapman y Cox [7], desarrollaron una metodologia para identificar la
condicion Unica del precondicionador EBE mediante un algoritmo. Ademas
introdujeron una modificacion a la estructura vectorial iterativa del precondicionador

EBE; la implementaron y discutieron.

Klisinski y Runesson [20], presentaron una valoracion de la eficiencia de un
nuevo grupo de rutinas para la solucion de sistemas de ecuaciones lineales,
comparandolas con una seleccion de paquetes de solucionadores comerciales.
Consideraron problemas simétricos y no simétricos. Llegaron a la conclusion de que

la efectividad del compilador es igual de importante que el cédigo en si. En la
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comparacion determinaron que los solucionadores recientemente desarrollados

mostraron un rendimiento mayor.

Vignjevic, Morris y Belagundu [41], presentaron un procedimiento
sistematico para el uso confiable y preciso del Método de los Elementos Finitos.
Hicieron énfasis en valorar los efectos de las suposiciones del modelado en las
respuestas estructurales. ElI procedimiento es basado en una descomposicion del
proceso de idealizacion.

Zorner y Plasmeijer [44], investigaron la aplicabilidad de lenguajes
funcionales para la descripcién e implementacion eficiente de algoritmos en algebra
lineal numérica. Implementaron dos algoritmos para resolver sistemas lineales en
Clean y los compararon con los mismos algoritmos e C y Matlab. Hicieron una
comparacion de los tiempos de corrida y demostraron el conflicto entre cddigos

elegantes y codigos eficientes.

Lu, Connell y Tullberg [23], utilizaron la técnica de la Realidad Virtual para
hacer un andlisis de elementos finitos interactivo. Hicieron una comparacion entre el
analisis de elementos finitos por realidad virtual y los pre- y post- procesadores de los

paquetes tradicionales de elementos finitos.

Taghavi [40], desarrollé un programa de generacion automatica de mallas
Ilamado HEXAR. Genera las mallas a partir de los datos producidos por paguetes
CAD.
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Capitulo 1 El Método de los Elementos Finitos

1. El método de los Elementos Finitos.

1.1 Qué es el método de los Elementos Finitos.

El método de los Elementos Finitos es una técnica numérica para resolver
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales discretizando el dominio en sus
dimensiones espaciales. La discretizacion se lleva a cabo en pequefias regiones de
geometria simple y con forma arbitraria (el elemento finito). En la Figura 1-1 se
muestra la discretizacion de una circunferencia en ocho elementos finitos de forma
triangular. El resultado es un conjunto de ecuaciones que se expresan en forma de
matrices, que relacionan la entrada en puntos especificos del elemento (los nodos)
con la salida en estos mismos puntos. Un dominio que sea de nuestro interés se
representard como un ensamblaje de elementos finitos. Las funciones de
aproximacion en elementos finitos son definidas en términos de valores nodales del
campo fisico que es buscado. Un problema fisico continuo es transformado en un
problema discretizado de elementos finitos con valores nodales desconocidos. Para un

problema lineal, se debe resolver con un sistema lineal de ecuaciones.

(a) (dy
2rsin(m/n)
If L f'j
/;\h.nh\
[

Vool
w

Figura 1-1' a) Circunferencia de radio r; b) Discretizacion de la circunferencia en ocho elementos
finitos; c) Un elemento finito desconectado del dominio con los nodos 4y 5; d) Un elemento

genérico.

! Tomado de [17]
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Dos caracteristicas del método de elementos finitos que valen la pena mencionar se

detallan a continuacion:

La aproximacion por elementos finitos de problemas de elasticidad lineal en casos
dos y tres dimensiones produce grandes matrices dispersas®, para un problema
discretizado. Esto ayuda a solucionar problemas con un numero muy grande de
incognitas nodales. En la mayoria de los casos el costo del analisis de elementos
finitos estd dominado por el costo de la solucién del gran sistema resultante disperso.

Una aproximacién por piezas de los fendomenos fisicos, mediante elementos finitos,
provee una buena precision adn con funciones simples de aproximacién (con el

aumento del nimero de elementos se puede mejorar la precision).

En la interpretacion fisica, el concepto basico es la particion o descomposicion de un
sistema mecanico complejo en un sistema simplificado de componentes disjuntos
Ilamados elementos finitos o simplemente elementos. La respuesta mecéanica de un
elemento esta caracterizada por un nimero finito de grados de libertad. Estos se
representan como los valores de las funciones desconocidas de un conjunto de nodos.
La respuesta del elemento se define por ecuaciones algebraicas que se construyen a
partir de los argumentos matematicos o experimentales. La respuesta del sistema
original se considera aproximada al del modelo discreto conectando o ensamblando

todos los elementos.

Los problemas de equilibrio estatico de sistemas discretos pueden ser modelados por
los valores estacionarios de una funcion de una o varias variables; esto es dominio del

calculo ordinario. Cuando estos principios estacionarios son extendidos a una

2 Refiérase al anexo A.
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situacion mas general de analisis de tensiones y otro tipo de problemas en mecanica

continua, entonces el calculo variacional es la herramienta més adecuada.

1.2 Principios de Calculo Variacional.

El calculo variacional se concentra principalmente en los valores extremos
(maximos y minimos) o estacionarios de unas ciertas integrales definidas, las cuales
se suelen llamar funcionales. Estas integrales involucran funciones desconocidas al
principio del anélisis del problema fisico, y el objetivo es el de determinar cuales
condiciones se generan cuando los funcionales toman valores estacionarios. Al
satisfacer estas condiciones logramos producir las funciones en si. La motivacion que
nos conduce a la utilizacion del célculo variacional, es que los llamados “métodos
directos” nos proveen de muchas técnicas poderosas para obtener resultados
numéricos para problemas complejos, lo cual tiene una importancia significativa en el

area de ingenieria.

1.2.1 Concepto de Funcional.

En el calculo de variaciones, se buscan los valores extremos (maximos y
minimos) o estacionarios de los funcionales. Un funcional se define como una
cantidad cuyo valor depende de la forma completa de algunas funciones y no del

ndmero de variables discretas.

Tomemos por ejemplo la longitud de una curva y = f(x), en el intervalo de x=0 a

x=1I:
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|
L =.[ 1+(y’)2dx

0

Esta expresion de L(y) acepta cualquier f(x) arbitrario, siempre y cuando sea una
funcién continua y que acepte primera derivada. Sin embargo, el valor de L(y)

depende de la formade f, .

1.2.2 Punto Estacionario de un Funcional.

Sea un funcional del tipo:

F(xy,y")dx (1.1)

-
~<
=
I

D C——— T

Buscamos un y= f(x) que haga I(y) estacionario. Necesitamos que f(x) satisfaga
todas las condiciones de borde y de continuidad, ademas necesitamos que f,, y fJ

sean continuas y diferenciales con respectoa x, y y y'.
El procedimiento a seguir es introducir una funcion:

Uy = f(x) +é&1) (1.2)

La cual se aproxima a f(x); ’7('x) y 77(’;) son continuos en Ny =My = 0 de tal forma

que &77,,, seauna variacion admisible.
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Entonces:

b
L) IF(X, y+en,y' +en')dx

Se hace estacionario en £ =0, por lo tanto:

b

ijF(x,y+gn, y'+en')dx| =0 (1.3)

des o

o d ,
Para un 1 estacionario, d—|(u)=5| =0. Donde o1 es llamado la primera

() -

variacion de 1, .

Si una funcion f, es continuaen un intervalo a<x<b y:

b

J fongdx =0 (1.4)

a

es cierto para todas las funciones M) las cuales son continuas y derivables, y
M =Mp =0, entonces f, =0. Este es el teorema fundamental del céalculo

variacional.

1.2.3 Métodos Directos del Calculo Variacional.

Se ha visto que, aplicando el proceso formal del calculo de variaciones a la

determinacién de las condiciones estacionarias de un funcional, se obtienen como
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resultado ecuaciones diferenciales con sus correspondientes condiciones de borde,

cuya solucion permite determinar las funciones que hacen estacionario el funcional.

Muchas aproximaciones pueden ser usadas para transformar la formulacion fisica del
problema a su analogo discreto de Elementos Finitos. Si el problema puede ser
formulado como una minimizacion de la energia potencial, entonces una formulacion
variacional de las ecuaciones de Elementos Finitos es usada generalmente. En el caso

de mecénica de sélidos la formulacion variacional es lo mas usado.

Una solucion alternativa, que permite obtener soluciones aproximadas, consiste en
sustituir en el funcional, soluciones asumidas que involucren parametros ajustables,
para luego determinar las condiciones de estacionaridad del funcional con respecto a
los parametros ajustables. A este respecto, existen varios métodos de los cuales el

método conocido como Rayleigh-Ritz es el mas utilizado en la mecéanica de solidos.

De hecho el Método de los Elementos Finitos en su formulacién usual para medios

continuos, es simplemente la técnica de Rayleigh—Ritz discretizado por partes.

1.2.4 El método de Rayleigh-Ritz.

La idea general es sustituir el medio continuo por un sistema discreto,
caracterizado por tener un namero finito de grados de libertad. En relacion al Célculo

Variacional, supongase que se desea encontrar la funcion y= f(x) que hace

estacionario al funcional:
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con las condiciones de borde: f_ =f, =0.

El procedimiento de Rayleigh-Ritz consiste en asumir que y= f(x) puede ser

aproximada por una combinacion lineal de funciones de prueba arbitrarias, de forma
de:

Yo (X)=Cih (X)+Co, (X) +...+C o, (X)
3o ()= 22 ()

(1.5)

Donde las constantes ¢, son desconocidas.

Cuando y(x) es aproximada por y,(x), el funcional |, se hace funcion de las

y)
constantes c,. Entonces, el problema se transforma en conseguir el valor estacionario
de una funcion de un numero finito de pardmetros c, , los cuales se consiguen a partir

de las siguientes condiciones:

2 -0, k=12....n (1.6)

Resultando en un grupo de ecuaciones lineales donde las incdgnitas son las c,. El

procedimiento a seguir es restringir el rango de funciones que estamos comparando a

la familia finita de funciones ¢,,4,,4;,.....,4,, luego, la mejor solucion es aquella que

hacea 1(c,,c,,C,,...,C,) estacionario.
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Las funciones de prueba ¢ (x) son conocidas y su forma es elegida arbitrariamente,

ademas se eligen de forma de satisfacer las condiciones de borde para cualquier valor

de c..

1.3 Principio del Trabajo Virtual.

En la seccién anterior analizamos el Céalculo Variacional y las variaciones.
Podemos relacionar los desplazamientos nodales con las variaciones de los
funcionales. Cuando trabajamos con mecanica de solidos, estamos trabajando con
fuerzas y desplazamientos. Estos desplazamientos los consideramos como las
variaciones de las cantidades reales. El proceso de aproximar el comportamiento de
un medio continuo por el Método de los Elementos Finitos, se puede introducir
mediante aplicaciones fisicas especificas 0 como un concepto matematico. Hemos
introducido una serie de aproximaciones, pero generalmente no es facil asegurar que
las funciones de desplazamientos elegidas satisfacen las condiciones de continuidad.
El procedimiento méas sencillo es suponer un desplazamiento arbitrario, el cual
Ilamaremos desplazamiento virtual, a los nodos e igualar el trabajo exterior realizado
por las fuerzas nodales al trabajo efectuado en el interior por las tensiones y fuerzas
distribuidas. El principio del Trabajo virtual se puede enunciar de la siguiente

forma:

“Un cuerpo se encuentra en equilibrio si el trabajo interno virtual es igual al
trabajo externo virtual, para cualquier campo de desplazamientos admisible

cineméticamente.”
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1.3.1 Trabajo y Energia.

El trabajo que una fuerza F realiza en una particula en un desplazamiento

infinitesimal desde A hasta B, Au = Aui+Au] +Aul2 se define como:

AW =F -Au
AW = FAu+F Av+ F,Aw (1.7)

W = T Fdu= T(deu +F dv+ F,dw)
A A

El trabajo total de la particula se define como la suma del trabajo interno y externo,

de tal modo que:
W =W, +W_, (1.8)

Supongamos que un sistema se compone de N particulas, y ademas sufre un
desplazamiento infinitesimal Au, = Aug + AV +Awg, §=123,....,N, el trabajo

total seria:

AW = i F,-Au, = ZN:(FXSAUS +F, Av, + FZSAWS) (1.9)
s=1

s=1

Siendo N el nimero de grados de libertad. Si un sistema mecénico tiene un nimero
de grados de libertad finito, su configuracion puede ser especificada por un niumero
finito (N ) de variables reales Ilamadas coordenadas generalizadas. El concepto se
basa en que en cualquier instante el sistema se puede describir completamente
mediante el valor particular de estas coordenadas, esto puede ser considerado como

definir un punto en un espacio N dimensional. EI movimiento del sistema es
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equivalente al movimiento de este punto. Estas coordenadas generalizadas las

describiremos mediante unos vectores ¢, de dimension N .

Ahora, por comodidad, introducimos las coordenadas generalizadas ¢,. Los
desplazamientos pueden ser expresados en términos de Ag,, los cuales son vectores

linealmente independientes. Entonces, el desplazamiento puede ser expresado en

términos de Ag, . Podemos expresar el trabajo como:

n

AW =QAq, +Q,AQ, +...= Y Q,Aq, (1.10)

j=1

Los factores Q; son llamados los componentes de las fuerzas generalizadas, debido a

que si cada uno es multiplicado por su correspondiente incremento de coordenada

generalizada el resultado es trabajo.

Usualmente en ingenieria trabajamos en términos de la funcion de trabajo negativo.

Por ende:

SV (1.11)

Hasta ahora no se han introducido restricciones con respecto a las fuerzas. Se puede
simplificar el andlisis introduciendo restricciones a las fuerzas que se estan utilizando.
Se van a restringir las fuerzas a fuerzas conservativas. De este modo se puede

introducir el concepto de energia potencial. Una fuerza conservativa es aquella en
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que el trabajo producido por mover dos configuraciones distintas depende solamente

en los puntos desplazados y no en el camino tomado para moverlos.

Como las fuerzas son conservativas, podemos decir que IT(q;,0,,.....q,) €S una

funcién potencial y que su valor es la Energia Potencial de las fuerzas.

Los cuerpos elasticos son aquellos que recobran completamente su forma original
cuando las fuerzas son retiradas. Cuando se retiran las fuerzas, las fuerzas internas
producen trabajo neto nulo. Estas fuerzas son conservativas y contienen una Energia
Potencial. Esta Energia Potencial es:

I=U,+Q (1.12)

Donde U, es la energia interna de deformacion y Q es el potencial de las fuerzas

externas.

1.3.2 El Principio del trabajo virtual para un sélido continuo.

El trabajo realizado por una fuerza en un desplazamiento virtual se llama

Trabajo Virtual de forma de:

oW :Q15q1+Q25q2 +"'+QN5qN

N (1.13)
oW = ZQi5qi
i=1
Donde:
Q. = Es la i-ésima fuerza generalizada.
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0q; = Desplazamiento virtual en la i-ésima coordenada generalizada.

El Principio del Trabajo Virtual es el método mediante el cual se identifica la
configuracion real del solido analizado. Este enuncia que, si un sistema mecanico se
encuentra en su configuracion de equilibrio, el trabajo virtual de las fuerzas que sobre
él actian son cero en un desplazamiento virtual. Entonces, para una condicion de

equilibrio, nos queda:

oW =ZN:Qi5qi =0 (1.14)

Como los &q; son arbitrarios e independientes, esto implica que:
Q=0 i=12..,n (1.15)

Podemos concluir del Principio del Trabajo Virtual que:

“Un sistema mecanico finito se encuentra en equilibrio si, y solo si, las

fuerzas generalizadas desaparecen idénticamente™.

Cuando el sistema contiene miembros deformables, la ecuacion (1.14) se transforma

en:
oW = oW

int

oW = ZN:Qiaqi +i Piéq
i=1 i=1

+ évvext
(1.16)

Donde las Q, son las fuerzas generalizadas internas y P, las fuerzas generalizadas

externas.
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Y la ecuacion (1.16) se transforma en:

(Qj )int + (QJ )ext - O (117)

Cuando el cuerpo que se esta analizando es elastico y se cumplen las leyes de Hooke,
las fuerzas internas van a tener un potencial, y si las fuerzas son conservativas, la

ecuacion (1.17) se transforma en:

M =5(U, +Q)=0 (1.18)

1.4 Energia potencial Total.

En mecénica de solidos, nuestro problema es determinar el desplazamiento u
del cuerpo que se estd estudiando, satisfaciendo las ecuaciones de equilibrio. Los
esfuerzos estan relacionados a las deformaciones unitarias que, a su vez, estan
relacionadas con los desplazamientos. Lo anterior nos conduce a resolver ecuaciones
diferenciales parciales de segundo orden, a las soluciones de este conjunto de
ecuaciones se les llama generalmente una solucién exacta. Tales soluciones existen
para geometrias y condiciones de cargas simples. Pero para problemas que posean
geometrias mas complejas con condiciones de frontera y con cargas generales, la
obtencion de tales soluciones es una tarea muy complicada, por esto los métodos de
solucién aproximada usualmente emplean métodos de energia potencial, los cuales

imponen condiciones menos estrictas sobre las funciones.
Podemos definir el trabajo como el cambio negativo en la funcién IT, de forma que:

W = —AIT (1.19)
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La funcion IT, es llamada Funcion Potencial (también llamada Energia Potencial
Total). Con esta definicion podemos calcular F como el gradiente de la funcion

potencial:

TN

=-VII (1.20)

La Energia Potencial Total TT de un cuerpo elastico es definido como:

IT = (Energia de deformacidn unitaria) + (Potencial de trabajo)

M=U,+Q (1.21)

Para materiales elastico lineales la energia de deformacion unitaria U, o el Potencial

. 1 .
de Fuerzas Internas, por unidad de volumen, en el cuerpo es =o' <. Para el material

eléstico lineal:

U, = 1_[angV
2y (1.22)

El Potencial de trabajo o la energia Potencial de las Cargas Externas (Q) viene dado

por la expresion:

Q=—| u"Fdv —LUTTds—ZuiTPi (1.23)

W, =-AQ

e
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donde F es la fuerza distribuida por unidad de volumen, T corresponde a la traccion
superficial que puede darse por los valores de sus componentes en puntos

superficiales.

De esta forma el potencial total para un solido en tres dimensiones queda:
_ 1 t T T T
n_zjvang—jvu Fdv - [ u Tds—zi:ui P (1.24)

Utilizando esto, podemos calcular el trabajo total como:
W =W, +W, = -AU — AQ = —AIl (1.25)
Concluyendo que:

“El trabajo realizado por todas las fuerzas en un sistema es igual al cambio

negativo en el potencial total de ese sistema™.

1.5 Principio de la Energia Potencial Minima.

Para sistemas conservativos, de todos los campos de desplazamientos
cinematicamente admisibles, aquellos que corresponden a condiciones de equilibro
extremizan la energia potencial total. Si la condicion extrema es un minimo, el estado

de equilibro es estable. Recordemos que el Principio del Trabajo Virtual nos dice que:

oW = Trabajo Virtual =0
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Para cada desplazamiento virtual si, y solo si el sistema se encuentra en equilibrio.
Cuando expresamos este principio en términos de las coordenadas generalizadas, nos

queda que:
oW =Q,60; +Q,50, +...+ Q40

Donde Q. son las fuerzas generalizadas. Recordemos también que se requiere que

Q =0.

Como ahora se ha definido una Funcién Potencial para el sistema y ya no se necesita
calcular el Trabajo Virtual, podemos investigar los cambios correspondientes en la
Funcion Potencial producido por los desplazamientos virtuales. Podemos expresar las
fuerzas generalizadas como la derivada direccional de una Funcién Potencial Total en
la direccion de la correspondiente coordenada generalizada. Esto es:

ol
Q-5 (1.26)

Introduciendo esto en la expresion de 6W e introduciendo la condicion 6W =0, nos

queda:
0=0W z—a—n5q1—a—néqz— —a—H(SqN
oo o, Ay
NIl
=—) ———0q 1.27

27 (27

0=—dl1
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La expresion de oIT en (1.28) se le suele llamar “Primera Variacion” en la Funcion
Potencial Total IT.

Se puede concluir que:

“Un sistema se encuentra en equilibrio si, y solo si, el cambio (primera

variacion oIl ) en el Potencial Total, IT, es cero para cada desplazamiento virtual”.

Esto significa que cada una de las derivadas respecto a las coordenada generalizadas,

oIl . ., .
——, deben ser cero. En consecuencia la funcién Potencial Total debe tener un valor

estacionario.

1.6 El Método de los Elementos Finitos.

El problema principal respecto a la utilizacion del método de Rayleigh-Ritz,

corresponde a la seleccion de las funciones ¢ (x), las cuales no sélo deben satisfacer

las condiciones de borde del problema, sino que también deben poder representar en
forma apropiada otras caracteristicas del mismo. Por otra parte, para mejorar las
soluciones numéricas es necesario utilizar funciones de orden cada vez mayor. El
trabajo correspondiente al manejo de funciones de orden alto puede ser considerable,

razon por la cual muchas veces no es factible utilizar dichos métodos.

El Método de los Elementos Finitos se basa en utilizar dichas aproximaciones por
partes, en lugar de efectuarlas de manera global. El concepto bésico consiste primero
en dividir el dominio bajo estudio en un namero finito de subregiones de tamafio

finito (denominadas elementos finitos). Luego, sobre cada una de esas zonas, y en
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forma aislada, se asume un comportamiento aproximado para la incognita del
problema. Al efectuar la division en zonas, es posible adoptar dentro de cada una de
ellas, funciones simples que representen de manera aproximada el comportamiento

local.

La ventaja de este método consiste en que para mejorar la solucion ya no es
imprescindible utilizar funciones de orden mayor, sino que bastar con emplear una
division més fina del dominio, con un numero mayor de subregiones, pero

manteniendo funciones de aproximacion de orden bajo.

1.7 Formulacion del método de elementos finitos.

A continuacion se describe el desarrollo de la formulacion del Método de los
Elementos Finitos en problemas de elasticidad lineal. Por razones de sencillez se

describen dominios bidimensionales.

Para construir el modelo de los elementos finitos primero se realiza la division del
dominio de integracion (region bidimensional) en triangulos de lados rectos, como se
muestra en la Figura 1-5. Donde estan conectados a través de sus fronteras y en sus
vértices (nodos). Cada triangulo formado en este mallado tipico se llama elemento.
En los problemas de elasticidad, se puede considerar al elemento como una region
donde existe un campo de desplazamientos y los nodos o vértices son puntos del
espacio donde se desea determinar las componentes de desplazamiento. Se permite
gue cada nodo se desplace en las dos direcciones x y y, por lo tanto cada nodo posee
dos grados de libertad.

La idea béasica del Método de los Elementos Finitos puede interpretarse como un

método de aproximacion, donde las funciones de prueba del método de Rayleigh-Ritz
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se definen en forma local en cada elemento y son llamadas funciones de
interpolacion. Estas funciones de interpolacién se combinan para dar lugar a una

aproximacion por trozos.

Empleando notacion matricial, se describird la formulacion del Método de los
Elementos finitos aplicado a problemas de elasticidad bidimensional. En esta
formulacién se incluye el ensamblaje de elementos, la imposicion de condiciones de
contorno, la solucion del sistema de ecuaciones para obtener las cantidades nodales y

el procesamiento de elementos para obtener cantidades tales como los esfuerzos.

1.7.1 Expresion matricial de la energia potencial total.

Consideremos un cuerpo plano que puede representarse mediante un dominio
bidimensional A discretizado mediante elementos finitos. La energia potencial total
IT de un cuerpo elastico de comportamiento lineal viene dada por la suma de la
energia potencial de deformacion U, y de la energia potencial IT asociada al trabajo
de las fuerzas externas.
n=U,+Q (1.28)

La energia potencial de deformacion U, se puede expresar como:
u =1 j &' DehdA (1.29)
e 2Ja '

donde ¢ es el vector de deformaciones, D es la matriz constitutiva, o es el vector de

esfuerzos, y h es el espesor.
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&, £ 1 v 0
£=18, ,D =1 slv 1 0
-V
7/xy 0 0 1_V)
L 2 |
(1.30)
oc=¢&'D
La energia potencial Q asociada al trabajo de las fuerzas externas es:
_ T _ T
Q= jAf uhdA th uhdL (1.31)

donde f es el vector de fuerzas de volumen, t es el vector de fuerzas de superficie o

traccion superficial y u es el vector de desplazamientos.

fod bl S . 2
T

Luego la energia potencial total se puede expresar como:
H:Uem:lj gTDghdA—j fTuhdA—j t"uhdL (1.33)
2JA A L

Si usamos una aproximacién por elementos finitos es necesario dividir el dominio

A en elementos y podemos expresar la energia potencial total como:

H=Ue+Q=n§:%j&gTDghdA—I& fTuhdA—_[LetTuhdL (1.34)

e=1
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Siendo nel el nimero de elementos, A, la region ocupada por cada elementoy L, su

contorno sometido a fuerzas de traccion superficial.

Para poder obtener una aproximacion por elementos finitos debemos aplicar el
método de Rayleigh-Ritz utilizando los campos de desplazamientos u formados por

las funciones de interpolacion de los elementos finitos.

1.7.2 Funciones de interpolacion.

A continuacion se describiran los conceptos de funciones de interpolacion y
su continuidad para elementos finitos. Los desplazamientos que se producen dentro
de un elemento necesitan ser representados en términos de los desplazamientos

nodales a, del elemento, lo cual se expresa de la siguiente manera:

u =ZaiNi (%, y) (1.35)

Donde se han asumido implicitamente que las funciones de prueba N, estan
definidas por una expresion simple vélida en todo el dominio A . Esto puede ser
posible en el caso de dominios con geometria sencilla como triangulos, rectangulos,
circulos, elipses, pero no en el caso de geometrias mas complejas. Para el caso de
triangulos de deformacion constante, las funciones de prueba resultan ser lineales

sobre el elemento.

Una forma alternativa de definir las funciones de prueba consiste en subdividir el

dominio A en una serie de subdominios o elementos A, que no se solapen, y luego

las aproximaciones u se construyen por trozos usando definiciones simples de las
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funciones de prueba sobre estos subdominios. Si los subdominios son de forma
relativamente simple y la definiciébn de las funciones de prueba sobre estos
subdominios puede ser hecha de manera repetitiva, es posible aproximar dominios
complejos de forma bastante directa. En este método de aproximacion las funciones
de prueba se definen en forma local en cada elemento. Se aplica el Método de
Rayleigh-Ritz con estas funciones de prueba y se logra una aproximacion por trozos.
Estas funciones de prueba en elementos finitos las Ilamaremos funciones de

interpolacion.

Considérese, por ejemplo, un dominio unidimensional, esto es una recta de longitud

L, sobre la cual queremos aproximar una funcion arbitraria Uiy mediante una

aproximacion lineal por trozos. Para ello subdividimos esta recta en m elementos de
recta vinculados por sus extremos. Nétese que hemos asociado los valores de las

coordenadas generalizadas a, a los valores de la aproximacion en los extremos de los

elementos. Estos puntos de cada elemento que tienen asociados valores de las
coordenadas generalizadas son llamados nodos del elemento. Por tanto, asociaremos
las funciones de prueba con puntos genéricos del elemento y las funciones de

interpolacion con los nodos del elemento.

Figura 1-2 Aproximacidn de u(x) con elementos lineales.
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Si observamos la definicion (1.35) de las funciones de aproximacion es evidente que

en un nodo i asociado a la coordenada generalizada a,, la funcion de prueba N;
debe valer 1y el resto de las funciones de prueba N, (j # i) deben ser nulas en ese
punto. Luego, una vez identificados los puntos nodales, es muy sencillo definir las
funciones de prueba N; ya que deben valer 1 en el punto nodal asociado y O en el

resto de los puntos nodales del elemento.

También puede observarse que las Unicas funciones de interpolacion que son
diferentes de cero en cada elemento son aquellas asociadas con los nodos de ese
elemento. Luego, en cada elemento e con nodos i, j la aproximacion puede ser
expresada simplemente en funcion de dos funciones de interpolacion lineales del

elemento N, , N,; y de los valores nodales a,, a; como:

ei ?

u®=aN;7+a;N; (1.36)

G O
J
Figura 1-3. Funciones de forma locales N, ; lineales en cada elemento.
La aproximacion global se genera a partir de la combinacion de las funciones de

interpolacion locales en cada elemento. Por otro lado, observemos que si tenemos dos

valores nodales por elemento podemos reproducir cualquier variacion lineal sobre
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este elemento. En particular, si tenemos un valor constante de la aproximacion u
sobre el elemento e esto implica que los valores nodales deben ser iguales a este

valor, esto es:
u*=c=aNf+a;Nj=c(Nf+N;)=cte (1.37)
Luego, sobre cada elemento se debe verificar
(N7 +Nj)=1 (1.38)

Esto es, la suma de las funciones de interpolacién de cada elemento debe ser igual a

uno.

La extension de estos conceptos a dos dimensiones es bastante directa. En este caso,

la subdivision del dominio se efectla utilizando triangulos 6 cuadrilateros.

Figura 1-4. Aproximacion en dos dimensiones. La parte de abajo es el dominio bidimensional y la

parte de arriba es la funcion de forma.
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En este caso los puntos nodales quedan asociados, en general, a los vértices de la
malla y para el caso de aproximacion lineal sobre cada triangulo las funciones de

interpolacion del elemento son planos.

1.7.3 Aproximacion por elementos finitos.

El primer paso para obtener una aproximacion por elementos finitos es realizar una
discretizacion del dominio. Esto es, debemos generar una malla de elementos finitos
que cubra todo el dominio. Ademas debemos numerar los nodos de la malla, que son
aquellos puntos que tienen asociadas coordenadas generalizadas. Para el caso
particular de analisis de esfuerzos, las coordenadas generalizadas son los

desplazamientos nodales. Asi, para el nodo i sus desplazamientos nodales seran u; y
v,. Consideremos una aproximacion por elementos finitos de los desplazamientos

u=(u,v), como:

u:zn:uiNi(x, y),v:zn:viNi(x, y) (1.39)

i=1

Figura 1-5. Discretizacion de un dominio £2.
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donde u., Vv, son los desplazamientos nodales. Cada funcion de prueba N, se compone

de las funciones de forma asociadas al nodo i de todos los elementos que contienen

ese nodo, esto es:

nen

N, (x, y):z:l:Nf(x, y) (1.40)

donde nen es el niumero de elementos que contienen al nodo i.
Ademas, los desplazamientos u,, v, en cada elemento se pueden expresar como:

nnod nnod

“e:Z;U?N?(X,Y),VG=Z;V?N?(X,>/) (1.41)
i= =

donde nnod es el nimero de nodos del elemento. Nétese que en este caso el indice j

se refiere a la numeracion local del nodo en el elemento. Asi, por ejemplo, para un

triangulo de 3 nodos los desplazamientos sobre el elemento son:

u® = N;u; + Nju; + Njug

(1.42)
Ve =NV, + Nyvs + Novs
Esta ecuacion puede escribirse matricialmente como:
u®=N°®d® (1.43)
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Figura 1-6. Desplazamientos nodales para el tridngulo de 3 nodos.

siendo N, la matriz de funciones de forma del elemento:

Ne{Nf 0 N 0 N 0} (1.44)
0 N 0O N; O N;
y d, es el vector de desplazamientos nodales del elemento:

de = {uf Vi ou; v, U v§} (1.45)
En forma particionada la matriz de funciones de forma se puede escribir como:

N°=[Nf N; N;] (1.46)

donde las submatrices N que estan asociadas a cada nodo del elemento son:
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e _ Nie O
N, —{ 0 NJ (1.47)

El vector d, de desplazamientos nodales del elemento se puede también expresar en

forma particionada como:

d;
d° =1ds (1.48)
d;

Donde los vectores d:° que estan asociados a los desplazamientos de cada nodo i del

d = {ul} (1.49)
Vi

siendo u; los desplazamientos del nodo i del elemento.

elemento son:

1.7.4 Matriz gradiente.

Si reemplazamos los campos de desplazamientos aproximados por elementos finitos

en las expresiones de las deformaciones, en cada elemento tenemos:
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Capitulo 1
ou®* ON; . ON; . ON;
£, = = u; + U, + Us
oXx  oX OX OX
£, = %V = a(;\ll V) + 8(;\Iyz Vv, + a(';‘; Vs (1.50)
y y
ou® ov® ON; . ONS . ON;, . ON; . ON; . ON; .
Vg = +—= u; + vy + u; + vV, + Us + V.
oy ox oy OX oy OX oy OX
y en forma matricial
oue Ny ANy, N ]fu
ox ox ox X Vi
e= Xl Moo Mo, M b (151)
oy oy oy N ||V,
ou® N ov° ON; ON; oON; ON; ON; ON; ||us
ox oy)] [ oy ox oy Ox oy  OX ||V,
y en forma abreviada
&=Bd" (1.52)

donde Bfes la matriz gradiente (relacion deformacion-desplazamiento) del elemento
y d®es el vector de desplazamientos nodales el elemento. En forma particionada la

matriz gradiente se puede escribir como:

B°=[B; B; B;] (1.53)

Donde las submatrices B que estan asociadas a cada nodo del elemento son:
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N
OX
B'= 0 N, (1.54)
oy
ON®  ON¢
Loy ox

Observemos que un caso general la matriz gradiente del elemento B° estara

compuesta de tantas submatrices B como nodos tenga el elemento.

1.7.5 Matriz de rigidez y vector de cargas nodales equivalentes.

Si reemplazamos los campos de desplazamientos aproximados por elementos finitos

de (1.52) y (1.43) en la expresion de la energia potencial total tenemos:

M=U,+Q=) > d"B" DB°d*hdA-[ d* N fhdA—[ d* N thdL
pary 2 A A L
(1.55)
Definiendo a la matriz de rigidez del elemento como:
Ke = jABeT DB°hdA (1.56)

Esta matriz es una matriz cuadrada de dimension igual a la cantidad de
desplazamientos nodales del elemento y definiendo ademas al vector de cargas

nodales equivalentes del elemento como:
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fe =jANe fhdA—ILNe thdL (1.57)

luego la energia potencial total se puede expresar como:

nel
szide Ked®—d® f° (1.58)

e=1

Si empleamos la forma particionada (1.46) para las matrices gradiente del elemento

B® entonces la matriz de rigidez del elemento K°® se puede expresar en forma

particionada como:
Ki Kp Kj
Ko =|K; Kz Kj (1.59)
Ka Kz K
Siendo

K; =] B DB;hdA (1.60)

La submatriz de rigidez del elemento que relaciona los nodos numerados localmente

como i, j en el elemento. Si definimos al vector d de desplazamientos de la malla

con n nodos como:
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d2
d=| . (1.61)

Entonces la energia potencial de deformacion se puede expresar como:

nel

1 el reqe 1
uezzl:Ed Ked :EdTKd (1.62)

siendo K la matriz de rigidez global formada por las submatrices K;, las cuales
valen:
nel
K; :Z;‘ K (1.63)

Esto es, si dos nodos estan vinculados por un elemento, entonces dicho elemento

debe contribuir con una submatriz a la matriz de rigidez global.

Por otro lado, la energia potencial de las fuerzas externas se puede expresar como:
Q=-d"f (1.64)
siendo f el vector de fuerzas externas global cuyas componentes f; valen

nel

f=) (1.65)

Finalmente, la energia potencial total queda:
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11=%de—de (1.66)

Aplicando Rayleigh-Ritz debemos minimizar esta expresion respecto de las
coordenadas generalizadas, que en este caso son los desplazamientos nodales d , esto
es:

ol

C —Kd-f=0 (1.67)
ad

Resultando el siguiente sistema de ecuaciones:
Kd = f (1.68)

Que tiene por incognitas a los desplazamientos nodales de toda la malla. En general,
algunos de estos desplazamientos tendran valores prescritos por lo que no seran
incognitas, en este caso deberiamos eliminar la linea correspondiente a este
desplazamiento de la matriz de rigidez global. Obsérvese que el primer paso para

resolver este sistema de ecuaciones es el montaje de la matriz K y del vector f a

partir de las contribuciones de los elementos, este proceso se denomina ensamblaje.

1.7.6 Caracteristicas de la matriz de rigidez global.

Una matriz de rigidez global tiene muchas caracteristicas generales que
pueden usarse para comprobar la formulacién de una matriz particular de rigidez. Una

matriz de rigidez global debe tener las siguientes propiedades:
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e Simetrica. Esto significa que k; =k;. Este es siempre el caso cuando los

desplazamientos son directamente proporcionales a las cargas aplicadas.

e Cuadrada. Esto implica que el nidmero de filas es igual al nimero de
columnas en la matriz.

e Singular. La matriz de rigidez global es singular (la determinante de la matriz
es igual a cero). Debido a que ninguna de las restricciones (los
desplazamientos prescriptos y / o la rotacion) han sido aplicadas.

e Diagonal principal positiva. Todos los elementos de la diagonal principal

deben ser positivos . Si k;, es negativo, entonces la fuerza y su desplazamiento

correspondiente estarian en direcciones opuestas, lo cual es fisicamente

irracional. Si k; =0, entonces el desplazamiento no produciria una fuerza de

reaccion, lo cual implicaria que la estructura es inestable.

1.8 Convergencia de los Resultados.

En general, se puede decir que para obtener una soluciéon mediante el Método
de los Elementos Finitos, se requiere idealizar el problema fisico para obtener asi una
descripcidén mecéanica, y luego, la solucion de esa idealizacion mecanica utilizando el

Método de los Elementos Finitos.

Una solucion apropiada debe converger hacia la solucion exacta a medida que se
aumenta el nimero de elementos, entendiéndose por exacta, la solucién de las

ecuaciones diferenciales que rigen el comportamiento del sistema idealizado.

En el caso de que no sea posible obtener una solucion exacta de la idealizacion
mecénica, la convergencia del modelo basado en el Método de los Elementos Finitos

puede medirse Unicamente por el hecho de que todas las condiciones basicas de tipo
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cinematico, estatico y constitutivo deben ser satisfechas en el limite, cuando el
numero de elementos tiende a infinito. Al hablar de la convergencia de un modelo de
elementos finitos, se entiende por error el que se produce como consecuencia de
sustituir un modelo discreto por un modelo continuo, ademas del error proveniente de

asumir las funciones de aproximacién de los desplazamientos.

Entonces, se entiende por convergencia el hecho de que el error disminuya a medida
que se use un numero cada vez mayor de elementos mas pequefios. Las pruebas
matematicas de la convergencia asumen que el proceso de afinamiento de la malla

esta definido por tres condiciones:

e La reduccién del tamafio de los elementos debe hacerse de manera que cada
punto del dominio de solucién quede siempre dentro de cada nueva malla.

e Cada nueva malla debe estar contenida dentro de la anterior.

e Durante el proceso, la forma de las funciones de interpolacion debe

permanecer invariable.
Notacion para expresar el grado de continuidad de la variable de interés:
Si la variable es continua en las fronteras entre elementos, se habla de continuidad
C°. Si, ademas, sus primeras derivadas deben ser continuas, se habla de continuidad

cl.

Entonces, para garantizar convergencia monoténica y para darle significado al

ensamblaje de elementos, las funciones N, (funciones de forma) deben cumplir los

siguientes requisitos:

e Comepatibilidad: Debe haber continuidad C'en las fronteras entre elementos.
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e Completitud: Dentro de un elemento debe haber continuidad C™*.

El requisito de completitud significa que las funciones de desplazamiento dentro del

elemento deben poder representar:

e Desplazamientos de cuerpo rigido.

e Estados de deformacion constante.

Los desplazamientos de cuerpo rigido son aquellos modos de desplazamiento que el
cuerpo debe poder experimentar sin que se generen esfuerzos en su interior. Por otra
parte, podemos entender la necesidad de estados de deformacion constante,
imaginando que representamos el cuerpo con un numero creciente de elementos. En
el limite, cuando el tamafio del elemento tiende a cero, la deformacion del mismo
alcanza un valor constante, lo que permite representar cualquier variacion compleja

del estado de deformaciones en el cuerpo.

El requisito de compatibilidad implica que debe haber continuidad de los

desplazamientos dentro de los elementos, y a través de las fronteras entre los mismos.

1.9 Exactitud de la solucioén.

Una solucion méas exacta se puede obtener aumentando el ndmero de
elementos o utilizando elementos de geometria mas complicada. Se ha de notar que
en los nodos el Método de los Elementos Finitos provee valores exactos de u. Los
elementos finitos que tengan funciones de interpolacion lineales producen valores
nodales exactos, si la solucion buscada es cuadratica. Los elementos cuadraticos

producen valores nodales exactos si la solucion es cubica, etc.
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1.10 Aplicacion del método de los elementos finitos al analisis de

problemas de elasticidad bidimensional.

A continuacion se presenta la aplicacion del método de los elementos finitos a

un problema de elasticidad bidimensional.

1.10.1 Coeficientes de rigidez para un elemento de esfuerzo-deformacion

para un elemento triangular general.

La suposicion mas simple para expresar la deformacion dentro de un elemento
es una condicion de tension completamente uniforme. Esto puede ser logrado

asumiendo que los desplazamientos de u y v son funciones lineales de x y y.

Por consiguiente:

U=, +a,X+asy

(1.69)
V= 131 +ﬂzx+ﬂ3y
Donde a,,a,,a;, B, B,, P Son constantes.
El estado de deformacion en el elemento correspondiente a las funciones (1.69) es:
ou
=70
OX
ov
£, = 8_y = [, (1.70)
ou ov
7xy :5+8_:a3 +ﬂ2
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Puede verse que las deformaciones son constantes, por lo que el elemento es Ilamado
un triangulo de deformacion constante. Por lo tanto las deformaciones ¢,,¢,,7,,
pueden ser obtenidas en términos de los desplazamientos nodales u,,v,,u,,V,,U,,V;.

Aplicando las ecuaciones (1.69) en cada nodo obtendremos:

U =a +a,X +asy,

v, = :31 +:82X1 +ﬂ3y1

U, =, +a,X, + a3y,

(1.71)
v, = ﬂl + ﬁzxz + ﬂSY2
U, =y + QX + ALY,
Vs = ﬂl +182X3 +ﬂsyc«s
Podemos escribirlo de otra forma:
] 1 x y, 0 0 0]
v, 0 0 01 x Vy|oa
u 1 X 0 0 O
wh=| 2= 2 %1 [Alla) (172)
v 00 01Xy B
Us 1 X3 s 0 0 0 ﬂz
| Vs _O 0 0 1 X3 Ys ] _ﬂs_
De una forma similar podemos escribir las deformaciones (1.70) como:
&, 01 0000
{e}=|¢, |=|0 0 0 0 0 1({a}=[B,]{a} (1.73)
Yy 001010
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Las constantes {a} pueden ser eliminadas para asi poder expresar la deformacion en

términos de los desplazamientos nodales {U}.Antes de realizar esto el area del

elemento se expresa en términos de las coordenadas nodales como se muestra en la

Figura 1-7.

vA

>
4 5 6 X

Figura 1-7 Area del elemento calculada en términos de las coordenadas nodales.
Area del triangulo (123) = area (1354) + area (2356) — area (1462)

Donde el &rea del triangulo (123) = A

A:%[(y1+ys)(xs—x1)+(ya+ V2) (% =%) = (%= ¥2) O =) ]

Notese que el area A es positiva, si el elemento es numerado en sentido horario.

Regresando a la (1.72), las constantes «,,c;, 5,, B, pueden ser solucionadas en

términos de otras variables:

Escuela de Ingenieria Mecanica 49
Bouzas, J. y Wallis, R. (2004). T.E.G.



Capitulo 1 El Método de los Elementos Finitos

0‘2:%A[(yz_ys)u1+(y3_yl)u2+(y1_y2)u3}

:——A[ U+ (% =% ) U, +(X1—X2)U3}
(1.74)

:_A[ Y+ (Yo = Y)Y + (Y= ¥, Vs ]

ﬂsz__A[ V +(X Xi)vz"'(Xi_Xz)Vs]

La sustitucion de ecuaciones (1.74) en (1.70) da las deformaciones del elemento

en términos de los desplazamientos nodales.

:_A[ y3 U, + yl)U2+(y1—yz)Us]

(1.75)
:_A[ ye V + yl)V2+(y1_y2)V3}
:_A[ u + X1 X)uz+(X2_Xl)u3+(y2_ys)V1+(y3_y1)V2+(y1_y2)V3}
En términos matriciales:
[0 b 00
fel=0x]0 & 0 a 0 a|{U}=[B]{U] (1.76)
a b1 a, bz a4 b3
Donde:
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& =X-X
a, =X~ X
A =X—X
b =Y, -V,
b, =Y;— Y
b=y, -V,

(1.77)

Para determinar los esfuerzos que corresponden a estas deformaciones, es

necesario indagar en relaciones especificas de esfuerzo/deformacion. Las ecuaciones

constitutivas son para un material isotropico elastico y lineal con un mdédulo de

elasticidad (E), modulo de rigidez (G) y la relacion de Poisson (v). Los estados

limitantes bidimensionales son estado plano de (o) y estado plano de (¢).

En el plano de esfuerzo, el pequefio esfuerzo sometido o, =0 y los pequefios

desplazamientos sometidos no son restricciones.

De esa manera:

o, = 10 (gx +ugy)
E
o, = - (8y -H)é‘x) (1.78)
Ty =Gry
En forma matricial
B uE |
0
o 1-0? 1-0?
" vE E
fol=|o, |-|ior =7 0 [|le)=[Dlis) 1.79)
TX
y 0 0 E
i 2(1-v) |
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Sabiendo que E =2G (1+ u), los coeficientes de la matriz D para un estado plano de

esfuerzo son:

E
d.=d.. =
11 2 1- 2
vE
d12 = d21 = 1- 02
E
d,.=G=
» 2(1+v)

(1.80)

En deformacion plana, ¢, =0y o, = u(aX + ay) no hay desplazamientos a través del

grosor. Ya queo, se puede derivar de o,,0,, no se incluye en el vector {c} . Los

coeficientes en la matriz [ D] para un plano de deformacion son:

4 —d - E(1-v)
T2 (14 0)(1-20)
vE
b = = ) (1 20) (1.81)
E
% = 2 (tro)
Quedando de la siguiente forma:
E(1-v) vE 0 |
(1+v)(1-2v) (1+v)(1-2v)
B vE E(1-v)
P oo mrow) ° (182
E
0 0 2(1+u)_
52
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Notese la inclusion del término (1—20) en los denominadores, esto quiere decir que

no hay solucion posible para la condicidn limitativa de v =0,5, donde no hay cambio

volumeétrico matricial en el material durante la deformacion.

Sustituyendo:
{e}=[BHU}
{o}=[D]{e}
Nos queda:

{o}=[D]{} =[D][B]{U} (1.83)

Lo que quiere decir que el estado de (o )en el elemento, expresado en términos de

desplazamientos nodales nos queda:

1
Oy :ﬂ{du(yz_ys)u1+d11(y3_y1)u2+d11(Y1_y2)u3+d12(X3_X2)V1+d12()(1_X3)V2+d12(xz_Xl)va}

1
oy =ﬁ{d12(y2_ya)L'l+d12(y3_y1)uz+d12(y1_y2)u3+d11(X3_X2)V1+d11(X1_X3)V2+d11(X2_X1)V3} (1.84)

1
Txy:ﬁ{daa(xs_xz)%*'dss(xl_xs)uz+d33(X2_Xl)us+d33(y2_y3)vl+d33(y3_yl)Vz+d33(Y1_yz)V3}
Quedando como ultimo paso, relacionar las fuerzas nodales correspondientes a los
esfuerzos antes mencionados con los desplazamientos nodales, y por lo tanto

determinar los coeficientes de la matriz de rigidez. Para obtener el arreglo de las
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fuerzas nodales en equilibrio con los esfuerzos en el elemento, se utiliza la ecuacion
de trabajo virtual.

Para condiciones de esfuerzo plano y fuerzas puntuales Unicamente en los limites, ver

(Figura 1-8) la ecuacion de de trabajo virtual es:

[(o.6,+0,8,+7,7,)dV = Fu —F U, - Fau, ~Fv, — F v, ~F v, =0 (1.85)

A\

Figura 1-8 Condiciones de esfuerzo plano y fuerzas puntuales Unicamente en los limites.

Visto de la forma matricial:

[[[{e} {o}dxaydz—{U}' {P} =0 (1.86)
Donde:
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Ahora en la ecuacion, el esfuerzo {o} y las fuerzas nodales externas {P} forman
cualquier arreglo de equilibrio y las deformaciones {g} con los desplazamientos

nodales {U} forman cualquier deformacion compatible o un arreglo geométrico para

este elemento en particular. La ventaja de la ecuacion de trabajo virtual es que para
un problema en particular, el arreglo de equilibrio correspondiente a una carga puede
ser multiplicado por el arreglo de deformacion correspondiente a otra carga, y el

resultado seguird siendo cero. Esta propiedad es usada para determinar los

coeficientes de rigidez, seleccionando un arreglo de deformacion {U ’}
correspondiente a algunas cargas inusuales{P’} donde se simplifica de una forma

considerable la relacion entre {o’} (escrita en términos de {U} (1.84))y {P}.

Para F,, tenemos:

0,,0,,T, CON F. Fyl,

Fo, Fyos oo Fp

x21 " y21?

De la geometria obtenemos:
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Producido por alguna carga inusual (Fx’l, Fy’l,ect), que de hecho no necesita estar

determinado aqui. De la ecuacion (1.74):

! 1 !
&y :ﬁ(yz_YS)ul
g,=0

/ l /
2-><y=ﬁ (XS_XZ)Ul:I
Quedando la ecuacion (1.85) de la siguiente forma:

' ' ' r_
j [axgx +o,8,+ T 7y ]dv -F,u =0
Vv

o, —
2A

l ' 1 ' ’
j[ (y2—yg)ul+0+rxyﬂ(x3—xz)ul}dv—Fxlul=O

Fxl :Z_JAJ.I:GX (yz - y3)+z-xy (XS - XZ )}dv

Como en el elemento o, y 7,, son constantes:

\Y
Fxl =ﬂ Gx(yz_y3)+rxy(x3_x2)}

Siendo el volumen del elemento V = Ah. Donde h es el espesor. Usando la ecuacion

(1.84), se puede escribir en términos de los desplazamientos nodales:
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De una forma similar obtendremos las (F,,,F,,.F,,, F5, Fys)

A continuacion se presentara un ejemplo ilustrativo.

(1.87)

Con la finalidad de ilustrar la aplicacion de los elementos finitos a un problema en

particular, se considera la siguiente estructura:

YA
2 1
(5) < \/§ /2 >€ \/5 /2 >
v \ 4
A T (1)
2 3
2 @ 1
1 3
3)
N2 >
4) X

Figura 1-9 Estructura del ejemplo ilustrativo.
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Se enumeran los nodos de (1) al (5), se definen los elementos como se muestra en la

Figura 1-9. Los elementos son numerados en sentido antihorario. Para el elemento

son (1),(2),(3), para el elemento son (5),(3),(2) y para el elemento son
(5),(4),(3). Se asume que la viga posee unidades pequefias y esta en un estado plano
de esfuerzoscon E=1y v =0,3.

Considerar cada elemento en orden y establecer la matriz de rigidez.

Para el elemento [1]:

@ ey

3)

Figura 1-10 Elemento 1.

X =~/3
xZ:\/§/2
xS:\/§/2
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a=X-X=0
aZ:xl—XS:\/§/2
aS:xz—xlz—\/§/2

b =y,-Yy,=1/2
b=y, -y, =-1/2
b3:y1_YZ:0

Donde el valor del area es:

_ BasexAltura _ (\/5/ 2)><(1/2)
2

A

=0,2165

Y la del espesor :

h=1

Usado las ecuaciones obtenidas en (1.87), se coloca de forma matricial. Se obteniene:
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Donde , F,_, significa que la fuerza F es aplicada por el elemento 1 en el nodo 2. Asi

con cada uno de ellos se usa la ecuacion (1.86). Se realiza como ejemplo el célculo de

F

1" x1?

1 (1 1 V3 V3
1 Fxl = m[z dllul + O.Vl —Zdllu2 +T d12V2 + O.US _T dlZVSJ

Del plano de esfuerzos tenemos:

d, = E > =1,0989
-v
VE

d,, —1_02 =0,3297

d,, = E =0,384
2(1+v)

Obteniendo asi la primera ecuacion del sistema.

.F,=0,317u, +0v, -0,317u, +0,165v, + Ou, —0,165u,

Este proceso se repite para las otras ecuaciones restantes obteniendo el sistema total.

Como se presenta a continuacion:

F.1 70317 0 -0317 0,165 0 -0165]|y,
Fa 0 0,111 0,192 -0,111 -0,192 0 v,
Fo _ -0,317 0,192 0,650 -0,357 -0,333 0,165 ||u, (1.88)
1 Fyo 0,165 -0,111 -0,357 1,063 0,192 -0,952]| v,
F. 0 -0192 -0,333 0192 0,333 0 |u,
Fs| [-0165 0 0165 -0,952 0 0,952 ||V,
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Para el elemento :

) (2)

(3)

Figura 1-11 Elemento 2.

X, =X%=0
x3:x;:\/§/2
X, = X, =~/3/2
s =y =1
Ys=Y,=1/2
Y, =Y;=1

8 =X —% =0

Realizando el mismo procedimiento que en el elemento, obtenemos:
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[,F.| [ 0,317 0 0 0,165 -0,317 -0,165]u, |
2Fys 0 0,111 0,192 0 -0,192 0,111 || v,
Fa| | O 0,192 0,333 0 -0,333 0,192 || u, (1.89)
2Fs 0,165 0 0 0,952 0,165 -0,952 | v,
,Fo| |-0,317 -0,192 -0,333 -0,165 0,650 0,357 || u,
| .F,| [-0165 -0,111 -0,192 -0,952 0,357 1,063 ||V,

Noétese que en elemento, us =V, =0 entonces, las columnas uno y dos del

elemento de la matriz de rigidez podran ser eliminadas. Ademas, las primeras dos
ecuaciones no son usadas inicialmente, sélo se usan después de que obtengamos la

solucion de los desplazamientos desconocidos.

Para el elemento :

(%)

3 3)

(4)

Figura 1-12 Elemento 3.
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X;=X=0

X, =X, =0

x3:x§:\/§/2

Ys =¥ =1

Y,=Y,=0

Y =Y; =1/2
aizxg—x;:\/§/2
a, =X — X, =—/3/2
a=X—Xx=0
b=y, -y, =-1/2

b, = y3 —y; =-1/2
b=y -y, =1

Realizando el mismo procedimiento que en el elemento y , obtenemos:

[,F.] [0,325
sFs | | 0,179
sF | |-0,008
sF. | |-0,014
sFs| |-0,317
5F,s| | 0192

0,179
0,531
0,014

—0,420
0,165
0,111

-0,008
0,014
0,325
0,179

0,317

-0,192

0,014
—0,420
0,179
0,531
—0,165
-0,111

-0,317
0,165
-0,317
—0,165
0,634
0

0,192 [

0,111
0,192
0,111
0
0,222 |

(1.90)

En elemento, u,=v,=u,=v, =0, por lo tanto pueden ser eliminadas las

columnas uno a la cuatro de la matriz de rigidez del elemento.

En este problema hay seis (6) desplazamientos nodales desconocidos, y por lo tanto

se requiere seis ecuaciones, las cuales vienen de la aplicacion de las condiciones de

equilibrio en el nodo del

desplazamiento desconocido y en

la direccion

Escuela de Ingenieria Mecanica

Bouzas, J. y Wallis, R. (2004). T.E.G.

65



Capitulo 1

El Método de los Elementos Finitos

correspondiente. Ya que las incognitas son u,,V,,u,,V,,U,,V,, se debe aplicar el

equilibrio en ambas direcciones x y y en los nodos (1),(2) y (3).

1.10.2 Equilibro en los nodos.

El equilibro en el nodo (1) viene dado por la fuerza externa aplicada en el

nodo F, vy lafuerza aplicada por el elemento ,F,, .

Y
1
(1)
>1Fy1
1 T
1Fyv1

Figura 1-13 Equilibrio en el nodo 1.

Donde el equilibrio est& dado por:

Entonces, de (1.88):

0,317u, +0v, —0,317u, + 0,165V, + 0u, —0,165v, = 0 (1.91)
En la direccidn de Y el equilibrio esta dado por:
F,=F,=-1
Y, de (1.88) resulta:
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Oy, +0,111v, -0,192u, -0,111v, - 0,192u, + Ov, = -1 (1.92)

De igual forma se realiza en el nodo (2) y (3).

Nodo (2)
2
Y
X
2 TZ_F)XZ 1F—X2)T 1
oFy2 1Fy2
(2)

Figura 1-14 Equilibrio en el nodo 2.

En la direccion de X:

Condicién de equilibrio:
Fot.Fo=F, =0

De (1.88) y (1.89), queda:

-0,317u, + 0,192v, + (0,650 + 0,650)u,
+(-0,357 +0,357)v, + (0,333 +0,333)u, + (0,165—-0,165)v, =0

Resultando:

-0,317u, +0,192v, +1,300u, + 0v, +0,666u, +0v, =0 (1.93)
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En la direccion de Y:

Condicién de equilibrio:

le2+2Fy2:F2:_2

y
De (1.88) y (1.89), queda:

0,165u, —0,111v, + Ou, + 2,125v, + Ou, —1,903v, = —2 (1.94)

Nodo (3):

2 1 /
F
\f_xf ‘Z

(3) 4 K >1Fx3
2Fyz 1Fy3
3 —>
Tans Y
3Fy3

Figura 1-15 Equilibrio en el nodo 3.

En la direccion X:

Condicion de equilibrio:
1Fet FetFe=Fg =0

De (1.88) ,(1.89) y (1.90), queda:
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Ou, —0,192v, -0, 666u, +0v, +1,301u, +0v, =0

En la direccion Y:

Condicién de equilibrio:
F

1% y3

De (1.88) ,(1.89) y (1.90), queda:

+

2 Fy3 + 3Fy3 = Fy3

=0

—0,165U, + 0V, +0u, —1,903v, + Ou, + 2,125V, = 0

(1.95)

(1.96)

Agrupando todas las ecuaciones, desde la (1.91) hasta la (1.96), obtenidas por el

equilibrio de los nodos, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

0,317u, +Ov, - 0,317u, + 0,165v, + Ou, — 0,165v, =0
Ou, +0,111v, -0,192u, -0,111v, - 0,192u, +0v, = -1
-0,317u, + 0,192v, +1,300u, + 0v, +0,666u, + 0v, =0
0,165u, —0,111v, + Ou, + 2,125v, + Ou, —1,903v, = -2
Ou, —0,192v, - 0,666u, + Ov, +1,301u, +0v, =0
-0,165u, + 0v, +0u, —1,903v, +Ou, + 2,125v, =0

El cual se puede expresar matricialmente de la siguiente manera:

0,317 0 -0,317 0,165 0 -0,165[ u,
0 0,111 0,192 -0,111 0,192 0 A
0,317 0,192 1,300 0 —0,666 0 U,
0,165 -0,111 0 2,125 0 -1,903 || v,
0 -0,192 -0,666 0 1,301 0 u,

| 0,165 0 0 -1,903 0 2,125 || v,
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Resultando las siguientes soluciones:

Con la finalidad de calcular los esfuerzos en cada elemento, se forma el vector de

desplazamiento para cada elemento {u,,V;,u,,V,,U;,V,}, y los valores son sustituidos

en la ecuacion (1.83). La que resulta del producto [D][B]{U}. Dando los siguientes

resultados:
Elemento Elemento Elemento
o, 0 6,816 -3,408
o, -4,505 -2,461 -1,022
T, -4 0,065 -6,032
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2. Métodos directos de solucion de sistemas de ecuaciones.

En este capitulo se presentardn algunos de los métodos empleados para
resolver los sistemas de ecuaciones que se generan en el andlisis de problemas de
ingenieria por el Método de los Elementos Finitos. Se presentan métodos directos de
solucién de sistemas de ecuaciones tales como, la descomposicion LU, Gauss y
Gauss-Jordan, los cuales son utilizados para resolver sistemas de ecuaciones lineales

de laforma Ax=Dh.

2.1 Descomposicion LU.

La descomposicion LU es una técnica muy utilizada como paso intermedio
para la resolucion de sistemas lineales. La finalidad es el de descomponer la matriz K

en dos matrices triangulares (una triangular inferior y otra triangular superior):

K =LU (2.1)

Si el determinante la matriz K es no nulo, existen una infinidad de matrices
soluciones a esa igualdad, (salvo casos particulares). Estas matrices obtenidas L y U
son también no singulares (el determinante es diferente de cero). Al ejecutar el

producto descrito anteriormente si tiene lo siguiente:

K, i = Uy
Klj = Iilull
j-1
Kij = liu + 2l
i
Kij = + DUy
k=1
Escuela de Ingenieria Mecanica 71

Bouzas, J. y Wallis, R. (2004). T.E.G.



Capitulo 2 Métodos directos de solucién de sistemas de ecuaciones
Matriz: Descomposicion LU
Dado A(.) n x n,
il=1n
ic=1,n

Su=0

5l

L(il,ily=1

|
. o

Su = Su + L{iLk) * Ufk,ic)

K=1,il-1

&

Ufilic) = Adilic)

Si=0

K=1ic-1

Sl=81+L

Lk * Uk ic)

Sl

U{ic,ic}},

51= 81+ L{ilk) * Ufkic)

FIN

Figura 2-1 Diagrama de descomposicion LU.

SINGULAR ]
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2.2 Eliminacion de Gauss.

El método de eliminacién de Gauss es el mas eficiente de todos los métodos

de solucion para un sistema lineal en forma matricial (AX = B). El método se basa

en una sucesion de operaciones, con la finalidad de reemplazar todos los elementos
que se encuentran por debajo de la diagonal principal por elementos nulos, esto
garantiza un sistema equivalente, el cual permite determinar la solucién completa por

medio de una inspeccion.

AX =B, donde A es (nxn) y B esde (nx1):

A, Ay - A, ([ %] (b
&y Ay ... Ay || X b,

a, a, .. a. | X b

Para aplicar el método se siguen los siguientes pasos:

a.
1 _ il
aij = aij — alj ;
1

a
bi = bi _bl_ll
ay

(i#11<j<n+1)

Obteniendo la primera matriz intermedia del proceso. En donde se puede observar

que la primera columna posee (n-1) valores nulos:
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a; 4, ... A, |l X b,

@ @ 1
0 a .. ay| x| |bY
1 1 ®
0 a% ... a®W| x| [b;

Repitiendo el proceso anterior a la submatriz, la cual serd de una dimensién menor
cada vez que el proceso se repita. El procedimiento se puede poner de una forma mas

general:

k-1
a®k-D — gD _ gD ay "
ij i ki (k-1)
kk
N
() _ pk-D) _ k-1 Ay
b = b —pk D

(k=D
akk

Una vez terminado este procedimiento se obtiene un sistema de la siguiente forma:

a; &, ... &, X b,
() ) @
0 a ... & |[%| |b
0 0 .. a"| x| [b"Y

Donde la solucién del sistema puede ser obtenida a partir del Gltimo vector. Para que
el método de Gauss pueda ser aplicado, los valores de la diagonal principal no pueden
ser nulos, ya que si existiera algun término nulo en la diagonal principal, seria
necesario permutar por lo menos dos filas del sistema para obtener un valor no nulo.
Si existiera un valor nulo en la diagonal principal entonces el sistema lineal no posee

solucion y es singular.
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Solucion sistema lineal: Método de Gauss

( Dado A(.), ny Ny )

Inicializa indice pivote: p{il) = il

ip=1, n-1

Selecciona el pivote maximo

A(p(ip).ip)=0 3

il=ip+1,
Mz il ( SINGULAR )

R= Alp(il).ip} / Alplip).ip)

ic=ip+1, Nye

Alp(il)ic) = Alplillic) — R * A(p(ip).ic)

lve=1, Mue
Alp(n}n+iv) = A(p(n).n+iv) / Alp(n).n)
il=n-1,|
£y
5=0.ip=il+1.n
§ =5 + Alp(ip).iv) * Alp(il).ip)
Alplil), n¥iy) = (Alplil),n+iyc) = 8) / Alp(il),il)
FIN
Figura 2-2 Diagrama de método de Gauss.
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2.3 Eliminacion de Gauss-Jordan.

El método de Gauss-Jordan, también conocido como el método de
diagonalizacion, consiste en una modificacion al método original (método de Gauss).
Esta diferencia radica en que los Gnicos elementos no nulos que se presentaran en la

matriz A al final de la ejecucidn, seran los que se encuentren en la diagonal principal.

El proceso para su resolucion, es el mismo utilizado en el método de Gauss. Para ello

se aplica como primer paso:

a.
@ 1
aij — aij — aij i

T (i#L1<j<n+1)
b =b,—b,
Ay
Obteniendo:
8; A, .o Ay I X b,
0 a% .. af|lx,| |b®
0 a® .. a®|[x| |bY

Y luego se procede a hacer nulo el resto de los valores, sin incluir los valores de la

diagonal principal. Para lo cual se aplica:

(k-1)
20D — gk _ 5(k-D) iy
ij i ki a(k—l)
kk
a(kfl)
(k) _ R(k=-1) _ R(k-1) i1
bi - bi bk a(k_1)
kk
Escuela de Ingenieria Mecanica 76

Bouzas, J. y Wallis, R. (2004). T.E.G.



Capitulo 2 Métodos directos de solucion de sistemas de ecuaciones

Realizando este paso tantas veces sea necesario, se obtiene una matriz que sélo tendra

valores no nulos en su diagonal principal. Como se puede observar:

a, 0 .. O X, b,
0 a% .. 0 |[x| |b®
0 0 .. a"| x| [b"Y

Donde la solucién del sistema es obtenida de una forma rapida.
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Solucion sistema lineal: método de Gauss-Jordan

( Dado A(.}, n y Ny )

Inicializa indice pivote: p(il) = il

5l

( SINGULAR )

ip=1, n=1
Selecciona el pivote maximo
Alplip),ip)=0
il=1,n
-
P{ily<=ip
R= A(p(il).ip) ! A(p(ip).ip)
ic=ip+1, Ny
Iy
Alp(il).ic) = A(p(il)ic) - R * A{p{ip).ic)
=1, My
Alp(il), ntic) = Alplil),n+iv)  Alplit),il)

FIN

Figura 2-3 Diagrama del método de Gauss-Jordan.
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3. Métodos iterativos de solucion de sistemas de ecuaciones.

En ingenieria se puede llegar a problemas muy grandes, donde el niumero de
términos no nulos dentro del perfil de la matriz de coeficientes es pequefio comparado
con el nimero de elementos nulos. En consecuencia, para este tipo de problemas los
métodos iterativos de solucion de sistemas de ecuaciones son mas eficientes que los
métodos directos [43]. La ventaja de la iteracion es la reduccion del almacenamiento
en la memoria central del ordenador y la eliminacion de la descomposicion triangular
que es el proceso con mayor dificultad que presentan los métodos directos, pero
poseen desventajas, como el desconocimientos del nimero de iteraciones que son
necesarias para obtener una solucion aceptable y este método a veces falla cuando es

aplicado a ecuaciones no simétricas o no es definida positiva.
En la actualidad, el Método del Gradiente Conjugado (GC), es un método iterativo
ampliamente difundido para resolver sistemas grandes de ecuaciones lineales. EI GC
es efectivo para resolver sistemas de la forma:

Ax=Db (3.1)
donde x es un vector incognita, b es un vector conocido, y A es una matriz

conocida, cuadrada, simétrica y definida positiva. Una matriz definida positiva es

aquella que para cualquier vector no nulo x se cumple que:

X' Ax >0 (3.2)

Los métodos iterativos como el GC son adecuados para utilizarse con matrices

dispersas. Si A es densa, la mejor forma de resolver el sistema es factorizando A y
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aplicando sustitucion hacia atrés. El tiempo consumido factorizando una matriz A
densa es aproximadamente equivalente al tiempo consumido resolviendo el sistema
por métodos iterativos; y una vez que A esta factorizada, el sistema se puede resolver

rapidamente por sustitucion hacia atras para multiples valores de b .

Comparando una matriz densa con una matriz dispersa (sparse) de mayor tamafo que
ocupa la misma cantidad de memoria. Los factores triangulares de una matriz A
dispersa generalmente tienen mayor cantidad de elementos no nulos que A por si
misma. Factorizar puede ser imposible debido a que la memoria es limitada, y puede
ademas consumir demasiado tiempo; hasta el proceso de sustitucién hacia atrds puede
consumir mas tiempo que la solucion iterativa. Por otra parte, la mayoria de los
métodos iterativos son eficientes en el manejo de la memoria y corren rapidamente

con matrices dispersas [27].

3.1 Formas cuadraticas.

La introduccién de las formas cuadraticas se debe a que el campo de
desplazamiento desconocido fue interpolado por funciones de forma lineal dentro de
cada elemento. Sin embargo, en algunos problemas, el uso de la interpolacion
cuadratica nos conduce a resultados mas exactos que los obtenidos por las funciones

de forma lineal.

Una forma cuadratica es simplemente una funcién cuadratica escalar de un vector

que tiene la siguiente forma:

f(X)=%XTAX—bTX+C (3.3)
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donde A es una matriz, x y bson vectores, y ¢ es un escalar constante. Si A es

simétrica y definida positiva, la solucion del sistema Ax=Db corresponde a un

minimo de f(X).

A manera de ejemplo tomemaos los siguientes valores:

SEEE

El sistema Ax =Db se ilustra a continuacion:

ol

-6

Figura 3-1° Sistema Ax=b.

2-"“ + 63y = —8

(3.4)

En forma general, la solucion x se encuentra en el punto de interseccion de los n

hiperplanos existentes, donde cada hiperplano tiene una dimension n—1. Para este

. 2
caso la solucién es x :{ %t

¥ Tomado de [37]
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Su forma cuadratica correspondiente se muestra en la Figura 3-2. El punto méas bajo
de la grafica es la solucion del sistema Ax=b. La gréafica tiene la forma de un

paraboloide debido a que A definida positiva.

En la Figura 3-3 se grafican las formas cuadraticas pero en forma de curvas de nivel.

Se puede observar el punto de solucidn, el cual corresponde al punto mas bajo. Cada

curva elipsoidal corresponde a un f (x) constante.

Figura 3-2* Formas cuadraticas del sistema Ax=b.

* Tomado de [37]
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i

e —i]

.--""—-'-___-________-“
/’——\
//_'__\
/_5

?::

\

Figura 3-3° Formas cuadraticas en forma de curvas de nivel.

El gradiente es un campo vectorial que, para un punto dado x , apunta en la direccion

del méaximo incremento de f(x).

El gradiente de una forma cuadratica se define como:

5 _
Ef(x)

o
f00-| ox (3.5)

0
S &)

n

> Tomado de [37]
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si aplicamos la ecuacion (3.5) a la ecuacion (3.3) resulta en:
f’(x)=%ATx+%Ax—b (3.6)

Si A es simétrica, la ecuacion anterior se reduce a:
f'(x)= Ax—b (3.7)

Si igualamos el gradiente a cero obtenemos la ecuaciéon (3.1), que es el sistema lineal

a resolver. En consecuencia la solucion de Ax=Db es el punto critico de f(x).Si A
es definida positiva y simetrica, entonces esta solucion es el minimo de f(x). En

consecuencia se puede resolver Ax=Db encontrando un valor de x que minimice a

f(x).

3.2 El método del descenso mas rapido.

En éste método se empieza desde un punto arbitrario X, Yy nos deslizamos
hasta el fondo del paraboloide. Hacemos una serie de pasos X, Xig)re hasta que nos

encontremos suficientemente cerca de la soluciéon x.

Cuando hacemos uno de los pasos, escogemos la direccion en la que la funcion

desciende mas rapidamente, la cual es la direccion contraria af’(x(i)). Segun la

ecuacion (3.7), esta direccion es —f ’(x(i)) =b—Ax.

A continuacion vamos a introducir algunas definiciones.
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El error e; =x; —x es un vector que indica cuan lejos nos encontramos de la
solucion x. El residuo r; =b—Ax, indica cuan lejos nos encontramos del valor
correcto de b. Es facil darse cuenta de que r; =—Ae; . Se puede considerar el
residual como el error que esta siendo transformado por A hacia el mismo espacio

como b. Mas importante aln, se puede hacer M) :—f’(x(i)) y considerar al residual

como la direccion de la pendiente més pronunciada.

Como dijimos anteriormente empezabamos en un punto arbitrario Xo) Y haciamos

una serie de pasos hacia la solucion. El paso lo definimos como:
Xq) = X() T g, (3.8)

Una busqueda de linea es un procedimiento para elegir a un « para minimizar f a

lo largo de una linea. Esto se ilustra en la siguiente figura.

Figura 3-4° Busqueda de linea.

¢ Tomado de [37]
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Por célculo béasico, sabemos que « minimiza a f cuando la derivada direccional

if(x(l)) es igual a cero. Segun la regla de la cadena,

da

.
) - lgualando esto a cero, nos damos

Nasd

% f %)= f'(x(l))T%Xu) ='(x,

cuenta de que « se escoge de manera de que Mo Y f’(x(l)) sean ortogonales.

\
k

Al

Figura 3-5" El gradiente en el punto mas bajo es ortogonal al gradiente del paso anterior.

La pendiente de la paradbola en cualquier punto es igual a la magnitud de la

proyeccion del gradiente en la linea. Esto se puede observar en la Figura 3-6.

flegy + arg)

140
120
100
80
60
\i‘;

x“ﬁ'? 04 06 °
a) - e b)

Figura 3-6° a) Esta parabola es la interseccion de las superficies. b) Pendiente de la parabola y

magnitud de la proyeccion del gradiente en la linea.

" Tomado de [37]
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Estas proyecciones representan la rata de incremento de la funcion f a través de la
linea de busqueda. f es minimizada donde la proyeccion es cero, donde el gradiente

es ortogonal a la linea de busqueda.

Para determinar « , hacemos f'(x,) = Ty Y forzamos los vectores a ser ortogonales:

o =0

(b AX ) foy =0

(b A(x +ar(0)))T loy =0
(b=Axy) ) 1 —ar(Ary) 1y =0
(

.
b— Ax, ) oy =a(Arg ) o,
oo = ) (Arw) )

;
rir
o)
A, (39)
Fo) Al0)

Uniendo todo lo anterior nos queda, como metodo del descenso més rapido, lo

siguiente:

fiy =b—AX; (3.10)
I’ r
a=—"1 (3.11)
iy Ay
8 Tomado de [37]
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X = X ~ %) (3.12)

Considerando el ejemplo anterior, utilizamos el método y nos converge para la
solucion mostrada en la Figura 3-7. Notemos el patron en forma de Zig-Zag, que

aparece debido a que cada gradiente es ortogonal al gradiente anterior.

Figura 3-7° Solucion del ejemplo. Nétese el patrén en forma de Zig-Zag.

El algoritmo anterior requiere dos operaciones de multiplicacion entre una matriz y
un vector por cada iteracion. El costo computacional del metodo de la pendiente mas
pronunciada esta dominado por productos entre matrices y vectores. Una de estas
multiplicaciones se puede eliminar multiplicando ambos lados de la ecuacién (3.12)

por —A e introduciendo b, nos queda:

iy = ) ~ %) AT (3.13)

La ecuacion (3.10) sigue siendo necesaria para calcular Moy - luego utilizaremos la

ecuacion (3.13) para cada iteracion subsiguiente. El producto Ar sélo hace falta

® Tomado de [37]
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calcularlo una vez. La desventaja de utilizar esta recurrencia es que la secuencia

definida por la ecuacion (3.13) es generada sin retroalimentacion del valor de Xi)» de

forma que la acumulacién del error de redondeo de punto flotante puede causar que

X; tenga una convergencia hacia algun punto cercano a x. Este efecto se puede

anular utilizando periédicamente la ecuacion (3.10) para recalcular el valor correcto

del residual.

3.3 El método de las direcciones conjugadas.

El método del descenso méas rapido a veces realiza pasos en la misma
direccidn que en pasos anteriores como se muestra en la Figura 3-7. Para evitar que
esto suceda, y realizar asi el menor nimero de pasos, tomamos un grupo de

direcciones de blsqueda ortogonales d,.d.....d, , . En cada direccion, daremos

solamente un paso, y ese paso va a ser la longitud justa para alinearse eventualmente
con x. Luego de n pasos, tendremos el resultado. Esta idea se ilustra en la Figura
3-8.

Figura 3-8'° Direcciones de busqueda ortogonales.

19 Tomado de [37]
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En este caso tomamos los ejes coordenados como las direcciones de busqueda. El

primer paso (horizontal) nos lleva a la coordenada correcta x,. El segundo paso
(vertical) nos lleva a la repuesta. Notese que €y €s ortogonal a d(o). En general, para

cada paso elegimos un punto:
Xiag) =Xy + ) (3.14)

Para hallar el valor de o, obligamos e;_, a ser ortogonal a d; , de forma de no

volver a caer en la direccion de d; . Usando esta condicion nos queda:

T —
T —

(H)~(0)
Ay =— T d. (3.15)
(i)=()

Desafortunadamente, no podemos calcular «., sin conocer € pero si conociéramos

(1)

e, ya el problema estaria resuelto.

La solucion es hacer las direcciones de busqueda conjugadas en vez de ortogonales.

Dos vectores d(i) y d(j) son conjugados si:
=0 (3.16)

Nuestros nuevos requerimientos son que e(m) Sea conjugado con d(i) .
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Esta condicion de ortogonalidad es equivalente a encontrar el punto minimo en la

direccién de buasqueda d(i), como haciamos en el método de la pendiente mas

pronunciada.

Para poder observar esto hagamos la derivada direccional igual a cero:

1o T (4iy)=0
f '(X(i+1) )T % Xis) = 0

T -
iy =

0
d(Ti)Ae(i—l):O

Siguiendo la deduccion de la ecuacion (3.15), obtenemos la expresion para o

cuando las direcciones de busqueda son conjugadas:

A\ A
o =~ 4" Ad (3.17)
%)
dhr.
o =0 (3.18)
YdiAd,

A diferencia de la expresion (3.15) la ecuacion (3.18) si se puede calcular. No6tese que
si el vector de busqueda es el residuo, esta formula va a ser idéntica a la formula

usada en el método de la pendiente mas pronunciada.

Para demostrar que este procedimiento en realidad calcula x en n pasos,
expresaremos el error como una combinacién lineal de direcciones de busqueda, de

forma que:
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(3.19)

Los valores de &; pueden ser encontrados utilizando el siguiente procedimiento.
Como las direcciones de busqueda son conjugadas, es posible eliminar todos los

valores de ¢; excepto uno. Esto se hace premultiplicando la expresion (3.19) por

d(Tk)A . De forma que:

T _ T
Ay A€o = Zj:@j)d(mAd(n
T _ T :
d) A€ = 6 di)Ad,  (Porlos d vectores conjugados)
T
5 = %A%
k T
Ay Ady
T k-1
d(k)A(e(m * z%d(ﬁ)j

_ i=0 (Por los d vectores conjugados)

i
A Ady

d' Ae
=1 (Por (3.14)) (3.20)
Ay Adg

Igualando las ecuaciones (3.17) y (3.20), encontramos que ) =—5(i). Esto nos da

una nueva visién del error. Segun las siguientes ecuaciones, el proceso de encontrar
X componente por componente puede ser considerado como un proceso de eliminar

el término del error componente por componente.

92
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LN

1)

%0 (3.21)

.
=i

Luego de n iteraciones, cada componente es eliminado y € = 0 ; completando asi

la demostracion.

El método de las Direcciones Conjugadas escoge el valor e de e(0)+Di que

minimiza a He(i)HA (figura 3.12). Donde D, es el subespacio i-dimensional

subespacio{d(o),d(l),...,d(i_l)}, y He(i)HA es la norma de energia. De la misma forma

que el término del error se puede expresar como una combinacion lineal de
direcciones de busqueda, su norma de energia se puede expresar como una sumatoria.

La norma de energia se expresa como:

LN

n-1 n—
> b‘(j)5(k)d(Tj)Ad(k) (De laec (3.21)) (3.22)

Hem

A

=
Il

j=i
< 2 T ;
He(i)HA = gé(j)d(j)Ad(j) (Por los d vectores conjugados) (3.23)

Cada término en ésta sumatoria esta asociada con una direccion de busqueda que no

ha sido recorrida. Cualquier otro vector e escogido de e(o)+Di debe tener éstos

Escuela de Ingenieria Mecanica 93
Bouzas, J. y Wallis, R. (2004). T.E.G.



Capitulo 3 Métodos iterativos de solucién de sistemas de ecuaciones

mismos términos en su expansion, lo cual demuestra que € debe tener la minima

norma de energia.

Otra propiedad importante del método de las Direcciones Conjugadas es que en cada

paso, el hiperplano X ., + D, es tangente al elipsoide donde se encuentra Xy -

(©)

N\

d
(O} 3(0) EU:I

(1)

Figura 3-9'* Minimizacién de ||e||A.

En esta figura, el area sombreada es e, +D, =€, +subespacio{d(0),d(1)}. El

(0)
elipsoide es un contorno en el cual la norma de energia es constante. Después de dos

pasos, el método de las direcciones conjugadas consigue €, , en ese punto €o) + D,,

£s0 minimiza ||e||A.

Recordemos que el residuo en cualquier punto es ortogonal a la superficie elipsoidal

en ese punto. En consecuencia Fiy €s ortogonal a D, también. Mostremos esta

propiedad matematicamente, multiplicando la ecuacion (3.21) por —d(Ti)A nos queda:

" Tomado de [37]
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n-1
T - T
G Ae ) = ;5( pdiAdg) (3.24)
d(Ti)r(,-) =0, 1i<j (Porlos d-vectores conjugados) (3.25)

Como las direcciones de busqueda son construidas a partir de u vectores, el

subespacio constituido por Uy,...,U;; es D, y el residual r; es ortogonal a estos

vectores u también. Esto se ilustra en la Figura 3-10.

Para poder demostrar esto se deben generar un grupo de direcciones de blsqueda

conjugados {di}. Supongamos que tenemos un grupo de n vectores linealmente

independientes u,,u,,...,uU, .

r.
/ >~ * e )

D ——
/:‘(l) ::d(a) u i ue /

Figura 3-10 Debido a que las direcciones de busqueda d(o) ,d(l) se construyen a partir de los

vectores Uy, Uy , éstos crean el subespacio D, (el plano coloreado en gris). EI término del error e(z)
es conjugado con D, , el residuo r(z) es ortogonal a D, , y una nueva direccién de basqueda d(z) es
construida de U, para ser conjugado con D, . Los puntos finales de U, y d(z) se encuentran en un

plano paraleloa D, , debido a que d(z) se construye a partir de U, por la conjugacion de Gram-

Schmidt.

12 Tomado de [37]
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Para construir d,, tomamos u, y le restamos cualquier componente que no sea
conjugado con los vectores previos d (Figura 3-11). Hacemos d(o) =Up Y para i>0

nos queda:

i-1
diy =y, +k§ Bl (3.26)
Donde g, esté definido para i > k. Para hallar los valores hacemos lo siguiente:

i—1
T T T
diyAdg = Ul Ad) + 2 AidiyAdy

0=u' Ad(j) +,Bijd(Tj)Ad(j), i>] (Porlosd vectores conjugados)

i WA (3.27)
i = 3T Aa .
dijyAdgj)

Este procedimiento se llama Conjugacion de Gram-Schmidt.

0 d[m
+
i >
u
! ',.} - . d
ot &

Figura 3-11" Conjugacién de Gram-Schmidt de dos vectores. Se empieza con dos vectores

linealmente independientes U, y U, . Se hace d(o) =U, . El vector U, posee dos componentes, que

es conjugado con d(o) ,y U", que es paralelo a d(o) .

3 Tomado de [37]
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Si a la ecuacién (3.26) la multiplicamos por My

0l =W +kiz_l(;ﬂikd(Tk)r(J) (3.28)
Y por la ecuacion (3.25) nos queda:

O=u'r. i<j (3.29)
Completando asi la demostracion.
Hay otra propiedad que se genera a partir de la ecuacion (3.28) y la Figura 3-10:

Ay =i K

) (3.30)

Igual que en el método del descenso mas rapido, se puede utilizar una férmula de

recurrencia para hallar el residuo:

=—A(e) e, dy ) (3.31)

3.4 El Método del Gradiente Conjugado.

Este método fue introducido por Hestenes y Stiefel [15] en el afio 1952, y

tiene la ventaja tedrica de que converge a la solucion en N iteraciones. Siendo N el
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numero de ecuaciones e incognitas. En la realidad, el redondeo de punto flotante no

permite que esta propiedad se cumpla.

El método del Gradiente Conjugado se basa en el hecho de que su resolucién es
equivalente a minimizar el funcional cuadratico Ec. (3.3). Este sistema de resolucion

es analogo a la aproximacion variacional del método de los elementos finitos.

3.4.1 Método del Gradiente Conjugado.

El método del Gradiente Conjugado es simplemente el método de las
Direcciones Conjugadas, donde las direcciones de busqueda son construidas

conjugando los residuos, esto se logra haciendo u, =T Los residuos tienen la

propiedad de que son ortogonales a las direcciones de bulsqueda previas. En
consecuencia siempre van a producir una direccion de busqueda nueva y linealmente
independiente, excepto si el residuo es cero, para el cual la solucion ya fué

encontrada. Como los vectores de busqueda se construyen a partir de los residuos, el
subespacio{r(o),r(l),...,r(i_l)} es igual a D,. Como cada residuo es ortogonal a las

direcciones de busqueda anteriores, también es ortogonal a los residuos anteriores

(Figura 3-12). Entonces, la ecuacién (3.29) se convierte en:

rr.=0,  i#] (3.32)

La ecuacion (3.31) nos muestra que cada residuo ;) s una combinacion lineal de los

residuos previos y Ad(i_l). Recordemos que d(i—l) e D, . Este hecho implica que cada
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subespacio nuevo D, , se forma a partir de la union del subespacio previo D, y el

i+1

subespacio AD,. En consecuencia:

D, = subespacio{d(o), Ad g, AZd(O),..., Ai—ld(o)}

= subespacio{r(o), Al Azr(o)""’ Aiflr(o)}

Figura 3-12' En el método del Gradiente Conjugado, cada nuevo residuo es ortogonal a todos los

residuos anteriores y direcciones de busqueda; y cada nueva direccién de blsqueda es construida

para ser conjugado a todos los residuos y direcciones de busqueda previos. Los puntos finales de r(z)
y d(z) se encuentran en un plano paralelo a D, (el espacio gris). En este método, d(z) es una

combinacion lineal de I, y d(l).

Este subespacio es llamado subespacio de Krylov, que es un subespacio creado
aplicando repetidamente una matriz a un vector. Tiene una propiedad muy particular:

como AD; esta incluido en D, el hecho de que el proximo residual r,, es

i+l
ortogonal a D, (ecuacion (3.25)) implica que K esta conjugado a D,. La
conjugacion de Gram-Schmidt se realiza muy facilmente debido a que r,, ya se

encuentra conjugado con todas las direcciones de busqueda previas exceptuando d(i) :

¥ Tomado de [37]
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Recordemos que de la ecuacién (3.27) las constantes de Gram-Schmidt son

.
u; Ad, .

B = _ﬁ, simplifiquemos esta expresion. Tomando el producto interno de r;

) M)

y la ecuacion (3.31),

T _ T _ T
Ml =0l ~ %0 AdG)
T T _
o) Ade) =TT~ )iy
1
—1.\I. _
' =]
()
FAd =l T i=j+1
(Ula 6V I O () =
(i-0)
0 En cualquier otro caso
rhr
By =7 %y iy Ad(iy i>j+1
0

Notese que la mayoria de los términos de A, desaparecieron. No sigue siendo

necesario guardar los anteriores vectores de busqueda para asegurar que 10s nuevos
vectores de busqueda sean conjugados. En esto radica la importancia del algoritmo

del GC, debido a que la complejidad del espacio y la complejidad del tiempo por cada

iteracion son reducidas de O(nz) a O(m), donde mes el nUmero de términos no

nulosde A y nxn es el tamafio de la matriz. En adelante utilizaremos la abreviacién

By = B, Simplificando aln mas:
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Qo) =Ty =b— AX) (3.33)
.
o = dT( ’A‘d’ (3.34)
(07
Xiw) = Xy + a(i)d(i) (3.35)
fiy = o) =% Adgy (3:36)
ror.
By="7." (337)
(D))
iy =Ty + B4y (3.38)

3.5 Precondicionamiento.

En la practica, el Método del Gradiente Conjugado se aplica de una manera

mas eficiente a un sistema lineal precondicionado:

RA(R) (R"x)=(R) (3.39)
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Donde R es una matriz no singular. El objetivo del precondicionamiento es que

cuando se escoge R de manera apropiada, el algoritmo del Gradiente Conjugado

. . e o T
presentara una convergencia mucho mas rapida para la matriz R 1A(R 1) que para

A. Debido a que R no es singular, M =RR" es una matriz definida positiva, y la

ecuacion (3.39) se transforma en:
M7Ax=M"b (3.40)

El precondicionamiento es una técnica para mejorar el nimero de condicién™ de una
matriz. Supongamos que M es simétrica y definida positiva y que aproxima A, pero

que es mas facil de invertir. Podemos resolver Ax =b indirectamente resolviendo la

ecuacion (3.40) si k(M *A)<<k(A), o si los autovalores de M A estan mejor

agrupados que los de A, podemos resolver la ecuacion (3.40) iterativamente mas

rapido que el problema original. El artificio es que M ™A generalmente no es

simeétrica y definida positiva, ainsi M y A lo son.

La efectividad del precondicionador M, se determina por medio del nimero de

condicion de M ™A. EIl objetivo es hacer que el nimero de condicion esté lo mas

cerca posible de 1.

El precondicionamiento es un intento de estirar la forma cuadrética para hacerla mas

esférica, de forma que los autovalores estén mas cerca los unos de los otros.

15 Refiérase al anexo A.
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3.6 Algoritmos en pseudo-cddigo.

e EIl método del descenso mas rapido.

<0
r <b- Ax
Ser'r
Oy <=0
Mientras i<i__ y &> ¢g’s, hacer
q< Ar
o=
r'q
X< X+ar
Si i es divisible por 50
r <hb— Ax

De otra manera
r<r—-aq

S<r'r

l<i+1

Dados los términos A, b, un valor inicial x, un nUmero méaximo de iteraciones i

max !

y una tolerancia de error ¢ <1. Este algoritmo termina cuando el nimero maximo de

iteraciones i, ha sido excedido, o cuando Hr(i)u < g”r(o)u .
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e EIl método del Gradiente Conjugado.

<0
r<b- Ax
d<r
S &r'r
Oy <= Optevo

Mientras i <i ., Y &0 >&°6, Hacer
q< Ad

Si i es divisible por 50
r <b-— Ax

De otra manera
r<r—-aq

O i <= O,

viejo nuevo

O <r'r

nuevo

ﬁ P— 5nuev0

5viejo

d<r+pd
l<i+1

Dados los términos A, b, un valor inicial x, un nUmero maximo de iteraciones i

max !

y una tolerancia de error ¢ <1.
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e EIl método del Gradiente Conjugado Precondicionado.

<0

r<b- Ax
deMr
O e =r'd
0 < Ontevo

Mientras i<i Y 9,
q< Ad

> g5, Hacer

uevo

Si i es divisible por 50
r<b-Ax
De otra manera

r<r-aq
seMTr
5viejo = 5nuevo
5nuevo — rTS
ﬂ — é‘nuevo

§viej0
d<s+pd
l<i+1

Dados los términos A, b, un valor inicial x, un precondicionador M (tal vez

implicitamente definido), un nimero méaximo de iteraciones i_., y una tolerancia de

max !
error e¢<1. La declaracion s<M™r implica que se debe aplicar el

precondicionador, el cual puede no estar en forma de matriz.
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4. El Precondicionador de Elemento a Elemento.

El concepto que es utilizado en una estrategia de precondicionamiento con
almacenamiento de Elemento a Elemento y una técnica de solucion iterativa, es que
se almacena solamente la informacion que es Unica, 0 no redundante, tanto para la
discretizacién de elementos finitos como para el precondicionador de Elemento a
Elemento. El objetivo de esta estrategia de almacenamiento elemental es el de
minimizar la informacién de la matriz que se debe almacenar. Asi se permite el
procesamiento de problemas de mayor escala, sin degradar el rendimiento
computacional del precondicionador de Elemento a Elemento o la técnica de solucion

iterativa.

Consideramos la solucidon del sistema n por n de ecuaciones lineales, Ax =b, donde

la matriz A es dispersa y estructurada de forma que se puede expresar como:

A=Y A (4.1)

Las matrices de los elementos de A son de bajo rango® cuando se expresa en el

sistema de coordenadas global, y son usualmente dispersas, de manera que sus
términos no nulos se representan como un bloque pequefio y denso, de la siguiente

forma:

16 Rango: nlimero de vectores linealmente independientes que constituyen la matriz.
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0 0 00
0 k -k 00
A=|0 —k k 0 0
0 0 0 00
0 0 0 0 0]

p
Una funcion f se puede decir que es parcialmente separable si f(x) = z fi(x) , donde
i=1

cada funcion f, tiene un subespacio grande e invariante.

Asumimos que A es una matriz grande, simétrica y definida positiva. La técnica de
solucion considerada es el Método del Gradiente Conjugado utilizando el

precondicionador de Elemento a Elemento, el cual fué introducido por [16] y [29].

Este precondicionador tiene unas caracteristicas importantes. Los cOmputos se
pueden realizar centrdndose en el elemento y la mayoria no necesita de ensamblaje

[9]. El objetivo del precondicionador es aproximar A a un bajo costo computacional.

Como estamos asumiendo que la matriz de elemento A tiene elementos no nulos en

solamente n; filas, podemos expresarla como:
A=CIATC (4.2)

Donde las filas de la matriz n, por n de conectividad C,, son simplemente las filas

de la matriz identidad n por n correspondientes a las variables usadas en el

elemento, y A® es una matriz n, por n, simétrica y densa.
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Esto es:

0 0 0 0
0 &k 0 0
LK —olkloo
A__klki A_ _II
0 0 0 0
0 0 0 0 0]
A =C]AC,
0 0 0 0 0] [0 0]
0 k -k 0 0| |10
k -kJ0 1 0 0 0
0 -k k 0 0|=/0 1
—k k |lo 0100
0 0 00/ |00
0 0 0 0 0] [0 O]

Por lo tanto la matriz de conectividad es:
01000
C =
00100
4.1 Precondicionador de Elemento a Elemento.

Asumiendo que A es definida positiva, podemos expresar A como:

p p

A= _lMi+Z_l:(A,—Mi):M+iZ::(A—Mi)

Donde:

Escuela de Ingenieria Mecanica 108
Bouzas, J. y Wallis, R. (2004). T.E.G.



Capitulo 4 Precondicionador de Elemento a Elemento

p
M; =diag(A) y M =>_M;.
i=1
Ahora, hagamos M = L,,L;, mediante la factorizacion de Cholesky"’. Nos queda L,

como una matriz diagonal. Entonces:

A:LM[HiL;(A_Mi)L;;jLL:LM(HiEijUM (4.3)

i=1
p n

Donde E; =Ly (A—M,;)L, . Utilizando la aproximacion I+> E ~][(1+E),
i i=1

obtenemos:

p

A=~ L, [J(1+E)L, (4.4)

i=1

Finalmente ensamblamos el Precondicionador de Elemento a Elemento:
p p 1
Pese = Ly H L H D, H LT LTM (4.5)

Donde los factores L, y D, vienen de la factorizacion LDL" de las matrices | +E;.

La eficiencia de este precondicionador depende de la particion de la matriz inicial y
de la magnitud de los elementos fuera de la diagonal en las matrices pertenecientes al
elemeto. La descomposicion de A no es Unica, asi que las diferentes
descomposiciones pueden alterar significativamente el rendimiento del

precondicionador.

1 Refiérase al anexo 2.
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En funcién de que queremos resolver eficientemente el sistema de ecuaciones

P.se X =Yy, sacamos provecho de la ecuacion (4.5). Podemos ordenar los elementos de

cualquier forma que elijamos.
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5. Implementacion.
A continuacion se describe la implementacion del algoritmo. En 1* lugar se

presentan las fases del mismo, seguida de su versién en lenguaje C.

5.1 Pseudo-cddigo.

Para la solucion del sistema lineal algebraico:

Ax=Db

Se siguen los siguientes pasos:
p’=r’=b— Ax°

Donde r° es el residuo o error para el primer intento x°. Se procede a realizar los

siguientes k pasos del proceso:

u* = Ap¥

T
()
af =———
K\ ok
() u
Xk+1:Xk+akpk

PR ek _ Ry

T
(rk+1) I,.k+1

()

pk+l — rk+l+ﬂkrk

p -
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Hasta que la diferencia entre x*** y x* es suficientemente pequefio. Donde u, p y r

son vectoresy a y S son escalares.

5.2 Implementacion en lenguaje C.

En el capitulo 3 se explico de forma detallada los métodos iterativos de
solucion de sistemas de ecuaciones. Uno de estos métodos fue llevado a lenguaje C
(Método del Gradiente Conjugado con Precondicionador de Elemento a Elemento) y
se implement6 al programa existente, el cual proviene del trabajo especial de grado
[13].

Para desarrollo del Método del Gradiente Conjugado con Precondicionador de
Elemento a Elemento en lenguaje C, se utilizd el pseudo-codigo anteriormente

descrito, quedando de la siguiente forma:

#define TOLCG 1.0E-5
#define MAXITER 1000

int ChekConv( real *oldx, real *newx, ent num );

void CGltera( real *b, real *Diago, real *s, real *gd,
real *gp, real *xnew, real *pmul, real *gx,
real *u, real *utemp, real *Im, ent nec,
ent nevab, ent NumEle, ent igln,ent nne )

int iters, converged,
ent i
real up, down, alfa, beta, ome;

cero( xnew, nec, CERO ); /* Llena el arreglo xnew con ceros */
cero( gd , nec, CERO);
cero(gp , nec, CERO);
cero( gx , nec, CERO);
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R invierta el precondicionador ---------------- */
for (1=1;1<=nec;it+)
{

Diago(i) = 1./ Diago(i);
gd(i) = Diago(i) * B(i);

gp(i) = gd(i);
[Femmmmeeeeeeee Ciclo iterativo principal--------------- */
iters = converged = 0;
do

{

iters++; printf(" Iteration No %3d\n", iters );

EnsamU( u, gp, pmul, utemp, s, Im, nec, NumEle, nne, igln, nevad );
[* Ensamble vector "u™ */

up =dotpro( b, gd, nec);
down = dotpro( gp, u, nec);
alfa = up / down;

for (i=1;i<=nec;i++)

xnew(i) = gx(i) + gp(i) * alfa;

b(i) =b(i) -u(i) *alfa;

gd(i) = Diago(i) * b(i);
}
ome = dotpro( b, gd, nec);
beta = ome/up;
vecaddscal( gp, gd, beta, nec);
converged = ChekConv( gx, xnew, nec );
veccopy( gx, Xnew, nec);

¥
while( (converged == 0) && (iters < MAXITER) );

veccopy( b, xnew, nec ); /*Almacena xnew en b*/

int ChekConv( real *oldx, real *newx, ent num ) /*Verifica si hay covergencia*/
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t
ent i;
int res=1;
real big = CERO;

for (i=0;i<num;i++)
if (fabs(newx[i]) > big ) big = fabs(newx[i]);

for (1=0;i<num;i++)
if (fabs( newx[i] - oldx[i] )/big > TOLCG ) res = 0;

return( res );

}

void EnsamU( real *u, real *gp, real *pmul, real *utemp, real *s, ent *Im,
ent nec, ent NumEle, ent nne, ent igln, ent nevab )
{

ent iel, i, j, k, indx;
real de[6];

cero( u, nec, 0.0);
for (iel = 1; iel <= NumEle; iel++)

MatrizE( iel, de);
ElemE( iel, de, TRUE );
#ifdef LMIJ
indx = 0;
for (i=1;i<=nne;i++)
{
for(j=1;j<=igln; j++)

indx++;

k= 1m(i.j);
#ifdef TESTIDCERO

if (k!=ICERO)
#endif

k
¥

#else
for (i=1;i<=nevab; i++)

{

pmul(indx) = gp(k);
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k =1m(i)
, pmul(i) = gp(k);
#endif

/[* Calcula utemp = s * pmul */

for (1=1;1<=nevab; i++)

utemp(i) = dotpro( pmul, &s(i,1), nevab );

#ifdef LMIJ

indx = 0;
for (1=1;i<=nne;i++)
{

for(j=1;j<=igln; j++)

indx++;
k = Im(i,j);
#ifdef TESTIDCERO
if (k!=ICERO)
#endif
u(k) = u(k) + utemp(indx);
}
}

#else
for (i=1;1<=nevab; it+)

k =1Im(i)
u(k) = u(k) + utemp(i);
}
#endif
}
}

/********************************************************************

/

Al finalizar el algoritmo, el arreglo “b” contiene a la solucion del sistema.
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6. Parte Experimental.
6.1 Factor de concentracion de esfuerzos.

Se tiene una placa delgada finita con agujero circular sometida a esfuerzos de
traccion. El objetivo es el de comparar el factor de concentracion de esfuerzos tedrico
para este tipo de disposicién experimental investigado y calculado por [30], con
aquellos factores resultantes del andlisis de elementos finitos. Aprovechando las
condiciones de simetria se procede a dividir la probeta en ocho elementos. Esto se
hace con la intencién de realizar un andlisis con un mayor nimero de elementos
manteniendo el mismo costo computacional de realizar un analisis a la probeta
completa. Este proceso lo Illamamos idealizacion de la probeta. En la Figura 6-1 se
muestra la disposicién de la probeta que se va a analizar. Los datos son:

P=9,5*10° N« 4 mm * 100 mm = 3,8*10" N

2

mm
W =100 mm

d =60 mm
h=4 mm

Figura 6-1 Disposicion de la probeta.

Escuela de Ingenieria Mecanica 116
Bouzas, J. y Wallis, R. (2004). T.E.G.



Capitulo 6 Parte experimental

Y las formulas de los factores de concentracién de esfuerzos:

O, .,
K =—m Factor de concentracion de esfuerzos.
Oy

o =£, Esfuerzo nominal.; A =(w—d)t
A

Introduciendo los datos, nos queda:

3,8*10"

0y =" =2,375*10" MPa|
(100-60)*4

En la Figura 6-2 se muestra la probeta idealizada, que se va a simular.

Figura 6-2 Probeta idealizada.

Debido a que el programa MefetGC carece de un médulo de pre-proceso, se

decidié realizar un mallado de forma manual. Regiones tridimensionales pueden ser
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efectivamente rellenados por elementos tetraédricos, pero la preparaciéon manual de
los datos se convierte en una tarea compleja. Para evitar esto, para regiones simples,
se hace méas facil dividir las regiones en bloques hexaédricos de ocho nodos [5].
Debido a la complejidad que representa realizar un mallado manual de muchos
elementos se decidio utilizar elementos hexaédricos de ocho nodos. ElI mallado
realizado se presenta en la Figura 6-3. Este mallado es de 144 nodos y resulta en 55
elementos. Este mallado es el utilizado en el MefetGC y Hexafron, que son los
programas que carecen de modulo de pre-proceso. Los programas Mechanical

Desktop y Visual Nastran 4D generan su propia malla de elementos tetraedricos.

Figura 6-3 Mallado realizado en forma manual de 144 nodos y 55 elementos.
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6.2 Procedimiento de validacion (Metodologia).

La metodologia fundamental consistio en resolver un problema cuya solucién
se ha obtenido por medios experimentales, y comparar los resultados obtenidos con el
programa elaborado. Adicionalmente se realizaron comparaciones con otros

programas:

e Mechanical Desktop (http://www.autodesk.com)

e Visual Nastran 4D (http://www.msc.com)

e Hexafron [5].

El proceso de validacién constdé de varios pasos generales, los cuales se

expondran detalladamente a continuacion.

Paso 1 (Eleccién de la probeta): Se realiza una escogencia de la probeta a usar, esto

consta del material a utilizar, el médulo de elasticidad (E), el médulo de Poisson (u)

las dimensiones de la pieza en milimetros y la carga que se ha de utilizar en el

problema.

Paso 2 (Calculo del esfuerzo nominal): Utilizando los datos del paso 1 se calcula el

esfuerzo nominal (o, )que se presenta en la probeta.

Paso 3 (Calculo del concentrador de esfuerzo): Los datos del paso 1 se introducen en

el programa Engineers Toolbox v2.0 obtenido de http://www.engineerstoolbox.com

dando el valor del concentrador de esfuerzo teorico K, .

Paso 4 (ldealizacion de la probeta): A la probeta se le determina los planos de

simetria y si posee alguno, se idealiza la probeta eliminando las partes simétricas
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repetidas y quedandonos con sélo un trozo de la probeta, con esto se pretende no
saturar la memoria del computador, pudiendo procesar un mayor ndmero de

elementos al mismo costo computacional.

Paso 5 (Mallado de la probeta idealizada en 3D): La probeta idealizada es llevada al
programa Autocad 2002, en el cual se dibujé un mallado de elementos cuadrilateros
en 3D realizado por nosotros, enumerando los nodos y los elementos para determinar

cuantos hay en la probeta.

Paso 6 (Coordenada de los nodos): Cada nodo se le busca su valor en (X,Y,Z) y son

colocados en un archivo de texto.

Paso 7 (Realizacion de un archivo de datos): Se coloca en la 1*® linea una variable de
entrada (1 6 0). Si es un 1 (uno), cuando se ejecute el programa apareceran los datos
del modelo en la pantalla, en la impresora o en el disco segun como se haga la
seleccion de la unidad de salida de resultados. Si es un O (cero), apareceran estos
valores cuando se esté corriendo el programa. Esta variable sirve para verificar si los
datos de entrada estan correctos, en la 2** linea se identifica el nombre del archivo, en
la 3°@ linea se le asigna un titulo al archivo, en la 4® linea se identifica el nimero de
dimensiones, namero de grados de libertad por nodos y el nimero de propiedades
donde para elasticidad lineal se le coloca 2 (dos) , para elasticidad no lineal el niamero
3 (tres) y para transferencia de calor el numero 5 (cinco), todos estos datos deben
tener un espacio entre ellos. En la 5 linea de forma similar que en la linea anterior se
debe identificar los valores de los siguientes datos, el nimero de nodo, el nimero de
elementos, el nimero de nodos cargados, el namero de nodo restringidos, el nimero
del material, el estado de orden de integracion, la escala, el namero de nodos por

elementos, en la 6® linea se le colocan las propiedades del los materiales, nimero del

material, el mddulo de elasticidad (E), el modulo de Poisson (u) seguidamente se
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colocan las coordenadas de los nodos (un nodo por linea) en la cual se coloca el
namero del nodo, las coordenadas del nodo, coordenada en X coordenada Y
coordenada Z (solo para caso tridimensional), después se coloca las conectividades de
los elementos la cual se identifica con un nimero entero, los nodos son colocados en
sentido anti-horario y después al material al que pertenece, a continuacion en las
siguientes lineas se colocan los nodos que posean alguna carga y por ultimo se
colocan los nodos que tienen restricciones siendo el cddigo el siguiente: O (cero)
direccion restringida y 1 (uno) direccion no restringida.

Paso 8 ( Ejecucion del programa): Para la ejecucion de programa MefetGC se utiliza
el archivo de datos realizado en el paso 14 y se ejecuta el programa, el cual nos dara
los esfuerzos que sufre la probeta debido a la carga que actla en ella, dentro de estos

esfuerzos de encuentra el esfuerzo méximo (o, ).

Paso 9 (Célculo del factor de concentrador de esfuerzo utilizando el esfuerzo maximo
obtenido a través del programa MefetGC): Con el valor el esfuerzo maximo (o, )
obtenido en el paso 15 y utilizando el valor del esfuerzo nominal obtenido en el paso

2 se realiza una pequefia operacion matematica y se obtiene el factor del concentrador

de esfuerzo (Kyefetge)-

Paso 10 (Dibujo de la probeta en el computador): Se dibuja la probeta idealizada en
el Mechanical Desktop utilizando los datos del paso 1.

Paso 11 (Utilizacion del Mechanical Desktop): Con el dibujo obtenido en el paso 4,

la carga o cargas que se han de utilizar en la probeta, el médulo de elasticidad (E) y el

maodulo de Poisson (u) del paso 1, se cargan estos datos en el modulo de andlisis de

elementos finitos del Mechanical Desktop, se restringe los movimientos que la

probeta no debe realizar y se ejecuta el programa.
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Paso 12 (Resultado del Mechanical Desktop): Cuando el programa termina la tarea

encomendada muestra los resultados en la pantalla del computador, donde de éstos

obtendremos el esfuerzo méaximo (o, ) que existe en la probeta.

Paso 13 (Caélculo del factor del concentrador de esfuerzos utilizando el esfuerzo

méaximo obtenido a través del Mechanical Desktop): Con el valor del esfuerzo

maximo (o, )obtenido en el paso 7 y utilizando el valor del esfuerzo nominal

(ao)del paso 2, se realiza una pequefia operacion matematica y de esta forma se

obtiene el valor del factor de concentrador de esfuerzo (Kwechanical Desktop)

Paso 14 (Utilizacion del Visual Nastran 4D): Se importa al Visual Nastran 4D el

dibujo realizado en el paso 5, se introducen las cargas a utilizar, el modulo de

elasticidad (E), el modulo de Poisson (u) del paso 1, se restringen los movimientos

que la probeta no debe realizar y se ejecuta el programa.

Paso 15 (Resultado del Visual Nastran 4D): Cuando el programa termina la tarea

encomendada, muestra los resultados en la pantalla del computador, donde de éstos

obtendremos el esfuerzo méaximo (o, ) que existe en la probeta.

Paso 16 (Caélculo del factor del concentrador de esfuerzos utilizando el esfuerzo

méaximo obtenido a través del Visual Nastran 4D). Con el valor del esfuerzo maximo

(0 ) Obtenido en el paso 10 y utilizando el valor del esfuerzo nominal (o, )del

paso 2, se realiza una pequefia operacion matematica y de esta forma se obtiene el

valor del factor de concentrador de esfuerzo (Kvisual Nastran)-
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Paso 17 (Ejecucion del programa Hexafron [5]): Para ejecutar este programa se
modifica el archivo de datos realizado en el paso 14 para cumplir con la estructura de

datos del Hexafron [5]. Se corre el programa, el cual dara los esfuerzos que sufre la

probeta, dentro de los cuales se encuentra el esfuerzo méximo (o, ).

Paso 18 (Calculo de factor de concentrador de esfuerzo utilizando el esfuerzo

méaximo obtenido del programa Hexafron [5]): Con el valor del esfuerzo maximo

(o) Obtenido en el paso 17 y utilizando el valor del esfuerzo nominal obtenido en

el paso 2 se realiza una pequefia operacion matematica y se obtiene el factor del

concentrador de esfuerzo (Kuexafron)-

Paso 19 (Analisis de los resultados obtenidos por lo programas utilizados
anteriormente): Se analizaran los resultados obtenidos por los diferentes programas
usados anteriormente, comparando los tipos de mallados obtenidos, su cantidad de
nodos, su cantidad de elementos y los resultados de los factores de concentracion de

esfuerzos.

6.3 Comparacion de los programas.

MefetGC:

El programa MefetGC fue desarrollado por [13] en lenguaje C. Tiene una estructura
de entrada y salida de datos por archivos de texto. Su utilizacién se limita a la
solucion de problemas estaticos en dos y tres dimensiones de elasticidad lineal, no
lineal y transferencia de calor. Utiliza el Método del Gradiente Conjugado con

precondicionador de Elemento a Elemento. Utiliza elementos tetraédricos y
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hexaédricos de cuatro, seis y ocho nodos. El pre-proceso (mallado) se debe realizar de
forma manual o utilizando un mallador externo y la entrada de datos se realiza en un
archivo de texto. La salida de datos es realizada por el programa también en un
archivo de texto. El post-proceso (visualizacion) se realiza también de forma manual
0 con un visualizador externo. No hace referencia al nimero méaximo de elementos

gue maneja.

Mechanical Desktop:

El Autodesk Mechanical Desktop 6.0 es un programa de disefio asistido por
computadora con una plataforma C.A.D. proveniente del Autodesk Autocad 2002.
Este programa posee un modulo de analisis por elementos finitos que se limita al
analisis estatico en dos y tres dimensiones de elasticidad lineal. No contempla cargas
dindmicas ni efectos por temperatura. Posee incorporado un mddulo de pre-proceso
(mallador) y post-proceso (visualizador). En el proceso divide el area en tridngulos y
luego aproxima la solucion utilizando interpolacion numérica polindmica. Se limita al
uso de elementos tipo triangulo (tridngulos de deformacion constante) de seis nodos.
El método de solucion utilizado es el propuesto por Robert D. Cook, Concept and
Applications of Finite Element Analysis, 1974, pag. 81-84. No hace referencia al

nimero maximo de elementos que maneja.

Visual Nastran 4D:

El MSC Visual Nastran 4D es un programa de simulacion de fendmenos fisicos que
tiene una plataforma propia similar a la plataforma C.A.D. Su mddulo de analisis de
elementos finitos abarca elasticidad lineal, h-adaptabilidad, pandeo, vibracion y

transferencia de calor en tres dimensiones. Contempla cargas estaticas y dindmicas.
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Posee incorporado un modulo de pre-proceso (mallador) y post-proceso
(visualizador). No hace referencia al tipo de elementos que utiliza. El calculo de los
esfuerzos lo realiza en cada nodo elemento a elemento. No hace referencia al nimero

maximo de elementos que maneja.

Hexafron [5]:

Es un programa realizado en lenguaje C. Tiene una estructura de entrada y salida de
datos muy similar al programa MefetGC. Su utilizacion se limita Gnicamente a la
solucion de problemas estaticos en tres dimensiones de elasticidad lineal. Utiliza el
metodo de solucion frontal, al cual se hace referencia en [5]. Se limita exclusivamente
a la utilizacion de elementos hexaédricos de ocho nodos. El pre-proceso (mallado) se
debe realizar de forma manual o utilizando un mallador externo y la entrada de datos
se realiza en un archivo de texto. La salida de datos es realizada por el programa
también en un archivo de texto. El post-proceso (visualizacién) se realiza también de
forma manual o con un visualizador externo. Fue creado por [5] y lo utilizan como
ejemplo préactico en su libro. No hace referencia al nUmero maximo de elementos que

maneja.

6.4 Resultados.

MefetGC:
Se realiz6 una corrida con 144 nodos y 55 elementos hexaédricos.

* 9
_4,94806*10 2083

O-max

k = =
MRS T oy, 2,375%10°
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Elemento 1

4,90472E+09

4,94806E+09

3,79375E+09

3,76507E+09

4,88937E+09

4,93388E+09

3,79889E+09

3,76933E+09

4,92551E+09

4,36908E+09

3,77831E+09

4,33303E+09

4,91094E+09

4,36501E+09

3,78325E+09

4,32795E+09

4,87852E+09

4,92205E+09

3,77170E+09

3,74312E+09

4,34572E+09

4,30955E+09

4,35008E+09

4,34565E+09

4,89950E+09

3,75643E+09

4,32674E+09

Max

4,94806E+09

Tabla 1 Resultados de los esfuerzos en el elemento 1 para el programa MefetGC. Se presenta el

esfuerzo maximo de Von Misses.
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Mechanical Desktop:

Se realizd una corrida con 6398 nodos y 24142 elementos tetraédricos.

* 9
) O _510735%10° 100,

MechanicalDesktop —
P o, 2,375*10°

Material:
Steel SAE 1045
Yield Foint: 344 74

YWon Mises )
w 1E+00% [M/mm 2]

max: 519735

4 39457
408747
AT003
425750
404575
3832
362027
3L0THS
319539
2.98:2595
27052
2558408
24564
EREENS
192076
1710852
149588
128344
107104
0.858%6
0aLa1z
043368
22124

000460

E
3

Figura 6-4 Resultados del programa Mechanical Desktop.
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Capitulo 6

Visual Nastran:

da con 37649 nodos y 22112 elementos. El programa no hace

0 una corri

Se realiz

referencia al tipo de elementos utilizados.

2,1727

5,1602125*10°

— Jmax

2,375*10°

Oy
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Figura 6-5 Resultados del programa Visual Nastran 4D.
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Hexafron [5]:

Se realizd una corrida con 144 nodos y 55 elementos hexaédricos.

* 9
kHexafron = Znex = ©.02130 12()) =2,535
o, 2,375*10

Elemento 1

6,02130E+09
3,20570E+09
4,59420E+09
1,44310E+09
3,23690E+09
1,61510E+09
6,86830E+08
9,73290E+08

Max
6,02130E+09

Tabla 2 Resultados de los esfuerzos en el elemento 1 para el programa Hexafron [5]. Se presenta el
esfuerzo méximo de Von Misses.
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K, _Teorico:

Se calcul6 a partir del siguiente programa:

S3TATTTIN
STEATEUY ATISumy

saogoeg AjTSUsqUI SS3I3%

S3030ed UOT3E

sTEATeuy anbTied 3ITTI-SS2315%

sTEATeuy anbTied 3ITT-UTEISS

2EZTE IUCE AT3SeTd

yMoIn yoean anbTaed

aTny S, ISUTH

SPTaTd juamaoeTdsTg pue ssa13g IeTnburs
SoTUEYDSE =anjoeld pue =nbroged
STOIJUOD PUE SoTAEWAJ
SATUBRYS3MW PTTOR

0°g uoisiap,
X000 Siaauibug

J240]d®] J9UIaJU] oS00 - U] ‘dseabu] coozZ-0002 (2) ybuido] - 'z uoisiog Hogjoo) siaaubu] m

Figura 6-6'® Programa Engineers Toolbox v2.0.

'8 Tomado de http://www.engineerstoolbox.com
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Resultando en un valor de: K, =2,1091

[H Stress Concentration Factors - Main i ) = II:IIEI

ETB Module Help

D@ +«» | $R2DQ0 |« EHBE x

I:! .
= ETB Stress Concentration Factors

Wearzion 1.1.2

Solution Type: Rectangular Memberwith a Central Circular Hale in Axial Tension

+ Circular Members
- Rectangular Members
+ Sguare Shoulder With Fillet

+ Double U-Motch F T 4 F

- Central Circular Hole i Wy @ d —r
Axial Tension
In-Plane Bending l =5
Out-0f-Plane Bending

+ Central Elliptical Hole t

+ Infiite Plates 5 — ¥ }
+

—  Results — Input Parameters

!2.1[!912EIE+E|E| Stress Kt Factor iEIZI Hole diameter, d
] 2.3T5e+04 Mominal Stress 11 oo BarWidth, W
!E.DDQ1EDE+DQ Maximum Stress 32 Bar Thickness, t

0000000000 Axial Force, P

. CALCULATE |  SHOW DATA |

EngineersToolbox Wersion 2.0 - Copyright () 2000-2003 Engrasp, Inc.

Warning: Applet Window

Figura 6-7*° Resultado del K, tedrico.

19 Tomado de http://www.engineerstoolbox.com
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Teniendo su justificacion en las siguientes ecuaciones:

e Placa plana con agujero circular sometido a tensién axial.

d , d dY dy dY dy
— <065: K, =30039-3.753 — |+7.9735( — | —9.2650 — | +1.8145) — | +2.9684| —
W W W W W W
d

3
—>065: K :2.0+[1.0—£j
W W

Las cuales fueron mejoradas a partir de la ecuacion de concentracion de esfuerzos

para placa plana finita con agujero, presentada por [32].
Estas ecuaciones son un ajuste de la curva mostrada en la Figura 6-8, tomada de [30].

El error se estimo de la siguiente forma:

%Error —‘Kt_—KX|*100
K

t

Donde K, es el valor tedrico y K, es el valor calculado por medio de los programas.

Para cada uno de los programas resultd un porcentaje de error. Se muestran a

continuacion:

2,083-2,1091]
WErTor, ec = | 51091 *100=1,23%

2,535-2,1091]

YEITror, o = | > 1091 *100 = 20,19%
2,1504-2,109

%ErrorMechanicaIDesktop = | 21091 1‘ *100 = 11 95%
2,1727-2,109

%ErrorVisualNastran4D = | 21091 1‘ *100 = 3’ 01%
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Figura 6-8° Curva del factor de concentracion de esfuerzos para placa finita con agujero circular

sometida a tension.

2 Tomado de [30]
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7. Analisis de resultados.

En la actualidad, la preferencia de la industria es que los resultados son
aceptables solo cuando estos han sido resueltos usando ciertos programas estandares
comerciales. Los programas comerciales manejan plataformas de entradas de datos
amigables al usuario, sin embargo no proveen informacién sobre las formulaciones y
métodos de solucion [5]. En nuestro caso pudimos corroborar esta afirmacion al
realizar el andlisis de los resultados. Los programas comerciales que utilizamos
fueron el Mechanical Desktop y Visual Nastran 4D, los cuales proporcionan
plataformas amigables al usuario, pero no dan informacién sobre las formulaciones y

métodos de ensamblaje y solucion.

El Método del Gradiente Conjugado con precondicionador de elemento a elemento
fue implementado en el programa Mefet, transformandolo en MefetGC. Este
programa fue el que obtuvo el menor error (1,23%). Este resultado se debe a una
combinacion de varios factores, como el uso del Método del Gradiente Conjugado, el
uso de elementos hexaédricos de ocho nodos, el uso de valores de doble precision
para la realizacion de todos los célculos, la reduccion del error acumulado al procesar
grandes filas y/o columnas y la utilizacion del precondicionador de elemento a

elemento. Esto optimiza el método de solucién haciéndo mas preciso el programa.

El programa comercial Mechanical Desktop obtuvo un mejor resultado con respecto
al Visual Nastran 4D. Obtuvo un resultado del 1,95% de error con respecto al valor
tedrico que posee la pieza. El programa provee informacion referente al libro del cual
implementaron el sistema de solucion (Robert D. Cook, Concept and Applications of
Finite Element Analysis, 1974), pero no provee informacion acerca del método de

resolucion implementado, ya que no se tiene a disposicion el codigo fuente. El
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programa informa que utiliza un mallado de elementos triangulares de deformacion

constante, con el cual logra optimizar el rendimiento del computador.

El programa comercial Visual Nastran 4D obtuvo un buen desempefio en los
resultados, dando un error del 3,01% con respecto al valor tedrico. En este programa
tampoco se pudo acceder a los cddigos fuente del programa, y no se provee

informacidn acerca del método de solucidn ni del tipo de elementos utilizados.

Se puede observar que el error obtenido en el programa Hexafron [5] es del 20,19%
con respecto al valor tedrico. Este resultado elevado nos indica que el mallado
utilizado en la discretizacién del dominio no fue el 6ptimo. Debido a que el programa
no posee un generador de malla como los paquetes comerciales usados, se emple6 la
misma malla que se uso en el programa MefetGC, la cual fue realizada manualmente.
También se debe tener en cuenta que este programa utiliza el método de solucion
frontal, el cual es una variacion del método de Gauss. Este método es menos preciso
que el Método del Gradiente Conjugado con el precondicionador de elemento a

elemento.

El esfuerzo de Von Misses es usado como un criterio para determinar la aparicion de

una falla en materiales ddctiles. Este criterio de falla establece que el esfuerzo de Von

Misses (o,,) debe ser menor que el esfuerzo de fluencia (o, )del material, por lo

tanto, es el mayor esfuerzo que aparece en el material. Se utilizd este esfuerzo para

acercarnos lo més posible al esfuerzo teorico.

El pre-proceso y el pos-proceso son parte fundamental para el andlisis por elemento
finito. El preprocesamiento implica la preparacion de datos, los cuales incluye las
coordenadas nodales, la conectividad, la informacion de las cargas que actGan sobre

la pieza, el material y las condiciones existentes. Por otro lado el posprocesamiento
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consiste en la presentacion de los resultados obtenidos por el procesamiento de los

datos.

Para problemas grandes el nimero de términos no nulos dentro del perfil de la matriz
de coeficientes es pequefio comparado con el numero de elementos nulos. Esto
sucede en mayor grado en problemas tridimensionales donde la altura de las
columnas puede ser de varios miles de términos entre las cuales menos de cien sean
no nulos antes de construir los factores triangulares (que rellenaran los elementos
nulos). En consecuencia, para este tipo de problemas seran, en general, los métodos
iterativos mas eficientes que la solucién directa. Las principales ventajas de la
iteracion son la reduccién del almacenamiento de la memoria central y la eliminacion
de la descomposicion triangular, que es la parte mas costosa de la solucion directa.
Por lo tanto en los métodos iterativos, se puede utilizar un mayor numero de

elementos al mismo costo computacional.
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8. Conclusiones.

La incorporacion del sistema de solucion de ecuaciones de alta capacidad al
programa Mefet, fue exitoso. Se aumentd la capacidad del programa para resolver

problemas en los cuales el tamafio de la malla es grande.

Se recopild la informaciéon sobre los algoritmos de solucion del sistema de ecuaciones
generado en la formulacion del Método de los Elementos Finitos y los algoritmos de
solucion basados en el Método del Gradiente Conjugado, en problemas de Elasticidad

Lineal.

Se implement6 la biblioteca de funciones, en la cual se aplicaron las técnicas

mencionadas, y se acoplé la biblioteca al programa ya existente.

Se realiz6 la validacion del programa MefetGC utilizando un problema de solucion
conocida y se realizé la comparacion con programas comerciales como el Mechanical

Desktop y el Visual Nastran 4D.

El método de solucién incorporada al programa MefetGC posee un alto rendimiento
y precision. Tan solo produjo un 1,23% de error con respecto al valor tedrico,
manejando un numero relativamente bajo de elementos (55 elementos) con respecto a
los programas comerciales con los cuales se realizé la comparacion. Los programas
comerciales produjeron un mayor porcentaje de error utilizando un mayor nimero de

elementos.
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9. Recomendaciones.

e Creacion e implementacion de un mallador para el programa de MefetGC.

e Creacién e implementacion de un visualizador de resultados.

e Reestructurar el programa MefetGC en su mddulo de 2D.

e Creacidn de un laboratorio de simulacion para el desarrollo de préacticas de
laboratorio de las materias Mecanica de Solidos, Disefio Il y Disefio IlI
empleando el programa MefetGC.

e Realizar mas trabajos de investigacion y desarrollo de tecnologias propias en
la Escuela de Ingenieria Mecanica de la Universidad Central de Venezuela.

e Se recomienda para futuros trabajos con el programa MefetGC, el estudio de
modelos constituidos por materiales anisotrépicos.

e Para realizar el andlisis de modelos muchos més complejos se recomienda
implementar técnicas de paralelizacion en el programa MefetGC.

e Realizar un trabajo dedicado basicamente a probar y medir el rendimiento del
programa MefetGC, con un banco de pruebas mucho méas extenso. Esta
medicién del rendimiento escap6 a los alcances de nuestro trabajo.
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A. Matrices Dispersas (Tipo Sparse).

Las discretizaciones de las Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales
tipicamente nos llevan a matrices grandes y dispersas. Se define como matriz
dispersa, de una manera informal, como una matriz que tiene muy pocas entradas no
nulas. Pero en forma practica, una matriz puede ser catalogada como dispersa cuando
técnicas especiales pueden ser utilizadas para tomar ventaja de su gran cantidad de
elementos nulos y su ubicacion. Estas técnicas para matrices dispersas provienen de
la idea de que los elementos nulos no necesitan ser almacenados. Uno de los puntos
claves es definir estructuras de datos para estas matrices que sean adecuadas para la

implementacidn eficiente de métodos de solucion, tanto iterativos como directos.

A.1 Matrices Dispersas.

Existen dos tipos esenciales de matrices dispersas, las estructuradas y las no

estructuradas.

Una matriz estructurada es una en la que sus entradas no nulas forman un patrén
regular, regularmente sucede en un pequefio nimero de diagonales. Alternativamente,
los elementos no nulos se encuentran en forma de blogques (submatrices densas) del
mismo tamafio, los cuales forman un patron regular, tipicamente a lo largo de un

pequefio nimero de diagonales (en forma de bloque).

Una matriz no estructurada es una en la que sus entradas no nulas son localizadas en

forma irregular.
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La diferencia entre estos dos tipos de matrices no afecta significativamente los
métodos de solucion directos. Pero esta distincion si es importante en métodos
iterativos. En estos métodos, una de las operaciones esenciales son los productos
entre matrices y vectores. El rendimiento de estas operaciones puede diferir
significativamente en computadores, dependiendo de si son estructuradas o no

estructuradas.

@
@ ° 7 "
1 % 2 % 3 % R X 5
:H:__ INEERE EREEE
1 IERERE
in + + b + | +H .
HH  H H
e - - + -
(b)
("

(c)

Figura A-0-1?' Patron general. Cada cuadro oscurecido representa un coeficiente o submatriz si mas
de una cantidad esta siendo considerada en los nodos.

2 Tomado de [43]
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B. Factorizacion de Cholesky.

La Factorizacion de Cholesky es un método que se basa en otro tipo de
descomposiciéon de la matriz del sistema. Sabiendo que una matriz Hermitica® y
definida positiva tiene sus autovalores reales positivos, y que en la Factorizacion LU

todos los pivotes son reales positivos.

Por ende toda matriz A hermitica y definida positiva puede ser decompuesta de la

forma A=BB", siendo B una matriz triangular inferior.

1 U, U, Uy,
A: |21 0 u22 u2n
L 1110 0 Unn |
1 0lfu, O 011 u, U,
A L, 1 0| 0 wu, 00 1 Uy,
0, 1, 10 o0 u, |0 0 1
fu, O 0
0 u 0
A=L| . 7 R
0 0 ... u,
Ju. 0 .. 0 |[Ju, o ... 0]
P I R R
0 0 Upp 0 0 Uy, |
22 Refiérase al Anexo D.
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Donde B es una matriz triangular inferior

u, 0 ... O
p=L| 0 V= - O
| 0 0 ... Uy |

y C es una matriz triangular superior.

Ju. 0 .. 0
co| 0 Wm0

0 0 .. Ju,|

Como la matriz A es Hermitica, BC=A=A"=B"C" por lo que (C")_l B=BC'y

sabiendo que (C")_l B es la matriz triangular inferior y B'C™" es la matriz triangular

superior, ambas deben ser diagonales.

Por otra parte:

B=LD

C=DR

C'=R'D"=R'D
* -1 — D—l(R* -1
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Como las matrices lineales conmutan:

1

(c)'B=D'D(R") L=(R") "L

. L o o .
Siendo (R ) L una matriz triangular inferior, la cual posee unos en su diagonal

principal y (C*)fl B una matriz diagonal, podemos asegurar que (R*)f1 L=1, por

tanto R*=L. Ademas,B’C' =1, por lo que C=B", por ende A=BB" donde
B=LD.

La unicidad de las matrices L Y U implica la unicidad de la matriz [B]y, por lo tanto,

ésta puede ser calculada por un método directo.

Teorema.

“Una matriz hermitica y regular A es definida positiva si, y solo si admite la

factorizacion de Cholesky.”

Si A admite la factorizacion de Cholesky entonces A= BB". Por lo tanto:
A=(BB") =BB'=A

Donde A es Hermitica y para cualquier vector X no nulo es:

>0

X' AX = X"BB"X :(B*x)*(B*x) :‘ B*X
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Siendo B*x =0 pero al ser B*regular (si no lo fuese tampoco lo seria Aen contra de
la hipotesis) B*x =0= x=0 en contra de la hipdtesis que x no es el vector nulo. Se

tiene pues que x*Ax >0 para cualquier vector x no nulo, es decir, A es definida

positiva.
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C. NUmero de Condicion.

C.1 Condicionamiento de un sistema.

Un sistema de ecuaciones lineales Ax=Db se dice que se encuentra bien
condicionado cuando los errores cometidos en la matriz A y del vector b produce
una solucion con un error del mismo orden. En cambio diremos que el sistema esta
mal condicionado cuando produce un error en la solucion de orden superior a la de

los datos de entrada.

Podremos decir si:
pA]<c
-5l

El sistema se encuentra bien condicionado cuando HX—;H'—“E y estara mal

condicionado cuando Hx—?” >> ¢ . Esto se puede ver claramente en un sistema de

orden dos, en el cual la solucion es representada por el punto de interseccion de
ambas rectas en el plano. Un pequefio error en la pendiente de una de ellas puede
hacer que dicho punto de corte se desplace solo un poco o una distancia considerable
(ver Figura C-0-1), lo cual puede determinar si el sistema estda bien o mal

condicionado.
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; d 2

Sistema bien condicionados

-2

Sistema mal condicionado

Figura C-0-1 Sistema bien condicionado y sistema mal condicionado.

Siguiendo con el ejemplo anterior, podemos ver que el sistema se encuentra mal

condicionado cuando las pendientes de las rectas son similares, mientras que el

sistema se encuentra mejor condicionado cuando las rectas son mas ortogonales.

Ejemplo.

Se tiene el siguiente sistema:

3x+4y="7

3y +4,00001y = 7,00001

Posee la siguiente solucion:
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NUmero de Condicién

Suponiendo que se comete un pequefio error en lo datos de entrada, obteniendo el

siguiente sistema.

3X+4y="7
3x+3,99999y = 7,00004

Obteniendo la siguiente solucion:

A

Con lo que podemos ver que el sistema esta mal condicionado, pero si a la segunda

ecuacion la sustituimos por la que resulta de sumarle la primera multiplicada por (-

1,0000016) y la ecuacién resultante se multiplica por (1.10°% y se divide por (-1,2) el

sistema nos queda de la siguiente forma:

3X+4y=7
4x+3y =1

El cual tiene la siguiente solucion:

Siendo éste un sistema bien condicionado.
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Anexo C NUmero de Condicién

C.2 NUmero de condicién de una matriz.

El estudio del condicionamiento de un sistema se realiza a través del nimero

de condicion, el cual se denota por k(A) . Donde A es una matriz cuadrada y regular.
-1
(A=A ]a°]

Ya que en la practica el calculo de la matriz inversa A 'es un proceso largo, lo que se

hace es buscar la cota del nUmero de condicion.
(A = Al [A] <[

Donde k es una cota de la norma de la matriz inversa.

Si |I - A| <1, entonces HA‘lu < "] . En efecto:
1-1-Af

AA" =
[1-(1-A)]A* =1
AT—(1-AA" =1
At=1(1-AA"
A=A fa -] - Al
SRR
afr-Apaf <l

LN

gl
A
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Anexo C NUmero de Condicién

Es decir:

']
k(A)<||Al.k con k=—7""—

Se debe tener cuidado con esta acotacion ya que si tenemos una matriz regular, que

estd muy cercana de ser singular, es decir con det(A)=0, entonces A tiene un
autovalor proximo a cero. Por lo que la matriz 1 — A tiene un autovalor proximoaly

sera el mayor de todos. En este caso ||| — A =1, por lo que k — o y darfa lugar a un

falso condicionamiento.

Ejemplo.
Dado el siguiente sistema:

3X+4y=7
3x+4,00001y = 7,00001

Se tiene que:

3 4
A= ( j — det(A) = 0,00003

34,0001
a1 4,00001 -4
©0,00003( -3 3

Utilizando la norma infinito |A| = maxzn:|aij| se tiene que:
=L
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|A|, =7,00001 5
H A_lu ~8,00001 =K, (A) :?105 >1,8.10°
= 0,00003

Se puede ver que el sistema esta mal condicionado.
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D. Matriz Hermitica.

Por definicién una matriz se llama normal si se puede conmutar con su

transpuesta conjugada. Esto es si se satisface la relacion:
A“A: AA||

Recordemos del capitulo 4 la ecuacion (3.16), que nos definia que dos vectores d(i) y
d(j) son conjugados si:

T _
diyAdyj) =0

Una propiedad resultante de esta relacion es que si una matriz normal es triangular,
entonces es una matriz diagonal. En consecuencia, una matriz es normal si, y solo si,

es unitariamente similar a la matriz diagonal.

Una matriz unitaria se define como Q"Q =1. Una matriz unitaria Q es una matriz

cuya inversa es su transpuesta conjugada Q" , de forma que:
Q||Q=1 BN Q—1=QI|
Una matriz Q que cumple que Q"Q sea diagonal se le llama matriz ortogonal.

Se puede decir inclusive que una matriz A es normal si, y s6lo si, cada uno de sus

autovectores son también autovectores de A" .
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Las matrices Hermiticas son aquellas matrices normales cuyos autovectores son

reales o, €R. Se define como A" = A. Cualquier matriz Hermitica es similar

unitariamente a una matriz diagonal real.
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