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Introduccion

Los splines son secciones de curvas o superficies conectadas con cierto grado
de suavidad y que en general sirven para aproximar objetos geométricos.
En el area de modelacion geométrica se usan para construir graficos en 2D
y 3D, animaciones, ondas de audio y otros. Los splines se construyen prin-
cipalmente, uniendo segmentos de curvas 6 superficies. En el caso que los
splines son formados por funciones polindmicas, se les asigna un grado de
acuerdo al maximo grado de los polinomios utilizados.

Una caracteristica de los splines polinémicas es que las expresiones alge-
braicas que los representan son bastante sencillas y de facil manipulacion.
Sobre un splines se definen asas de control tales como: interpolacién, tangen-
cia, curvatura, orden de conexion, las cuales permiten manipular su forma
Geométrica. Estas asas se vinculan con las expresiones algebraicas de los
segmentos asociados al splines.

En particular los spline pueden formarse con dos segmentos de superficies
tubulares, generadas por la envolvente de una familia monoparamétrica de
esferas. Este tipo de superficies son de las principales primitivas geométri-
cas usadas en la modelacién de estructuras tubulares de radio constante o
variable y de conexién suave. Estas superficies han sido estudiadas por im-
portantes gedmetras en el area de C.A.G.D (Computer Aided Geometric
Design) durante los ltimos 20 afos, cabe destacar a W. Boehm, Pottman,
Larry Schumaker, entre otros. Diversos modelos mateméticos se emplean
para la construccion los spline tubulares, por ejemplo: el modelo propuesto
por Dan Pedoe, el modelo de Moebiiis y el modelo de Laguerre. En este
trabajo se emplea el modelo propuesto por Dan Pedoe el cual establece una
correspondencia biyectiva entre puntos y rectas que yacen en el exterior de
una cuddrica R*, y esferas, circulos y/o puntos en el espacio 3D.

El presente trabajo en estda orientado al diseno de splines tubulares de
radio variable a partir de una conica de Lagrange. Los splines tubulares
tienen propiedades tales como: continuidad, interpolacién, conexién G* (con-
tinuidad de los planos tangentes a lo largo del circulo de contacto) y ademas
cada segmento de superficie estd dado por una ecuacién algebraica de grado
cuatro muy sencilla y se puede controlar localmente la dilatacion 6 contrac-
cion de todo segmento.

La utilidad de un spline de este tipo reside en que se posibilita la construccién
de un tubo por defecto, el cual permite su facil manipulacién.

Por otro lado, cada superficie tubular generada por la envolvente de una
familia de esferas dada por la correspondencia de una cénica a través del
modelo de Pedoe, tiene asociada una familia de circulos cuyos centros for-
man una cénica de Lagrange de grado 4. Este trabajo tiene como objetivo
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secundario el cédlculo de la expresion algebraica de dicha curva, ademas de
lograr su representacién en términos de los polinomios de Lagrange.



Capitulo 1

Curvas de Lagrange

1.1. Los polinomios de Lagrange

Sean >0y P =/{ty,t,...,t,} una particién del intervalo [t,,t,] se define
un polinomio de Lagrange mediante la expresion:
no (=t
i ijo,zij( J) (11)

Z?( ) Bl H;L:O,i;éj (ti - tj)

dondei=0...n

1.1.1. Propiedades

1. Los polinomios de Lagrange forman una base para los polinomios de
grado menor o igual que n.

. 0 si i
2 li(tﬂ‘):{l si i=j

3. Los polinomios de Lagrange son una particiéon de la unidad.

izm —1

1.2. Curvas de Lagrange Polinomial.

De la propiedad (1) de la seccién 1.1 se tiene que toda curva polinomial
puede escribirse en términos de la base de Lagrange. En orden con esto,
una curva de Lagrange es un segmento de curva polinomial expresada en
términos de los polinomios de Lagrange.



Definicién 1.2.1. Una curva de Lagrange de grado n, se expresa como la
combinacion lineal de los polinomios de Lagrange, donde las coordenadas de
los puntos Py, Py, ..., P, € R™ son los coeficientes.

L =3 P

Se observa claramente que la curva depende unicamente de los coeficientes
Py, Py, ..., P,, los cuales son llamados puntos de control, o de interpolacion,
al ser modificado cualquiera de estos puntos, la curva cambiard su forma
geométrica. La figura 1.1 muestra el cambio de la curva al mover el punto
P, para una curva de grado n=2.

P1 - Pl

Figura 1.1: Cambio de la curva al mover el punto P;. Caso n = 2

1.3. Curvas Racionales de Lagrange

Aun cuando los puntos de control permiten un gran manejo de la forma
geométrica de la curva, es posible manipularla sin modificar los puntos de
control. Para lograr esto se introduce el concepto de curva racional de La-
grange dado por la siguiente expresion:

Definicién 1.3.1. Una curva racional de Lagrange de grado n estd dada
por la expresion.

oo Pl (t
L(t) — Zz:noa nz ( ) (12)
>ico Qili' (1)
donde «; son escalares i =0, ...,n denominados pesos.



La ventaja de estas curvas es que, al variar los pesos «; podemos controlar
la forma geométrica de la curva sin necesidad de alterar los puntos de in-
terpolacion. En la figura 1.2, se ilustra como varia la forma de la curva al
cambiar el peso aq, paran =2y m = 2.

P

Figura 1.2: Curva Racional de Lagrange de grado n = 2.

1.3.1. Propiedades de las curvas de Lagrange

1. La curva de Lagrange interpola todos sus puntos de control esto es
L(t;) = P;.

2. La curva de Lagrange L(t) depende tinicamente de sus puntos de con-
trol P; y sus pesos «;.

3. La derivada de L(t) esta dada por:

L (t) _ Z?:O aiPil;’(t) Z?:o aili(t) - Z?:O OéiPili(t) Z?:O Oéil;(t)
(D i uili(t))?

Si evaluamos esta expresion sobre los puntos de control tenemos que;

L'(t;) = (i aiPily(t))ay ;2ajpj(2;;0 al(1))

Para j =0,1,....,n

Ahora veamos que ocurre en los extremos de la derivada de la cur-
va de grado n=2. Evaluando en %y, t; y t5 obtenemos las siguientes
expresiones;

a1 a9 s

L'(ty) = (to)(P1 — Pg) + a—lg(to)(P2 —Py) (1.3)

—1,
(&%)
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L'(t) = =20(t)(Po = Py) + Z0(0)(P =Py (L4)
L'(ty) = %lé(tz)(Pz —Py) + %l;(tz)(Pz —Py) (1.5)

Estas dos ecuaciones representan los vectores directores de las rectas
tangentes a la curva en cada uno de sus extremos. Se hace especial énfa-
sis es estas expresiones, porque seran usadas para la construccion de
un spline cénico de Lagrange de clase G, lo que significa continuidad
de las rectas tangentes.

1.4. Algoritmo de Aitkens para curvas poli-
nomiales

El algoritmo de Aitkens es utilizado para obtener los puntos que yacen sobre
una curva de Lagrange. Este algoritmo consiste en una secuencia de combi-
naciones baricéntricas que se hacen a partir de los puntos de control, para
un valor fijo del parametro t.

PT(t):(ti"H—_t)PT_l(t)_’_(t_—ti)Prf%t)’ {7“_1,...,71

(tigr —t;)  H1 i=0,...,n—r
(1.6)

Los puntos intermedios Pf del algoritmo de Aitkens pueden ser ordenados
en una matriz triangular inferior de la siguiente manera:

P) (1.7)
P} P

P) P P}

Pg P?z—l Pi—z Pg



Figura 1.3: Curva Racional de Lagrange de grado n = 2.

1.4.1. Forma racional del Algoritmo de Aitkens

Si se quiere evaluar una curva racional de Lagrange e incluir los pesos, se
debe emplear la siguiente relacién de recurrencia.

ticy — 1 r—l t—t;) ot =1,...,
Pr(t) _ ( + ) Pz—l Qa; (t)—i— ( ) Qa; P:;117 7” n
(tigr — i) a; (tigqr — ;) =

(ter =) ey (1)

Q (tigr — i) (tigr —t;)

1.5. Spline cénico de Lagrange

En general se entiende por spline cénico la uniéon de uno o mas segmentos de
curvas conectados con cierto grado de suavidad, si dichos segmentos estan
definidos por 1.2 decimos que el spline cénico es de Lagrange.

1.5.1. Conexién de clase G" y G'!

Sean L; y Ly dos curvas de Lagrange de grado 2 donde sus pares de control
se denotan por:

L : {(Ploaalo), (Pn,an)y (P1270412)}
Ly : {(P20;Oé20), (P217a21)7 (P2270422)}
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Al conectar estas curvas P1; = Py sin tener alguna condicién adicional,
el spline en general es llamado de clase G°, sin embargo si se quiere que la
conexion tenga algin grado de suavidad, es necesario agregar condiciones
adicionales sobre los pares de control de ambas curvas. En la Figura 1.4 se
muestra un Spline de clase G° en el punto de conexion.

Figura 1.4: fig: Conexién de clase G° que carece de suavidad.

Ahora bien, si adicionalmente las curvas L; y Lo tienen la misma recta
tangente en el punto de conexién, entonces el spline es de clase G'!. Para
que esta condicién se cumpla se debe elegir el punto P, tal que satisfaga la
siguiente igualdad;

L\ (ty) = MLy(ts) , para X € R — {0} donde t, = ts

Usando las expresiones 1.3 y 1.5 y despejando la ecuacion, se consigue la
siguiente expresion para Po; en funcion del pardmetro A y de los pares de
control restantes, se obtiene que:

o «
Py, =P, + 4;221 (Pos — Pyo) + 4@211;12 (a10(P1o — P12)
+4a11 (P11 — Py2))A (1.9)

Esta expresion representa una recta de pardametro A, que define el conjunto
de puntos vélidos para la contruccién del spline de clase G*. En la Figura 1.5
se muestra la familia de curvas que se pueden obtener al variar el parametro
)\, despejando ﬁJO (P107 Oélo), (PH, 0411)7 (Plg, 0612> y (PQQ, 0622).

1.6. Spline de superficies

Un spline de superficies es la conexion de dos o mas segmentos de superficies

conectadas a través de una curva comun. Para que un spline de superficies
11



Figura 1.5: Spline de clase G' y diferentes puntos Ps;.

sea de clase G, el plano tangente en cada punto de la curva de conexién debe
ser el mismo en ambos segmentos de superficies. En el capitulo 3 utilizaremos
este concepto para el diseno de un spline tubular.
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1.7. Envolvente de una familia monoparamétri-
ca de superficies

Definicién 1.7.1. Sea S la envolvente de M, una familia monoparamétrica
de superficies:

M, = {(z,y,2) € R’,s € R/F(z,y,2,5) = 0}

entonces F' satisface las siguientes ecuaciones:

F(z,y,2z,8) =0
L FRenan Dy (110

donde Fy es la derivada parcial de ' con respecto a s.

Ejemplos 1.7.2. Considerese la familia de esferas:
MS = {(a:,y,z) ER373 € R/<x_5>2+y2+22 — S :0}

entonces el sistema a resolver es:

F(z,y,z,8): (x — s+ 9>+ 22 —s=0
Fyz,y,2z,8): =2(x —s)—1=0

Aplicando la teoria de resultante de Silvester, se elimina el parametro s y
se obtiene la solucion del sistema anterior, S : 4y?> + 42> —4r —1 =0 la
cual representa la envolvente para esta familia de esferas. En la Figura 1.6
se muestra la familia My y su envolvente.

Figura 1.6: Envolvente de M;.

13



Capitulo 2

Modelo de Dan Pedoe.

En este capitulo se explica el modelo de Pedoe generalizado en R*, el cual es-
tablece una correspondencia biyectiva entre diferentes objetos matematicos
tales como, puntos, rectas y cénicas de Lagrange que yacen en R*, con es-
feras, puntos y superficies envolventes de esferas, en R?, respectivamente.

2.1. Division Armodnica.

Dados cuatro puntos colineales P,Q,P’ y (), la divisién arménica consiste
en dividir un segmento interna y externamente por un mismo factor de
proporcionalidad k.

Se dice que Q y @' dividen arménicamente al segmento PP’ si se verifica
que:

P (ﬂ] P’ (gr
PG PQ
re _re (2.1)
QP/ Q/P/

Si los pares de puntos @, @', dividen arménicamente al segmento PP’ en-
tonces diremos que P es arménico conjugado del punto P’, con respecto al
segmento @ Q'. Esto significa que es una relacién simétrica, es decir P’ es
armoénico conjugado de P.

De 2.1 se deduce que, si Py P’ son arménicos conjugados, resulta:

P+kP ., P—kP

= k # +£1 2.2
e % 22)

Q=

14



Definicién 2.1.1. Denotamos por:

U= {(z,y,2,w) ER*|2* +y* + 2> —w=0}. (2.3)
Ut ={(z,y,z,w) ER*|2? + 9>+ 22 —w>0}. (2.4)
U™ ={(2,y,z,w) ER*| 2>+ + 22 —w<0}. (2.5)

Considerese P = (zp,yp, zp, wp) un punto fijoen ¥ y P’ = (z,y, z,w) un
punto cualquiera de R*, L una recta que pasa por P, P’y Q, Q' los puntos
de interseccion de L con ¥ . Vease la Figura 2.1.

Figura 2.1: Paraboloide W.

La recta L se puede parametrizar en términos de la razén de los puntos P
y P’ por lo tanto:
Sustituyendo en la expresion de ¥, resulta:

xp + kx 2+ yp + ky 2+ zp + kz 2_ wp + kw ~0
1+k 1+k 1+k 1+k )

Desarrollando la ecuacién y ordenando como un polinomio de variable k
resulta la siguiente ecuacién de segundo grado.

(@ +y° + 22 —w)k®* + Qeap+2yyp +222p —wp —w)k+2p> +yp’+
Zp2 —Wp = 0 (26)

Si @ y Q' son armonicos conjugados respecto a Py P’ se tiene que:
15



(B + v+ 22 —wk®> — 2zap+2yyp+222p —wp —w)k +xp° + yp’+
Zp2 — wp = 0 (27)

Entonces, sumando las ecuaciones 2.6 y 2.7 se tiene obtiene la expresion.

[p:2zxxp+2yyp+222p —wp—w=0 (2.8)

Que representa un 3-plano en R*, es llamado 3-plano polar de P y contiene
a todos los puntos armoénicos conjugados de P respecto a W.

Definicién 2.1.2. Dado un punto P € U+ El 8-plano polar asociado a
P wviene dado por la ecuacion:

Hp:2zxp+2yyp+222p —wp —w =20

Proposicién 2.1.3. Dado un punto P € U™,
(i) Up N U £ 0.

(i) La proyeccion ortogonal de I1, NV, es una esfera de radio \/ﬁp +yd + 2% —wp

y centro (xp, yp, 2p).

Demostracion: Sea P € Ut esto indica que xp? + yp? + zp% — wp > 0,
y supongamos que II, N ¥ = (.

(7) Sea Py la proyeccién ortogonal en el plano Il1p, del punto P, esto es:
Pu = (xp,yp, zp, 20p> + 2yp> + 22p> —wp) € Ilp
Por hipétesis Py € Ut y IIp N ¥ = () de aqui, se tiene que,
xp? +yp? + zp® — (22p* + 2yp® + 22p% — wp) > 0

Por lo tanto sabiendo que si P € Ut IIp N ¥ # (), calculamos la
proyeccién sobre el 3-plano w = 0 = —xp? — yp? — zp? +wp > 0, lo
que contradice que P € U, .

(i) Sea v = (x,y, 2z, w) un punto cualquiera de R?*, si v € lIp N ¥ se tiene
que:

{ 2xxp +2yyp +2zz2p —wp —w =0 (2.9)

4+ + 2 —w=0
16



Despejando la variable w de la primera ecuacién y sustituyendo en la
segunda se tiene que:

v+ + 2% — 2xap — 2yyp — 222p + wp = 0. (2.10)

Completando cuadrados se obtiene la siguiente expresion:

2

(x—ap)’+(y—yp)’ + (2 —zp)’ =ap +yp +2p —wp  (2.11)

Como P = (zp,yp,zp,wp) € W' entonces z% + y% + 2% — wp > 0,
por lo tanto la ecuacién representa una esfera en R? de radio

\/x?g—kyl%%—z]% —wp y centro (xp, yp, 2p)

Por otro lado, si P € ¥ entonces 2% +y%+ 25 —wp = 0 por lo tanto, de 2.11
se tiene que, la correspondencia del punto P es la proyeccion de si mismo
en R3.

Por ende se concluye que el modelo de Pedoe permite establecer una biyec-
cién entre los puntos de ¥ U ¥ y los puntos y esferas de R3.

OJ

2.2. Angulo de intersecciéon entre dos esferas.

Definicién 2.2.1. La ecuacion normal de una esfera con centro en (xe, Ye, 2c)
y radio, R = /22 + y2 + 22 — w,, con w, < z + y? + 22 estd dada por la
ETPTESION.

B(x,y,2): 2® + 4>+ 2* = 21 — 290 — 2z, + we = 0 (2.12)

Sean £, y E, dos esferas con dadas en forma normal.

{ Ey(z,y,2) 1 2 +y° + 22 — 22, — 2y, — 2, + w, = 0 (2.13)

Ez,y,2): 2 + 9y + 22 — 22, — 2y, — 2z, + w, = 0

Seaa € E,y E,, y denotese a C,, y C; los centros de £, y I, respectivamente.
Por la ley del coseno tenemos que;

‘Cqu’2 = ‘CPA‘2 + ’CqA‘z -2 ‘CPA‘ |CqA’ cos(f)
donde.
|OpA| = Rp
|CAl = R,

|Oqu|2 = (xp - xq)2 + (yp - yq)2 + (Zp - Zq)2
17



CLA| =2+ 42+ 22 —w, = R,
|CLA| = 22 + 42 + 2] —w, = Ry
20,00+ 2y, Yq+22,20—wy —wy,=2R, R, cos(0)

20,0 g+ 2Ypyqt+22p2— Wy —wy

cos(0) = SR R
pltq

(2.14)

Corolario 2.2.2. Dos esferas son ortogonales si y solo si, sus correspon-
dientes puntos en R* son armdnicos conjugados respecto a V.

A continuacion se define el producto interno de esferas:
Definicién 2.2.3. Sean Ep y Eg dos esferas como las dadas en la definicion
2.13, el producto interno entre esferas se define como:

1
[Ep - Eq| = E[prmQ—i-Zypr—i—QszQ — wp — wg|

1
= §[R§3 + R} — D?] (2.15)
donde D es la distancia entre sus centros.

Propiedades:

= Si Ep es tangente a Eg entonces, [Ep- Eq] = 3[Rb+ Ry — (Rp+Rq)?],
donde [Ep - Eg]l = —Rp Rg

» Si Ep es secante a E entonces, [Ep - Eg| = Rp R cos(#), donde 0 es
el angulo de interseccién entre las esferas.

Si Ep y Eq son concéntricas entonces, [Ep - Eg| = 3[R} + Rp).

Si Ep = Eg entonces, [Ep - Eg] = R%.

Si Ep es ortogonal a Eg entonces, [Ep - Eg| = 0.

2.3. Correspondencia de rectas en R’ y haces
de esferas.

Sea Lap € R* una recta parametrizada por:
Lag(t)=(B—A)t+ A

donde A= (2 4,y 4,24,wa)y B=(TB,YB,2B,WB).
Por la proposicién 2.1.3 Dicha recta genera un haz de esferas dadas por la
expresion:

18



x(t) = (xp —xa)t+ x4

y(t) = (yp — ya)t +ya

2(t) = (2 — za)t + 24

w(t) = (wp —wa)t + wa

Proposicién 2.3.1. Si Lag € UT entonces el haz de esferas correspondi-
entes se intersectan en un circulo fijo en 3-D

Demostracion:

Denotamos por E(t;) la esfera generada por el punto Lag(t;).
Primero demostramos que la interseccién es no vacia es decir;

U E(t) # 0

1€R

Sea i,7 € Ry E;, IJ; dos esferas generadas por los puntos ¢; y t;. Para que
E;NE; # (0, basta demostrar que el angulo de interseccién 6 entre las esferas
sea distinto de cero, esto es lo mismo que demostrar que;

cos(f) < 1
de la ecuacién 2.14, demostrar lo anterior es equivalente a probar que:

2a(t:)2x(t;) + 2y(t:)y(t;) + 22(t:)2(t;) — w(ts) — w(ty)
2R, R,

<1 (216)

Lo que a su vez es equivalente a decir que;

(22(t:)22(t)) + 2y(t)y(t;) + 22(t:)2(t;) — w(ts) —w(t;))® < AR R} (2.17)
Ahora bien, si reparametrizamos la recta por medio de las razones simples;

A Bt
banlh) = 75 1

conteR—{-1}
19



Y sustituimos sus coordenadas en ¥ obtenemos el polinomio;
P(t) = R + (2x(t;)2z(t;) + 2y(t:)y(t;) + 2z(t:)2(t;)—

w(t;) — w(ty)) + RS,

Como Lyp € Ut entonces, el P(t) no tiene solucién por lo tanto:

(2(t)20(t;) + 2y(t)y(t;) + 22(8)2(15) — w(t)) — w(t;))? — 4 B2RS < 0

De aqui se cumple 2.16 y por ende 6 # 0.
Por otro lado;

Sean P, y P, dos puntos de la recta L4p. Entonces, existen t; y t5 tal que:

Sea V' = (zv,yv, 2v, wy) el vector director de larecta Lag(t) y (x,y,z,w) €
E,, N E}, entonces, su coordenadas satisfacen las ecuaciones;

24yt + 22+ 2vx(ty) + 2yy(ty) + 22 2(t) —w(ty) =
22 4+ y? + 22+ 2x x(ts) + 2y y(ts) + 22 2(ts) — w(ts)

Lo que es equivalente a:

0
X (2.18)

2£E(t1 + $Vt1) + 2y(t1 + yvt1) + QZ(tl + thl) — (tl + ’Lthl) =0
2.1'(t2 -+ l‘vtg) + 2y(t2 -+ yvtg) + QZ(tQ -+ thz) — (tz -+ wvtg) =0

(2.19)

Resolviendo el sistema tenemos que:
Qrzy +2yyy +2zz2y —wy)(ta —t1) =0 (2.20)
2rxy +2yyy +2zzy —wy =0 (2.21)

Esto dice que la interseccién de las dos esfera esta contenida en el plano rad-
ical de V, por lo tanto, los puntos de dicha interseccion estan determinados
por el sistema; véase la Figura 2.2.

{ (@ —2(t)? + (y —y(t)> + (2 — 2(1)* = 22(t) + y*(t) + 22(t) — w(t)
vy +2yyy + 222y —wy =0
(2.22)
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Figura 2.2: Circulo de interseccion entre dos esferas y plano radical de V.

La solucién de este sistema es una circunferencia en R?, ademds, nétese
que el sistema no depende del punto seleccionado. Una forma de calcular el
centro y el radio de dicha circunferencia es la siguiente:

Se calcula la distancia de el centro de F; al plano Il que viene dada por la
ecuacion:

2eyx(t) + 2yvy(t) + 22y 2(t) — wy

der, = (2.23)
f Az + 4y + 422
entonces se deduce que la circunferencia tiene centro:
C =0C + den,v (2.24)

y radio:

R = /R —dy, (2.25)

Ahora bien, si tomamos el punto C' = C; + de,n,(—0) entonces

C' = C = Cy + deyu, (—0) = C1 = deyu, 0 =
(CQ - Ol) - (d01HRﬁ_ dC’an(_@) = (02 - Cl) - (dC’1HR + dC?HR)/U\ =0

Por lo tanto C' = ', esto demuestra que el centro de la circunferencia no
depende del punto seleccionado y ya que la interseccién es no vacia, el radio
tampoco depende del punto seleccionado.

En el caso en que la recta Lap es tangente a ¥ en un punto, la recta se
corresponde a un haz de esferas que se intersecta en un punto. En el caso en
que la recta L p no corta a W, la recta se corresponde a un haz de esferas
que no se intersectan.
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]R4 i\ R3
-4v Q
\\B
Figura 2.3: Correpondencia de una recta en R* cuando esta, no intersecta a

Figura 2.4: Haz de esferas que se intertesecta en un circulo comin que se
corresponde con una recta que no intersecta a W.

2.4. Correspondencia de una cénica Lagrange.

Sea L(t) una cénica racional de Lagrange definida por los pares de control
(P;, o), con i=0,1,2. Partiendo de la correspondencia establecidad para pun-
tos en R*, se pueden diferenciar 3 casos distintos para la correspondencia de
una cénica en R*:

» Caso 1: Si la cénica estéd contenida en W la correspondencia segin el
modelo de Pedoe es una familia monoparamétrica de esferas dadas por
la expresion:

(@ —2*(1)" + (y — " (1) + (= = 2*(1))* = r*(t)

donde r%(t) = 22(t) + y*(t) + 2%(t) — w(t). En La figura 2.7, se observa
un ejemplo de una familia de esferas generada por la curva contenida
en U.
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Figura 2.5: La correpondencia de la recta cuando es tangente a W.

]R4 J RS

B

Figura 2.6: La correpondencia de la recta cuando es secante a W.

Caso 2: Si la curva es tangente a W en L(t), entonces este punto se
corresponde a un punto en 3D, luego el resto de la curva genera una
familia de esferas dadas por la expresion anterior, véase La Figura 2.8.

» Caso 3: Si la curva es secante a W en L(t;) y L(t2), entonces su co-
rrespondencia a través del modelo, son dos puntos en 3D ademads, los
puntos residentes en W~ no tienen correspondencia ya que el radio no
estd definido. Ver Figura 2.9.
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P,

L(t) P,

Figura 2.7: La cénica no intersecta a W.

L(t)

Py

Figura 2.8: Caso en el que la cénica intersecta a W.

L(t)

P,

Figura 2.9: Caso en el que la cénica es tangente a W.
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Capitulo 3

Spline tubular de Lagrange

Definicién 3.0.1. Las superficies tubulares de Lagrange son superficies rep-
resentadas por envolventes de familias monoparamétricas de esferas genera-
das por la correspondencia de los puntos de una cénica de Lagrange en R*
y esferas de R®, através del modelo de Pedoe. Ver Figura 3.1

En esta seccion se estudian estas superficies ademas de métodos y algoritmos
para su despliegue, mas aun se buscan condiciones necesarias para conectar
dos superficies tubulares de Lagrange con cierto de grado de suavidad.

Figura 3.1: Interpolacién de circulos y conexién G' de dos segmentos.

Sea L(t) C UT una cénica de Lagrange, con puntos de control
Py, P, Py € Ut P, = (24, y;, 25, w;), Yy Pesos g, vy, y Qi respectivamente
parametrizada por:

L(t) = (z(t),y(t), 2(t), w(t)), con te0,1]. (3.1)

donde:
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o(t) = T00ho(t) + manh () + 2201(1)
aolo(t) + ar () + az Io(t)

(t) = Yoolo(t) + yranli(t) + yacual (t)

! g lo(t) + o 1 (1) + sz la(t)

A1) = 200lo(t) + 21y (t) + 200l (t)

aplo(t) + aq 11 (t) + as ls(t)

w(t) = woaolo(t) +wianli (t) + wasl(t)

aolo(t) + a1 li(t) + az lx(t)

Dado que L(t) C W™, entonces por la proposicién 2.1.3 a cada punto de L(t)
le corresponde una esfera en 3D que tiene por ecuacién:

E(z,y,2,t) : (x —2*(t)* + (y = y*(1)* + (= = 2°(1))* = r*(1)

donde, r%(t) = z%(t) + y*(t) + 2%(t) — w(t). La familia monoparamétrica
cuadratica de esferas correspondiente a la cénica L(t) es:

M, ={FE(z,y,z,t) =0 : t € R}

La superficie tubular asociada a la cénica L(t) es entonces, por definicion la
envolvente de la familia M;. Dicha envolvente viene dada por la eliminacién
del parametro ¢ en el siguiente sistema:

(@ —2(1)* + (y — y*(1)* + (= = 22(1))* = r*(t) (52)
dx dy dz dw 3.2
20 —(t) + 2y —(t) + 22 —(t) — —(t) = 0.
e+ 2 Ly 2 20 - )
Usando la resultante de silvester se resuelve el Sistema 3.2 y se tiene que la

ecuacion implicita de la superficie envolvente dada por:

S : (EO Qo1 — 4 E1 11 + E2 0421)2 —4 EO Q1 Egagl =0 (33)

Donde E; = 22 + y? + 22 — 2z 2; — 2yy; — 22 2 + w;, es la ecuacién de la
esfera correspondiente al punto de control P; con ¢ = 0,1, 2. Obsérvese que
esta superficie es de grado algebraico a lo sumo 4.

De acuerdo a la incidencia de la recta tangente con la cuadrica ¥ se tienen
dos casos:

El primer caso si la recta intersecta a la cuadrica en uno o dos puntos,
entonces el haz de esferas asociado es tangente en un punto o no se intersecta.
Otro caso es que la recta no intersecte a la cuadrica V. En este tltimo caso,
se tiene que por la proposicién 2.3.1 la recta tangente tiene asociado un haz
de esferas que se intersecta en un circulo fijo en 3D.
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Si se considera una curva de Lagrange cuyas rectas tangentes estén en ¥tn
se deduce que la familia de rectas tangentes a la cénica tiene asociada una
familia de circulos. Esta familia de circulos representa los perfiles circulares
de la superficie tubular asociada a la cénica L(t), los cuales son utilizados
para su despliegue. La Figura 3.2 muestra un ejemplo de la familia de circulos
asociada a una cénica L(t) C ¥ cuyas rectas tangentes yacen en W+,

Figura 3.2: Perfiles Circulares asociados a curvas cuyas rectas tangentes
yacen en W,

3.1. Spline Tubular de Lagrange

Definicién 3.1.1. Un spline tubular de Lagrange es la union de uno o mas
segmentos de superficies tubulares de Lagrange por medio de una circun-
ferencia comin y con cierto grado de suavidad. Si adicionalmente los dos
segmentos tienen los mismos planos tangentes en cualquier punto de la cir-
cunferencia entonces el spline es de clase G*'.

Proposicién 3.1.2. Si un spline cénico de Lagrange es de clase G el spline
tubular de Lagrange asociado también es de clase G*.

Demostracion:

Sean L;(t) y Lo(t) dos cénicas de Lagrange definidas en los intervalos [to, t2] ¥
[ta, 4], respectivamente, con puntos de control, Pyg, P11, P12 y Pag, Po1, Po
respectivamente, supongase que en el punto:

P =Py =Py
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las dos cénicas se conectan con suavidad G!. Esto significa que la recta
tangente a L;(fy) es igual a la recta tangente en Ly(t2), y supongase ademés
que dicha recta tangente yace en ¥,

El circulo C correspondiente a la recta tangente a Ly (t) en P, esta contenido
en la esfera que corresponde a dicho punto. Por lo tanto, dado que Ly (t2) =
Ls(t2) se tiene siguiendo el modelo de Pedoe, que las esferas correspondientes
a los segmentos Ly y Loy, coinciden sobre el circulo de C, correspondiente a la
recta tangente Lq(t2) v Lo(t2), que yace sobre la esfera E5 y Ege. Dado que
la envolvente Sy es tangente a la esfera E15 sobre el circulo C' y la superficie
S, también es tangente a la esfera Eyy sobre C', se concluye que ambas
familiasde planos tangentes correspondientes a S; y Sy son exactamente
iguales. Esto implica que estas superficies se conectan de clase G* sobre el
circulo C. U
La proposicion 3.1.2 permite implementar un algoritmo para el despliegue
de splines cuadraticos. La Figura 3.3 muestra algunos ejemplos de splines
tubulares de Lagrange de clase G*.

Figura 3.3: Ejemplos de algunos splines Tubulares de Lagrange.

3.2. Despliegue de un spline de clase G'.

En el siguiente esquema se muestran los pasos a seguir para la construccién
de un spline tubular de Lagrange.

= Paso 1: Dado m > 0. Dados los pesos ag, a1, as. Dados las esferas de

control con Fy, F1, y Fy con centro p, = (o, Yo, 20), P1 = (1,91, 21)

Py = (%a,y2,22), y radios ry, 11 y re respectivamente, donde 7’2-2 =

22 + y? + 22 — w;. A partir de esta informacién se definen los puntos
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Py, P11 y P12 de manera que Py; = (21, y14, 214, w1i). Notese que esta
forma define el primer segmento de spline cénico de Lagrange en R*.

= Paso 2: Se contruye el segundo segmento de spline conico de La-
grange Ls(t) de la siguiente manera. Dado la esfera Esy: con centro
Poo = (Ta2, Y22, 220) ¥ 1adio rey = T35 + Y3y + 25, — Way, se define
Py,, de forma andloga como se definierén los puntos Py;, i = 0, 1,
2. Asi para Ls(t) se tienen definidos sus puntos extremos Py y Pas,
como se mostré anteriormente Pyy = P15 (punto de conexién). El pun-
to Py se determina mediante la expresion 1.9 logrando con esto que
la conexién sea de clase G, de esta manera se construye el segundo
segmento del spline conico de Lagrange Ls(t), vease la Figura 3.4.

R4 RZ:‘-

Figura 3.4: Spline cénicos de Lagrange cuyas rectas tangentes yacen en W+

Para construir un spline cénico de Lagrange de n segmentos se repite
el Paso 2 m — 1 veces.

» Paso 3: Para cada s € [t, t2] se calcula la recta tangente a la curva en
el punto Ly (s);
Rs: Li(s)t+ Li(s) =0 (3.4)

esta recta se corresponde con un perfil circular de centro y radio in-
dicados en la proposicién 2.3.1. esta correspondencia genera la familia
de perfiles asociada a la cénica Li(t).

Al obtener tener la familia de perfiles, junto con los respectivos planos
radicales se procede a triangular los segmentos de conos determinados
por circulos consecutivos (ver Figura 3.6).
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Figura 3.5: Correspondencia entre las rectas tangentes a la cénica y las
familia de perfiles circulares

Figura 3.6: Superficie Tubular asociada a L;, para una baja (izquierda) y
alta particion (derecha).

Segun la proposicion 3.1.2 el hecho de que este spline conico sea de
clase G, garantiza que el spline tubular de Lagrange también sea de
clase G'. De esta manera se consigue construir los m segmentos de
spline tubular de Lagrange. En la figura 3.6 se aprecia el primer seg-
mento de spline tubular para una particiéon baja y alta de los intervalos
[to, ta] v [t2,t4]. La figura 3.7 ilustra los pasos descritos para la con-
struccién del spline tubular de Lagrange de clase G*.
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Figura 3.7: Ilustracion del algoritmo para la construccién de un spline tubu-
lar de Lagrange.

3.3. Curva de Centro de Perfiles

A continuacién se calcula la expresion paramétrica de la curva de los centros
de perfiles asociada a la superficie tubular de Lagrange. Por la proposicién
2.3.1 se tiene que una recta se corresponde con un circulo, el cual resulta de la
interseccién del haz de esferas que generan los puntos de la recta. Se observa
que en la demostracién de la proposicion 2.3.1 el circulo de interseccién
esta contenido en el plano radical del vector director de la recta, por lo
tanto, dicha recta es perpendicular al plano segin 3.2 de donde se concluye
que el centro del circulo es la interseccién de la recta tangente con el plano
radical de su vector director.

En este orden se tiene:

Sea L(t) una curva de Lagrange entonces L'(t) es el vector director de la
recta tangente a L(t) en t € [y, t2], dicha recta estd parametrizada por la
siguiente expresion para cada t fijo;

R+ (L'(t)s + L(t) (3.5)

donde cada coordenada esta dada por:
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Por otra parte el plano radical

Oy : 2z (t) +2yy'(t) +222'(t) —w'(t) = 0 (3.6)

La interseccion del plano Il con la recta de 3.5 da el centro de el perfil
en t;

2R,(t) ' (t) + 2R, (1) y'(t) + 2R, (¢) 2'(t) —w'(t) = 0 (3.7)

2(s2(0) +2(0) 20 + 21/ ) YO +2670) gy
(1) (0) —w/(t) = 0 -

s(t) = “27 @ 2(0) = 29 () y(0) = 22/() (1) + v/ (1)
2((2'(1)? + (y'(1)2 + (2'(1)))?

Sustituyendo el valor de s(t) en las funciones coordenadas de la recta de 3.5.

(3.9)

S(t) = —2a'(t) 2(t)) — 2y (1) y(t)) — 22'(t) 2(t) +w'(t)
2(('(1)* + (y'(1))* + (2'(1)))?

Al desarrollar esta expresién sustituyendo las expresiones de x(t), y(t), z(t),
w(t), 2'(t), y'(t), Z/(t), w'(t) se obtiene una curva racional de grado 4 de
parametro t, que se puede escribir de la siguiente forma:

4 i
s(1) = 2
donde los coeficientes del numerador n; y los del denominador d;, estan en
funcion de las coordenadas de los puntos de control de la curva de Lagrange
y los pesos ag, a1, vy as.

Esta curva racional se puede expresar en términos de la base de Lagrange,
usando como tiempos de la curva:

() + L(t) (3.10)

(3.11)

t t t t
0t 1,T2:t1,T3= 1t

H={Ty =ty, Ty = Ty =15}
formando estos una nueva particién del intervalo [tg, t5], de esta manera la

curva de centro de perfiles se puede escribir de la forma:
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Z?:o wivili (1)
1
2o wili (t)
Donde los polinomios de Lagrange se definen sobre los nuevos tiempos de la
particion H.

I(t) =

(3.12)

4
Wy = Z dl (to)j
7=0
Lttt
wr=Y ) di (P
7=0
4 .
Wy = Z dz (tl)J
7=0

4

t1+1t.,

wy = di(FY
j=0

4
Wy = Z dz (tg)j
7=0

Desarrollando, completando cuadrado y factorizando adecuadamente se ob-
tienen las siguientes expresiones:
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wo =32 (ag”(PP1")) F+
(—16p, - Py — 16 |po|> + 16 py - Py + 16y - Po)aa p” ar+
Q(WQ) g’
( 12)0402 ar’+
(9/41)0 P —9/4py - py — 9/4 |P1|2 +9/4p; - Pa)ag a1 axt
(1/8 |p1|2 - 1/41)1 Py + 1/8|pof*) e
( 4p0 P1 OZ() +
(4P, Py — 4Py Py + 4Py Py — 4Py [*) 2 a0+
2P Py s’ )ay’
Wo :2Tp02 o’ ag—l—
(4py-P1 — 4P Py — 4P [P+ 4P Pa) n® o+
QTpO2 a;? ag
w3 :<<1/8ﬁ>0‘02 +(9/4pg - P1 — 9/4Py - P2~

0/41py1? +9/4p1 - P2)onas + (PP 0s” ) ol +
((=1/4|pg | +1/4pg - Py + 1/4Pg - Py — 1/4Py - Po )" aat
(—9/4py - P +9/4Py - Py +9/4D; - Py — 9/4| Py [P )ao a2?) aF+
1/8?})02 ap? g’

wy =(32P, P57 o 2+
ap? y® af 4+ (16 p, - py — 16| py
16 py - Py + 16 Py - Py)a1 a’ag + 2Py P3)

|~

Donde p; es la proyeccién ortogonal de P; € R* en R?, p, - P; ¥ ij? son el
producto escalar y la distancia respectivamente entre p; y p; -
Analogamente se puede hallar los puntos de control evaluando el numerador
de 3.10 en los tiempos de H.
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7=0
4
1 to+t,
j:
1 4
Vo = — Z n; (t1)’
W9 =0
4
Ve =y 2 i)
7=0
4
1
V4 = — n; (tg)]
Wy =0

Nuevamente desarrollando, completando cuadrado y factorizando adecuada-
mente se obtienen las siguientes expresiones:

1
Vo :w—(32(r% — [ELEo))py + 32(r2 — [EoEv))py) a2 al + (8([Ey Eq]—
0
%) o g’py + (8 [Eg Es] — 16 [Ey Ey) + 8 [Ey E1])a ag® po+
(8 By By — 8719%)a ap’py) o+

(=2 [EoEs] + 270%) a0’ a’py + (—2 [Eg Ba] + 2757’ a2 pyy
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81

Vi Z((g (7“02 — [E0E1])0é02 + 2 ([Eo Er] + [Er B — [EoEs])ag co+

\P]

V3

1S (B ]+ 18 12%)at)py + (g (—[EoE] + %) g+

(=ri® + [BxEal)anas)py + (3 (1B Bi] = ri®)agaz + 1/8 (ri*=

[EAB]) 00?)pa) of + (3 ([BoBr] — %) g%+ 1/8 (o)
_ r22>a0 0422)1)1 + <<§ [EOEl] - 9/4 [E]_E2] + 2 [EOEQ] ) a02 Qo—

9
]_/8 (T22 + [ElEQ])OéO 0422)p0 -+ (g ([E()El] — 7"02) 0402 Q{Q—l-

(1/8[EoEs] 4+ 1/8 [E1Es] — 1/4 [EoEr]) ag ag®) py) cn+

(—1/8 [EOEQ] 1/875%)a® an® py + 1/8 (1o — [EoBs]) g’ a’py
=(((2710* — 2 [EoE1]) g + (—4 [Eg By + 2 [E1 By + 2 [EoEL]) s cip+
(—2[E\Es] + 219%)c®)py + ((271° — 2 [EoE]) o+

(=272 + 2[E1Es])as ap)pg + (=271 + 2 [Eo Ey]) s ap+

(=
=(

2 [E1By] + 2112 as?)py)
((1/870% — 1/8 [EgE1])a® + (2 [EoEr] + 9

3 [
81 81
9/4 [EyEs])ag g + (—g [E4 Es] + 3" ) py+

9 9
((1/87’12 — ]./8 [EoEl])Oé02 + (_g T12 + g
9 9 81
+ ((g [EoEq] — 3 m?)ap s + (—g [E4 Es)+
81
3 7”12)0422)132) O‘% +(((—1/8 ro’ + 1/8[EoEs))a o+
9

9
(—g ro® + = 3 [EoEs])as’an)p+

((1/8 [EgEy] — 1/4 B\ Ey] + 1/8 [EgF1))arg ag®+
( 27’2 + 2 [ElEQ])OéQ ao)p0+
(1/8[EoEy] — 1/870%) g cig® + (—9/4 [Eg By —

By Ey]—

[E1Eb])ag az)py

9
[EoEs] + 3 [E) Es))as? ag) aypyt

9
8
( 1/8 [E()EQ] + ]_/8 TQQ)CY02O./22 Po + (]_/8 7“02 — 1/8 [EOEQ])O{OQ 0422p2
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(—32 [ElEg] +3279Y) ’py + (=32 [E1 By + 3271%) a® py) 2+
(=873 + 8 [EoE))as’agpy + (=872 + 8 [ELFy)) o’ po+
8 [EoEs] — 16 [EoEr] + 8 [E1E2]) s’ py o+

2[EoEy] + 270°)an®a’py + (=2 [Eo Ba] + 215%)ag’ ar’py

=(
(
(
(=

Donde [E;E;] es el producto interno de esferas definido anteriormente, por
otra parte, se observo que [E;E;] = R? + R? — pjpj2, de esta manera susti-
tuyendo se obtienen las siguientes expresiones para vg, Vi, Vo, V3, y Vy4:

Vo S(t)

V3

Vi

Figura 3.8: Curva de perfil con sus puntos de control.
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1
Vo =w—0(32<1:>01012 —18)Po + 32(PoP1” — r1)Py1) & af + (8(PoPy —

T22) (&%) a02p1 +8 (T(z) + T% -2 7“% —2 1311322 + p0p22 + p0p12) g Po+
8 (r1? — pyp?) a2 a’py) a1+

2 (7"22 - p0p22)a02a22p2 +2 (Pop22 - 7’02)04020422[)0

81 9
Vi :((g (PoP1” — 7)) ao” + 3 (277 +PoP1” + PiP2° — PoP2 )0 Q2+
81
1/8 (P1ps” — m12)as?)p; + (5 (PoP1” — 70°) o+

9

9 o .
3 (re® + PiP2 ) a2)Pg + (3 (ro® — PoP1 ) a2 + 1/8 (P1Py —

9
r2%) an’)py) af + (3 (r? — PiPy2) ap’ag + 1/8 (ro® — PPy’ ) o o) py +
9
(32 r5 =17 =715 —2PPy + PoP2 + PoP1’) &’ ap — 1/8 (r*+
9
[ELEs]) o 02”)pg + (g (r® —PoP1’) w0’ ag +1/8 (275 — ri—

e + PoPa” + PiP2” — 2D1P10) Qp a2”) Py) i+
1/8 (7’02 - Pop22)ao2 0422 Py + 1/8 (].301322 - 7“22)04020422p2
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va =(2(Popy” — m*)aw® +2(277 — 75 — 15 + PoPs + PiPy —
2PP; 2 )2 g + 2 (11?2 — PPy )Py + (2 (PePr>—
ro°)a” + 2 (P1Py” — 72%)az a)pg + (=2 (Peby” + ro?)az cp+
2 (7“22 - mQ)OQZ)Pz) O‘%

. 9 e
vy =((1/8 (r1* — PoP1 ) co” + 32 i =715 — 718 +PoPy. + PiPs—

81
2P0P12)040 Qg + § (7"12 - p1p22)a22)p1 + (1/8 (Pop12 - 7“02)0402‘|‘
9 9
3 PPy — 2% )Py + (g (ro® — PoP1 ) o+
81 9,
3 (re® — PPy )a2®)py) af + ((1/8 (PPy” — r2”)a ag” + 3 (PoP2°—
ro”)as’ag)py + (1/8 (215 — 15 — rg + PPy + PoP1- — 2P1P3 )02 A"+
9

) (m2 - 7‘12+)0622040)P0 +(1/8 (7”12 - mz)% ap” + g (2 7"%
— 77 =75+ PPz + PiP2 — 2Pob1 )2’ ap) aipyt

1/8 (1% — Pyby ) o s’ py + 1/8 (Pyby> — 2% co? a’poy
Vi =(32(r? = PPy )a’py + 32 (r2° — Poby) o’ py) A+

(8 (PoPs” — 7o) a2’ Py + 8 (PiPs- — 11°) 2’ P+

8 (217 —ry — 15 +Poby + PPz — 2PPr°) a2’ Py a1+

2 (7’22 - p0p22)a02a22p2 +2 (7"02 - p0p22)a02a22p0

De aqui se observa que estos puntos de control de la curva de perfiles de-
penden de los puntos de control de la conica de Lagrange Py, Py, Py y de
SUS pesos g, g, Y Qg.
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3.4. Angulo prescrito de un spline tubular

Dado que en las secciones anteriores se obtuvo condiciones para conectar
dos superficies tubulares de Lagrange, con suavidad G, resulta interesante
estudiar las condiciones para que la conexién sea de clase G, pero con dngulo
de conexion preestablecido.

Dados los puntos

Sean L; y Ly dos curvas de Lagrange de grado 2 donde sus pares de control

SO11; {(Plo, 0410), (Pll, 0411)7 (P12, alz)} y {(on, 0420)7 (P21, 0421), (P22> 0622)}

Notese que segun lo estudiado en el capitulo 3 para construir un spline de
Lagrange de clase G° basta con que P15 = Py, sin embargo en este caso
con dicha condicién solo se obtiene que el perfil C}5 correspondiente segtin
el modelo de Pedoe, al punto P15, tenga el mismo centro que el perfil Cyg,
correspondiente al punto Pyy.

De esta manera la condicién que garantiza que Cis y U5y sean el mismo
circulo es que las rectas tangentes a Ly y Ly en P1s y Pog respectivamente,
sean iguales. usando las ecuaciones 1.3 y 1.5 del capitulo 1 para Li(ts) y
Ls(to) se obtiene una ecuacién en funcién de los puntos y pesos de control
despejando Ps; se obtiene la siguiente expresion.

PlQ PQ[]

Py

Figura 3.9: Cénicas de Lagrange conectadas mediante una recta que es tan-
gente a las dos curvas en los puntos de conexion.

Py (a3y(P1g — P1a) + 4 ago’ary (Prp — Py )+

- 4 )\ 10 91
A ( Q19 g Qoo Poo + 4 apg agg Pog a1 — a122a20P20a12)) (3-13)
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En la Figura 3.9 se muestran las dos curvas de Lagrange conectadas por el
segmento de recta Py v Poy.

Como las dos curvas se conectan por este segmento de recta tangente a las
dos curvas en P15 y Py dicha recta se corresponde a un circulo de intersecién
entre las esferas F1o v Fog.

Figura 3.10: Las esferas de control donde se aprecia el circulo de interseccion,
y conexién de dos segmentos de spline tubular de clase G°.

El grafico 3.10 muestra las esferas de control del spline tubular y el spline
tubular de clase G°.

Por otro lado esta interseccion entre las dos esferas F1o y Eyg tiene un dangulo
asociado 6, el cual es denominado angulo prescrito. Este angulo prescrito se
calcula usando la expresion dada en 2.14.

cos(t) = 72l

donde [F19 Fy) es el producto interno entre las esferas y Ryo y Rgg son los
radios de Ej5 v Fo respectivamente.
también puede escribirse;

cos(0) = 2112 Tog + 2 Y12 Y20 + 2 212 220 — W12 — W
= \/ 3 + 2 2 \/ 3 5 5
Ty + Yy + 219 \/ T + Y59 + 239
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3.5. Pesos de la Superficie tubular de La-
grange

En el capitulo 1 se vio como la variacion de los pesos ag, aq, ao, influyen
sobre la forma geométrica de la cénica de Lagrange dejando fijos los puntos
de control de la cénica. De forma similar para las superficies tubulares de
Lagrange, modificar la forma geométrica de la superficie, dejando fijas las
esferas de control.

Las expresiones 1.3, y 1.5 de L'(to), L'(t1), vy L'(t5) respectivamente, nos
dicen de forma analitica como se comportan las tangentes a la conica de
Lagrange en los tiempos, tg, t1, y to, al variar los pesos y de esta manera
también observar los cambios de la curva al variar dichos pesos g, a1, y .
Noétece que estas expresiones son combinaciones lineales de los vectores:

<P1 - Po)7 (P2 - Po) Yy (Pz - P1)

ademés es facil verificar que ly(ty) > 0, I;(t;) > 0y ly(ty) < 0, de esta

manera es posible ubicar de una forma gréfica e intuitiva el comportamiento

de las rectas tangentes para tg, ti, y to, v asi observar su incidencia en el

grafico de la conica. Por ejemplo si se hace variar el valor del peso as se

puede observar que el vector L'(to), experimenta una rotacion debido a que
as 7’

el vector 521,(o)(P2 — Po) aumenta o disminuye segin la variacién de oy

y g—;l’l(to)(Pl — Py) queda fijo. Algo similar ocurre para L'(t;), donde la
dilatacién de £2 5(t1)(Py—Py) al variar as, hace que el vector L'(t;) rote en
una o en otro direccién segtin el cambio de a. Como L' (t;) estd multiplicado
por s, este vector no rota al variar el peso as, si no que se dilata segin
la variacion. En la Figura 3.11, se ilustra como inciden estos cambios en los
pesos sobre las tangentes y sobre el grafico de la conica de Lagrange.
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|

2L (t) (Py — Po)

L (to) ap
N 2055(t1) (Po — Py)
N ay
‘“x“\\
Qs P N\
21, (to) (P2 — Py) :
Qo
P,
o~ Py
g
Py ¢ lo(t2) (P2 — Pg) ™

o

Figura 3.11: Variaciéon de los vectores tangentes sobre los tiempos de la
coOnica, al hacer variar as

Se concluye que usando el esquema anterior podemos predecir los cambios
que sufre la cénica de Lagrange al varias los pesos, ag, a1 ¥ @, sin embargo
es dificil estudiar los cambios sobre la forma geométrica de las superficies
tubulares de Lagrange al variar los pesos de la misma manera. Sin embargo,
podemos afirmar que por las expresiones de L'(ty), L'(t;) los vectores tan-
gentes en los extremos de la conica, son proporcionales a los valores o y ap
respectivamente y por ende, las rectas tangentes en estos extremos L (to),
L' (t5) se mantienen invariantes, al variar ag y as respectivamente. De esta
manera también podemos decir que L'(ty), L' (t;) cambian al variar oy y oy.
Esto implica que los perfiles circulares Cy y C5 correspondientes segin el
modelo de D.Pedoe, a L'(ty), L'(ty) se mantienen invariantes cuando vari-
amos ag y oo y que a su vez cambian los perfiles circulares Cy y Cy en cada
caso. Este cambio de centro y radio de los perfiles circulares Cy y Cj al variar
el valor de o y a respectivamente, se puede observar en la grafica 3.12 y
3.13.

Al analizar el cambio del perfil circular Cy al variar «q se observa que se
desplaza hacia uno de los dos polos de la esfera E5 dependiendo del aumen-
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o P, P, P,

/ / \
/o BN / J
/ Fo Pz\\\ / Py P, \ P, P,

Figura 3.12: Superficie tubular al aumentar el «q, de izquierda a derecha se
muestran para valores de ag en orden creciente.

to o disminucion ag. Este movimiento es seguido por los perfiles circulares
siguientes, por un movimiento de traslaciéon, rotacion y dilatacion de los mis-
mo, que produce que la superficie tubular de Lagrange S envuelva la esfera
de control Ey a medida que o aumenta su valor numérico. Analogamente
ocurre con el perfil circular Cy al variar de valor el peso «s, la superficie S
envuelve a la esfera Ey. Por otro lado, si se evaliia la expresion de L'(ty) y
L'(ty) cuando varia el valor numérico de oy, usando el mismo razonamiento
anterior, se observa que las tangentes en los extremos rotan, pero en sentido
contrario al que sigue cuando se hace variar as y ag. Es claro que los perfiles
circulares Cy y (5 se desplazan a lo largo de las esferas de control a;. En la
Figura 3.14 se observa que a medida que a; disminuye su valor numérico,
los perfiles circulares Cy y Cs se desplazan a lo largo de esferas de control Ej
y FEs, de esta manera la superficie tubular de Lagrange envuelve las esferas
de control Ey y Es.
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P, Py Py

Figura 3.13: Superficie tubular al aumentar el oy, de izquierda a derecha se
muestran para valores de as en orden creciente.

3.5.1. Cambio de pesos y conservacion de tangentes

El problema que se plantea ahora al variar el valor numérico de los pesos
g, a1, v g es el de lograr que dicho cambio, deje invariantes las tangentes
en los extremos de la cénica de Lagrange y por ende los perfiles circulares
correspondientes segun el modelo de D.Pedoe. Sin embargo, para que las
tangentes en los extremos se mantenga invariantes al modificar los pesos,
es necesario compensar el cambio modificando el punto de control P; con-
venientemente. sea L(t) es la cénica de Lagrange inicial y L la cénica de
Lagrange resultante, luego de modificar los pesos y el punto de control P;.
Entonces dadas las ecuaciones 1.3 y 1.5 se plantean las siguientes igualdades.

Rto : Ll(to) = kl zl(to)
th . L/(tQ) = ]{?2 Z/(tQ)

Esto es equivalente a las ecuaciones:

— [ Q
P1 = P0+4T2(P2— P0)+ — 0 (4 (5] (Pl _PO)+OZQ (PO—PQ)) ]{31 (314)
aq a1 O
[e%

(Oé() (Pg — P0)+4a1 (Pl—Pg))kQ (315)

P, =Pyt —2 (Py—Py)+
4 aq a1 Q9
Al resolver las ecuaciones 3.14 y 3.15 se obtienen las rectas R, v Ry,, de
paramétro ki y ko respectivamente. La recta R, representa el conjunto de
todos los puntos P; tal que al variar los pesos ag, a1, . . ., s, por los pesos
@, a1, . . ., A, conservan la recta tangente a L(t) en Py. Por otro lado, La
recta Ry, conserva la recta tangente L(t) en Py, bajo las misma condiciones
anteriores. De esto, se concluye que el punto P; que conserva las rectas

tangentes en los extremos de la conica es el punto interseccion de las rectas
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E [e3] l
By = B

P, P, P,

"’, ’ | / O\ : s
o - \“ / \
0 P, /Py P, u\\ P, &

Figura 3.14: Superficie tubular al aumentar el oy, de izquierda a derecha se
muestran para valores de a; en orden creciente

Figura 3.15: Rectas Ry, y Ry,. que conservan las tangentes en los extremos
de la conica de Lagrange, y abajo su punto de interseccion

R, v Ry,. Ver figura 3.15. Para hallar la interseccion de estas dos rectas se
debe encontrar los valores de k; y ko para que las ecuaciones 3.14 y 3.15 sean
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iguales, esto es equivalente a resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

) Q
i) X 4 —— (x5 — Xg) + —

) 461 a0(40é1 (Xl —X0)+052 (XO—XQ)) k‘l—

(xQ+a—aO(x0—xQ) + (ctp (x5 — X0) + 4 1 (%1 — x2))ks) = 0

4@1 [6%)

.. « v
i) yO+721(yz—yO)+ ——(4a1 (y; — ¥o) + a2 (Yo — ¥2)) k1 —

4o 4y ag
(v2+ 3 00 = ¥2) + 1o (Q0 (2 = ¥o) + 41 (1 = ¥2)) k) = 0
ii1) Zo + 4—;1(zz — 7g) + 4;0040 (4doy (z1 — 2z0) + a2 (20 — 22)) k1 —

(25 + O‘T(’l(zo )+ (a0 (22 — 20) + 41 (21 — 22))ks) = 0

4o 4@10!2

) e}

Z’U) wq + é(Wg — Wo) +
1

4@1 o (4 (6%} (Wl — Wo) + (6%) (Wo — Wg)) lﬁ—

(%)) Qo
(W2 + 451 (WO X2) + 4@1 Q9

(Oéo (W2 — W()) + 4061 (Wl — Wg))kg) =0

Resolviendo el sistema se obtiene las ecuaciones para k; y ks.

Figura 3.16: Punto P, donde se intersecta las rectas Ry, v Ry,

ap (—4ay +ay + ap)
ap (g — 4oy + )

%} (—4@1 + Qo + 50)
s (g — 4 ag + az)

ky =

(3.16)

ky = (3.17)
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Entonces P es el resultado de sustituir el valor de &y en la ecuacién 3.14, o
bien sustituir el valor de k5 en la ecuacién 3.15.

+(§2—461+§0) ﬂ
(010—4041-1‘(12) al

(Po—P3)) (3.18)

— e}
P, =Py + — (Py —Py)

P,-P
1a, ( 1 0)+

Qg
40

En las Figuras 3.17, 3.18 y 3.19 se muestra el cambio de la superficie tubular
de Lagrange y el punto P, la variar los pesos, ag, a; y a5 respectivamente.
Notese que al tomar como constantes dos de los pesos @y, a1, 0 @s, la expre-

Figura 3.17: Aumento de izquierda a derecha de «y, y se observa el cambio
de la Superficie Tubular de Lagrange

[e%] ]
E,

Figura 3.18: Aumento de izquierda a derecha de a1, y se observa el cambio
de la Superficie Tubular de Lagrange

Figura 3.19: Aumento de izquierda a derecha de as, y se observa el cambio
de la Superficie Tubular de Lagrange

sién 3.18 es una recta de parametro ag, ay, 0 @ que representa los puntos
P, para los cuales la conica de Lagrange mantiene invariantes sus tangentes,
de esta manera se tienen 3 rectas distintas de puntos P;. Esas rectas definen
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las trayectorias que sigue Py a medida que aumenta o disminuye el valor
numérico de los pesos. Véase la Figura 3.20

Figura 3.20: Rectas Py (ap), Py (a1), vy Py (a2) que muestran los puntos P
en funcion de los pesos.
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Capitulo 4

Conclusiones

A continuacién se presentan los resultados obtenidos en este trabajo:

1. Se graficé una cénica racional de Lagrange mediante el algoritmo de
Aitkens logrando asi un céalculo eficiente de sus puntos, més aun se lo-
gré conectar dos segmentos de curvas racionales de Lagrange ubicando
sobre una cierta recta, el punto de control intermedio (e interpolacién)
del segundo segmento de cénica, tal que la conexién sea de clase G*.

Figura 4.1: Conicas racional de Lagrange, algoritmo de Aitkens y spline
conico de Lagrange.

2. Se estudio a fondo el modelo de Dan Pedoe generalizado, el cual es-
tablece una representacién de puntos y rectas en R* como puntos,
esferas y circulos en 3D respectivamente. Ademaés se calculé los radios
y centros de dichas esferas y circulos en términos de puntos de R*. En
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Figura 4.2: Representacién de rectas en R*, como haces de esferas en R? y
plano radical.

particular se observo que el circulo que corresponde a una recta que
intersecta a la cuadrica W, esta contenido en el plano polar del vector
director de la recta. Véase 4.2.

3. Una cénica de Lagrange L(t) C W', cuyas rectas tangentes no in-
tersecten a W, estd en correspondencia con una superficie envolvente
denominada superficie tubular de Lagrange. La forma de dicha super-
ficie, depende basicamente de 6 pardametros que son, las 3 esferas de
control correspondientes a los puntos de control de la cénica L(t), y 3
escalares «y, oy, y as denominados pesos. Se concluye que las rectas
tangentes a L(t) que intersectan a la cuddrica ¥, producen singular-
idades o disconexidades en las superficies tubulares correspondientes.
Ver 4.3.

4. Se demostré también, que la conexién entre dos segmentos de super-
ficies tubulares de Lagrange es de clase G, si el spline cénico de La-
grange correspondiente, es también de clase G'. Por lo anterior, se
tiene una doble representacion para los spline tubulares de Lagrange,
la primera de ellas es una expresién implicita que permite reconocer
la ubicaciéon de un punto respecto al spline tubular. Por otra parte,
se elabord un esquema en el cual se describe cada segmento de spline
tubular a partir de un dominio discreto, para efectos de graficar la
superficie con eficiencia por medio de un computador. Véase 4.4

5. Se dedujo que cada perfil circular se corresponde con la interseccién
de la recta tangente a la cénica en cada punto, con el plano radical de
la derivada de la cénica en cada punto. Al calcular esta interseccion
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Figura 4.3: Corespondencia de una conica de Lagrange con una superficie
tubular de Lagrange, segin el modelo de Pedoe.

Figura 4.4: Ilustracion del algoritmo para la construccién de un spline tubu-
lar de Lagrange.

se encuentra una expresion para cada centro de perfil circular que
depende del punto sobre la cénica racional de Lagrange. Esta expresion
resulté ser una curva racional de Lagrange de grado 4.

6. Se introdujo el concepto de angulo prescrito de un spline tubular de
Lagrange, angulo de interseccién entre las dos esferas de control que
se intersectan en el circulo de conexién del spline tubular de Lagrange.
Ademas, se calculd la expresion algebraica del angulo prescrito.

7. Se realizo un estudio del comportamiento de la forma geométrica de la
superficie tubular de Lagrange, al variar los pesos de la cénica racional
de Lagrange, y se demostré que la variacion de dichos pesos cambia
las rectas tangentes en los extremos de la conica de Lagrange. En con-
secuencia de lo anterior, se en encontraron condiciones y expresiones
para el punto de control intermedio de la conica de Lagrange, para
que las rectas tangentes en los extremos se mantuvieran invariantes al
modificar los pesos.
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Para los ejemplos usados en el trabajo, se llevo a cabo el diseno y la progra-
macion de varios algoritmos realizados con el software MATLAB 2008.
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Figura 4.5: Tlustracion del algoritmo para la construccién de un spline tubu-
lar de Lagrange.

Figura 4.6: Ilustracion del algoritmo para la construccién de un spline tubu-
lar de Lagrange.

Figura 4.7: Tlustracion del algoritmo para la construccién de un spline tubu-
lar de Lagrange.
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