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Resumen

En este documento se muestra un modo no candénico y canonico de la transformada rapida de Fourier, mas conocida por
su acrénimo FFT, el cual viene de su significado en infgiésFourier transformEs importante aclarar que el primer ejemplo
mostrado presenta una manera de aplicar la transformada discreta de Fourier mediante la FFT a una sdduegéidales,

y el segundo ejemplo corresponde a la manera candnica de la FFT a una secuenciaNle-datpsdonder; € N para todo
i € {1,2}.Adicionalmente se presenta un enfoque matricial de la transformada discreta de Fourier.
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1. Definicion de la transformada discreta de Fourier

Definicion 1 (Transformada discreta de Fourier) Sea una secuencia finita de datos, la cual define entoncef§igue. — R

contentiva déN muestras de una sefial,
N—1

fln] = Zo fmdn—m|, VneZ, (1.2)

donde
1, Yn=m;

o[n—m = { 0, en otros casos. (1.2)

y la funciénf[n] corresponde a la toma de muestras a intervalos regulbretefinido en el dominio continuo del tiempo de
una sefialf (t). Entonces, la transformada discreta de Fourier (TDF) de la secueficieesta dada por

N—1
FK = Z]Fq6[k—§2q], vk e {k|[k=Qq,¥q=0,...,N—1}, (1.3)
q:
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dondeQq = qZW" representa la frecuencia discreta, y

N—1 )
Fa=TDF(fm) = ¥ fme 7™, vge {GeZ0<G<N-1}. (1.4)
m=0

2. El problemade la TDF por FFT

Seaf[n] un secuencia contentiva 8eémuestras, tal que

N-1
fln = Z fmdn—m|, ¥vn=0,1,...,.N—1, (2.1)
m=0
donde en nuestro caso,
fm = {an fl7 f27 f37 f47 f57 f67 f7} (22)
La secuencia mostrada p@&.1), tiene como transformada discreta de Fourier
N-1
F[k| = TDF{f[n|} = ZOFqB[k—q], vk=0,1,...,N—1, (2.3)
q:

Ahora, la descomposicién dg, en secuencias de posicién par e impar, es para el caso bajo estudio

fm = {fo, f1, 2, f3, 4, f5, f6, f7}. (2.4a)
Om = {fo7 fz, f4, fﬁ}, hm = {fl, 1:37 f5, f7}. (2.4b)
am = {fo, f4}, bm = {f2, f6}, Cm={f1, fs}, dm = {f3, f7}. (2.4c)
Este hecho, obliga a denotar que
Fq = TDF{fo, f1, f2, f3, f4, f5, fe, f7}. (2.5a)
Gq = TDF{fq, f2, f4, fs}, hq = TDF{ fy, f3, f5, f7}. (2.5b)
Aq = TDF{fo, f4}, By = TDF{ 2, f6}, Cq=TDF{fy, fs}, Dq = TDF{ f3, f7}. (2.5¢c)

3. Formulacion de la transformada rapida de Fourier
A los efectos de simplificar la notacié@poley y Tuke{(1965) propusieron en su articulo denotar el térmené?YN como

W. No obstante, se definird como _
Wy = e 12N, (3.1)

donde obviamentl!(> 0) € N es el nimero de datos contenido en la secuencia de muestras de la sefial en tiempo.
De la Ecuaciénl1.4) se tiene que
N-1 _
Fq= Z}fne*JZT"‘CVN, Voge {§eZ0<§<N-1}. (3.2)
n=

Al denotaiWy = e~ 12YN y sustituyendo en la EcuacidéB.p), se obtiene que

N—-1
Fy= zoan,Gq, vae{qeZlo<g<N-1}. (3.3)
n=
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Al expresar la EcuaciérB(d) en dos sumas, una para los términos de indice par y otra para los términos de indice impar,
gue para esto se reemplazgor 2n en la primera sumatoria, 1y por 2n+ 1 en la segunda sumatoria se consigue que las
ecuaciones de la transformada rapida de Fourier, son

N_q N_1
2 2

Fq= ZO onwg‘}z + Wy 2} f2n+1wg‘}2, vq=0,1,...,(N/2) - 1. (3.4a)
n=! n=|

Si se emplazg porg+ % en la Ecuacion3.4g, se obtiene

N_q N_1
2 2
Fort = Z) Fan W), — WR Zo faniaWy)p, ¥9=0.1,...,(N/2) — 1. (3.4b)
n= n=|
De acuerdo &2.4b), (3.49 y (3.4b) se pueden expresar que
N1
Gq= Zo onng}z, vq=0,1,...,(N/2) - 1. (3.5a)
n=|
N_1
2 nq
Hq = Z’ faniaWyj,, Va=0.1,...,(N/2)~1. (3.5b)
n=|
Empleando3.59 y (3.50) en 3.49 y (3.4k), se consigue que
Fq=Gq+WJHq, VYq=0,1,...,(N/2)—1. (3.6a)
Fory =Gq—WJHq, Yq=0,1,...,(N/2)—1. (3.6b)
Aplicando recursivament8(64) y (3.61), se tiene que
quAq+Wg/ZBq, vq=0,1,...,(N/4) 1. (3.7a)
Gy :Aq—WE/ZBq, vq=0,1,...,(N/4) 1. (3.7b)
Hq:Cq—s—Wﬂ/qu, vq=0,1,...,(N/4) 1. (3.7¢)
Ho =Cq—Wy,Dg, Va=0.1,...,(N/4) 1 (3.7d)

Al aplicar (3.49 y (3.4 en la determinacion d&q, By, Cq y Dg, Se consigue que debido al hecho de que cada una de las
secuenciasm, by, ¢m Y dm contiene Gnicamente dos muestras, es dici, 2,

Po=Tort e (3.82)
A= fo— fa.
Bo = fo+ fe. 5
By =fo— fe.
G=hitls (3.8¢)
Cr=f1—fs.
Do= fa+ fr.
ot (3.8d)
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fo = fooo — , - = — Fooo = Fo
Aq G
1
fa = fio0 — - = — Foo1 = F1
By ¢ \//
f2 = foio — 0 — Fp10 = >
f < Cs F F
fe = fi10 — o — Fp11 = I3
Co HO‘ ‘ ‘
f1 = foo1 — b— Fio0 = F4
Ch H,

f5 = fio1 — b— Fi01 = F5
Dq Hg/\\
f3 —

= fo11 — F110 = F¢

D Hs
fr=rfin— — Fy11 = F7

Figura 3.1 Transformada rapida de Fourier pafa= 23

Es importante destacar, que la transformada discreta de Fourier de unedadb mismo dato, es decir,
TDF{fi}=f ,vi=0,...,.N—1 (3.9)

Lo expresado erB(S) puede ser facilmente verificado por el lector.

Esto arroja que la transformada rapida de Fourier puede ser representada a través del conocido diagrama de maripose
cual es mostrado en la FiguBal de la paginal. Por otra parte, en la Figu@al no son mostrados los factorég,, para los
casoM € {2,4,8}. No obstante, son mostradas las dependencias entre las relaciones desarrolladas paral-e#@so de
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4. Transformada rapida de Fourier para N =r1r»

De la Definicion, se tiene que la Ecuacidfh.d) puede ser reexpresada como
Fq=TDF(fm) = z fnWh Vge{€Z0<§<N-1}, 4.1)

dondeWy = e 12N,
Note que tantm comoq pertenecen ambos al conjurfioc N|0 <i <N -—1}.
En este apartado se estudiara la FFT para un nimero deMNlatogro, donde obviamentg y r; son dos niimero entero
positivos. En este caso se estudiara el algoritmo de FFTrbase.
En esta caso,
g=01r1+9, Co=0,1,...,r1—1, 0g1=0,1,...,rp—1 (4.2a)

Mm=mro+mg, mp=0,1....,r,—1, m=01...,r1—1 (4.2b)

Empleando la Ecuaciéi®(2¢ en la Ecuacion4.]), se consigue que

ro—1rp—1
F(Ql o) z z f[n']ll, Wq(m1r2+nb)7 vqo = Oa 17"~7r1_ 17 01 = Oa 17"'ar2_ 17 (43)
mp=0m =0

la cual puede ser reescrita como
ro—1 | ri—1
Flarw = D Z fo (M. mo) qulrz W™, Vao=0,1....r1—1, g2 =0,1,...,ro—1, (4.4)
my=0

Al estudiar el factobVy 2, se obtiene que

amurz _ ypg(Gara+do)mirs
V\/N *WN
__\p\/F1r201mygy 4 /Qomir2
_WN WN
__\\/Yomara
_WN

debido al hecho de qu&/{'? = WN = 1.
Aplicando estas relaciones a la Ecuacidr), se obtiene que

ri—1
1 0] Comur _ —

f(qorrb z fmlnero”, Ygo=0,1,...,r1—1 mp=0,1,...,ro—1 (4.5a)

2
f[qﬂhql Z: % oo WA g =0,1,.., 11, qu=0,1,...,r2— 1, (4.5b)

dondeF[;]bq )= ([;] o) paratodap =0,1,...,r1—1ymy=0,1,...,ro— 1.
Obteniéndose, como resultado final que
_ M@

Flas.0) = f(Qo-ﬂl) (4.6)
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Ejemplo 1 Exprese las ecuaciones necesarias para determinar la FFT de una secuentia d2 datos, empleando para
€so0 una base 3+4.

Solucién

Debido al nimero de datos d¢= 12conr; = 3yrp = 4, para este particular caso, las Ecuacionds?), quedan como

q= 13+ qo, =012 ®nu=0123
m=md+my, mp=0,1,23 m=0,12.

Sustituyendon en la Ecuacion(4.1), se tiene que

3 2
Faw =2 > f £l (o) W2 (MAMo) - vge=0,1,2, ¢ =0,1,2,3, 4.7)
mp=0m =0
guedando como
3
F(Ql qO Z [ Z f[ml rTb W4qml ngb7 vqo = 07 17 27 ql = 07 172737 (48)
mp=0 [ M=

donde el ncleav;a™

W‘llqznh _ W4(3Q1+QO)m1
_ Wl 4Q1m1W4QOm1
— W4%m:
= Widm

debido al hecho de qu&v$y = Wi =1.
Entonces, la Ecuacio.8) es reescrita como

W?gba Vqo=0,1,2, @0 =0,123 (4.9)

Flar.a) = z [Z o 1,Mo W4qoml

Aplicando estas relaciones a la Ecuacih®), se obtiene que

qm Z fm1rTb WiP™ o =0,1,2, mp=0,1,2,3. (4.10a)

ffﬂ) @ Z ano wiSatam o —0,1,2, g =0,1,2,3. (4.10b)

Las Ecuacione$4.10 permiten calcular la FFT con base 3+4, arrojando finalmente que

_ [2 _ _
Fq - F(QLQO) f(qo 1)’ VCIO = 07 1727 01 = 07 172,37 (411)
teniendo en cuenta qup= 301 + qo.

La Figurald.1 muestra la dependencia de las variables a través de un grafo, el cual por su simetria es conocido como

diagrama de mariposa del algoritmo FFT para el casoMle- 12 conri = 3y r, = 4. Note que en el grafico no se muestran
los factoresN;» que multiplican las variables.
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Figura 4.1 Transformada rapida de Fourier, base 3+4.

5. Definiciéon de la transformada inversa discreta de Fourier

Definicion 2 (Transformada inversa discreta de Fourier) Sea una funcién definida en el dominio discreto tall{i¢: Z —
C contieneN datos correspondientes a la transformada discreta de Fourier de una furfififin

N-1
Fk = Zqué[k—Qq], Vke {K|[k =Qq,Vq=0,...,N—1}, (5.1)
o=

dondeQq = qZW" representa la frecuencia discreta. Entonces, la TIDF de la funEifikhviene definida por

N—-1
f[n = Z fmOn—m|, VneZ, (5.2)
m=0
donde
1 N-1 .
fm = TIDF (R = Z)quﬁm/'“, vme {meN0<m<N-1}, (5.3)
q:
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6. Forma matricial de la transformada discreta de Fourier

Unaforma alterna de expresar la TDF es en su forma matricial, para lo cual se tiene la siguiente proposicion, y cuyo enfoqt
es mostrado pdBrigham(198¢).

Proposicion 1 Seafy, un secuencia de datos adquiridos a intervalos regulares de una f§¢fiaEntonces, la TDF de la
secuencia puede ser definida mediante su representacion matricial como

F=Whyf, (6.1)

donde en generd € CN*! es el vector contentivo de la TD®Yy € CN*N es la matriz de nucledsVy nxn; y f € CN*Les
el vector de datos provenientes del muestreo de la skffial

Demostracion.
Aplicando lo denotado por la Ecuacid®. 1) en la Ecuacioni.4), se obtiene que

N-1
Fq=TDF(fm) = faWh o Vge{G€Z|0<§G<N-1}. (6.2)
m=0
Ahora, al evaluar la EcuacioB.@), parag=0,1,...,N—2,N — 1, se obtiene
Fo = foWS + faWS + faW + - + fy_oWR + fy_a WS (6.3a)
F= foW& + f1W],\'| + fZW,%, +- 4 fN,2WN_2 + fN,;LWN_l. (6.3b)
Fo = foWQ + F W3 + Wi 4 + fy oaWa 2 fy qWEN Y. (6.3¢c)
Fno2 = foWS + flwﬁ\,N*Z) + fzwﬁ(Nfz) +-- 4 fN_ZW(NNQ)(N*z) + fN_lwkN*Z)(N*l). (6.3d)
Fno1 = fOWRl + fzwg\lNil) + f2Wi|(Nil) —+- 4 fN,2W§\lN71>(N72) + folw&Nil)(Nil). (638)
Las Ecuacione$(3) pueden ser reescritas como
Fo WROWR OWR o WR WR fo
F1 WRI W]N Wl%l WN_Z Wm_l fq
2(N-1 2(N-1
F W% WI%J Wﬁl o WN( ) WN< ) fo
= : : : - : : (6.4)
_ 2(N-2) N—2)(N-2 N—2)(N-1
_ 2(N-1) N—2)(N-1 N—1)(N-1
Pyt WO WNTL wENY wigt Ay fn-1
La Ecuacion6.4) puede ser expresada en su forma matricial como
F= WN f7 (6.5)

]
Observacion 1 Cada uno de los elementag,q de la matrizWy ubicado en lan-ésina fila yg-€sina columna viene dado por

Wing = W;ﬂmfl)(qfl) — g j2nm-1)(@-/N (6.6)
guedando entonces definida la mati&, como

Wy = [w}j"‘”(q‘”} (6.7)

NxN
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Ejemplo 2 Considerefy, paratodom=0,1,2,3 una secuencia de 4 datos adquiridos de una séftal Exprese en su forma
matricial la TDF.

Solucién

Segun la definicién devy,

Wy =el?V4 =g W2 = _j, (6.8)
Aplicando la Ecuacioér{6.4), se obtiene que
Fo w? w? wg wg fo
Fl WO Wl WZ W3 fl
_ 4 4 4 4 (6.9)
F wo w2z owg wg fa
F3 w? wg weé wg f3

Al sustituirW, por j en la Ecuacion(6.9), se tiene que

Fo 1 1 1 1 fo
F1 1 —-j -1 | f1
= (6.10)
F 1 -1 1 -1 fa
R 1 ] -1 —j f3
Observacion 2 La definicion de TIDF puede ser expresada también en su forma matricial, quedando entonces
f= EWN F, (6.11)
N
donde
Wy = |elZim-1)(@-1)/N e CNxN, (6.12)
NxN
es decirWy es la matriz formada por los eIement&‘;\,"q, donde
Wy = elZVN, (6.13)
Ademas, de la Ecuaciq.l) de la pagina8, se puede afirmar que
f=Wy'F, (6.14)

dondeWN1 denota la matriz inversa dé/y, lo que al comparar las Ecuacion€¢8.1]) y (6.14), se puede afirmar que
1

Wyt= NWN' (6.15)

Ejemplo 3 SeaF, para todoq = 0,1,2,3 una secuencia de 4 datos proveniente de la TDH . Exprese en su forma
matricial la TIDF de la funciorf [K].

Solucién

De lo Observaciér, se tiene que

f= %W4 F, (6.16)
lo que arroja que
fo 1 1 1 1 Fo
f 1 j -1 - F
1] 1 J J 1 , 6.17)
f 411 -1 1 1 R
f3 1 -] -1 Fs

debido a quaN, = elZV4 = |,
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