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Probabilidad y estadistica desde una perspectiva difusa. Henriquez, Luisa. Facultad de Agronomia.
Postgrado en estadistica. UCV. (2014).

RESUMEN

En esta investigacion, se intenta construir un enfoque interpretativo de la teoria clasica
de probabilidad y estadistica desde una perspectiva difusa. Con este proposito, se hace
uso de un esquema de aproximacion entre los elementos fundamentales de ambas
teorias y, para ello, se describen los elementos basicos y las operaciones fundamentales
de la logica difusa, y se conectan con los procesos esenciales de la teoria de
probabilidad y estadistica clasica. Para llevar a cabo la investigacion, se realiz6 una
revision documental exhaustiva que permitio describir y comparar los procesos basicos
de ambas teorias, para alcanzar una aproximacion entre las mismas, sustentada en las
investigaciones realizadas por los creadores y expertos principales de la légica difusa y
en los procesos formales de la probabilidad y estadistica clasica. Esto condujo
posteriormente a un enfoque interpretativo de esta aproximacion, lo cual es el objetivo
de este trabajo. La construccion de este enfoque interpretativo representa el aporte
principal de esta investigacion, porque allana el camino hacia la profundizacion de las
conexiones que caracterizan estas dos importantes teorias y la consiguiente facilitacion
del estudio de eventos de interés caracterizados por la vaguedad y la imprecision. Como
consecuencia de esto, se alcanzaron los objetivos inicialmente propuestos y se busca
representar un aporte en la direccion de generar conocimientos interconectados entre
ambas teorias, para promover el impulso a nuevas investigaciones que sefialen otras
opciones y caminos para la comprension de la naturaleza y alcance de dicha relacion vy,

obviamente, para el enriquecimiento de ambos campos de estudio.

Palabras Claves: Logica difusa, conjuntos borrosos, probabilidad y estadistica.



Statistic and probability from a fuzzy perspective. Henriquez, Luisa. Facultad de Agronomia.
Postgrado en estadistica. UCV. (2014).

ABSTRACT

The goal of this investigation is to establish an interpretative focus of the statistical and
probability classical theory based on the fuzzy approach. For this purpose, it was used an
approximation outline between the principal elements of both theories. For making this
approximation, it was described the basic elements and fundamental operations of the fuzzy
logic approach, in order to connect with the essentials process of the statistical and
probability classical theory. The first part of this study was a documental review that
permitted to describe and compare the basic processes of both theories, with the intention
of getting an approximation between them. That approximation was based on the
investigations realized for the primary experts of the fuzzy logic and the formal processes
of the statistical and probability classical theory. Subsequently, this study led an
interpretative focus of that approximation being that, the principal goal of this work,
because this focus smooth the way towards the deep of connections between these
important theories; and consequently the easy study about events characterized for the
ambiguity. As a result, the objectives of the study were achieved, so as to generate
interconnected knowledge about these approaches and to promote new investigations,
which could encourage both study fields.

Key words: Fuzzy logic, fuzzy sets, probability and statistics.



CAPITULO I

INTRODUCCION

Vivimos una época caracterizada por la busqueda constante de la exactitud y la
precision. Se construyen artefactos que son capaces de fotografiar a un hombre, con la
mayor nitidez, a miles de kildmetros de distancia; se construyen computadoras capaces de
realizar las mas complejas operaciones en un tiempo que se mide en milésimas de segundo,

la moderna tecnologia y las ciencias formales (la Matematica, sobre todo), imponen su ley.

Sin embargo, frente a ese mundo que busca la precision y la exactitud, se encuentra
un mundo real, en el que se desenvuelve el comportamiento humano, caracterizado por una
sutil imprecisiéon. En efecto, si algo distingue la inteligencia humana de esa inteligencia
artificial que constituye el ordenador, es la capacidad de nuestro cerebro de pensar y
razonar en términos imprecisos, en términos difusos, borrosos. Asi, somos capaces de
descifrar un texto incompleto, de comprender un discurso alterado, de captar los diferentes
matices que a una misma palabra se le pueden dar, de leer entre lineas. El ordenador, por el
contrario, necesita que se le dote de lenguajes especiales que traduzcan, con el mayor grado

de precision, la informacion que demanda.

Esto demuestra, en definitiva, que estamos lejos de construir maquinas que rivalicen
con el cerebro humano, en tareas tales como: el reconocimiento de lenguajes, la traduccién

de idiomas, la comprension de intenciones, entre otros.

No obstante, en el afan por ampliar el conocimiento cientifico de una realidad, que
es en esencia compleja, los hombres de ciencia desarrollan y construyen teorias y modelos
cada vez mas sofisticados, cada vez mas precisos. Pero a menudo, la propia naturaleza del
modelo utilizado para representar la realidad, impone una restriccion que obliga al

investigador, a aceptar la imprecision de variables y datos que son vagos, difusos.

El problema que se nos presenta es entonces obvio: ;cémo aprender y tratar esa

imprecision, cémo introducirla en nuestros esquemas? En La Teoria de los Conjuntos
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Borrosos, que nace en el seno de la ciencia matematica, parece estar la respuesta adecuada,

ya que busca dar “grados” de precision a fendmenos que son imprecisos.

En efecto, la Teoria de los Conjuntos Borrosos, supone una aproximacion entre la
precision de la matematica clésica y la sutil imprecision del mundo real. Constituye, como
afirma Zadeh (1977), una aproximacion nacida de la incesante bisqueda humana para una

mejor comprension de los caminos mentales y del conocimiento. .

La fundamentacion de esta teoria, se encuentra, como afirma Azorin (1979), en la
confluencia de varias corrientes y acontecimientos. Por una parte; las relacionadas con la
probabilidad; las ampliaciones del razonamiento légico y la exactitud. Por otra, las que se

refieren a las nociones de agregado, particion y clasificacion.

La Teoria de los Conjuntos Borrosos investiga y trata de imponer un nuevo punto
de vista, en el cual lo “borroso”, sea aceptado como algo real y constante en la actividad
cotidiana del ser humano. Las posibilidades que abre esta teoria dentro de las ciencias
sociales, son numerosas. Asi, 1la sociologia, la linguistica, la economia, la informatica, la
investigacion de operaciones, entre otros, constituyen dmbitos donde esta teoria puede ser
aplicada y obviamente en el Gtil, y cada vez mas importante, campo de la estadistica.

El crear conclusiones utiles, a partir de la informacion incompleta o imprecisa, no es
una tarea imposible, pues los seres humanos lo hacen de manera automatica a diario y en
muchos aspectos de nuestro quehacer humano. Los médicos realizan diagnosticos correctos
y recomiendan tratamientos a partir de sintomas ambiguos, los mecanicos analizan los
problemas de los automdviles a partir de observaciones, y todos los seres humanos
comprendemos el lenguaje hablado, corporal o escrito a pesar de tener frases confusas e
incompletas; también reconocemos a otras personas por sus voces 0 sus gestos. Asi, para
realizar el proceso de toma de decisiones se utiliza la I6gica. Con légica algunas piezas de
conocimiento son utilizadas en el razonamiento, y pueden ser parte de las explicaciones o
conclusiones. Desde los afios sesenta del siglo pasado, se ha tratado de automatizar la toma

de decisiones en diversos campos del conocimiento a través de sistemas expertos, basados
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en reglas 16gicas de la forma “si... entonces...” con resultados muy positivos. Sin embargo,
el empleo de la ldgica tradicional en el desarrollo de sistemas de razonamiento automatico
tiene sus limitantes, especialmente en los casos en los que hay informacion faltante o
niveles de incertidumbre. En estos casos, los procedimientos de inferencia tradicional
pueden no ser utiles. Por ejemplo, puede suceder que las observaciones tengan un amplio
margen de error, que las relaciones de causa -efecto no sean claras, que se cuente solamente
con conocimiento no explicito u observable para tomar una decision, o simplemente que los
términos utilizados en la descripcion del problemas sean vagos o ambiguos. Para
compensar estas deficiencias, se han propuesto diversas metodologias, como la logica
difusa y la teoria de la evidencia de Dempster-Shafer (1976), que han probado su valor al
emplearse en sistemas de apoyo a la toma de decisiones.

De lo anterior, surge la motivacion y el interés para realizar esta investigacion,
donde de manera primordial, se intenta establecer un enfoque borroso para explicar
elementos fundamentales de la teoria de probabilidad y estadistica clasica, bajo la
perspectiva difusa, y haciendo uso, entre otros, de un esquema de aproximacion a los
elementos fundamentales de la teoria estadistica con el apoyo de la estructura y reglas de la
teoria de los conjuntos borrosos, describiendo para ello, las operaciones de la logica difusa
y su relacién con los procesos basicos de la teoria de probabilidad y estadistica; para
finalmente, establecer el aporte que la lI6gica difusa podria brindar a la teoria cléasica de

probabilidad y estadistica.
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Antecedentes de la Investigacion

La teoria de los conjuntos borrosos es introducida por Zadeh (1965), quien define el
conjunto borroso como una clase de objetos con un continuo grado de pertenencia. Tal
conjunto, esta caracterizado por una funcion de asociacion, la cual asigna a cada objeto un
grado de pertenencia evaluable entre cero y uno. Las nociones de inclusién, union,
interseccion, complemento, relacion, convexidad, entre otros, son extendidas a tales
conjuntos; y varias propiedades de estas nociones estdn establecidas en el contexto de
conjuntos borrosos. En particular, un teorema de separacion para conjuntos borrosos

convexos es demostrado sin requerir que los conjuntos borrosos sean disjuntos.

Stein y Talati (1981), afirman que una teoria de variables aleatorias borrosas puede
ser desarrollada para aplicarse a situaciones que implican aleatoriedad y borrosidad. El uso
de las funciones de pertenencia cuasi-concava, juega un papel importante en la teoria,
quedando entendido que la esperanza de una variable aleatoria borrosa es una variable
borrosa (conjunto borroso).

Aranguren y Muzachiodi (2003), establecen que la l6gica difusa es un acercamiento
matematico, para tratar con la naturaleza imprecisa del lenguaje cotidiano y del mundo que
nos rodea. La teoria del conjunto borroso, extiende los conceptos del conjunto de miembros
de la légica tradicional binaria a uno mas natural, donde los objetos pueden tener grados de
pertenencia que va desde 0 a 1. También, se han redefinido el conjunto de operaciones

béasicas de unidn, interseccién y complemento para trabajar en conjuntos borrosos

Reyes y Garcia (2005), sefialan en su articulo: Toma de Decisiones mediante
Tecnicas de Razonamiento Incierto, “en el mundo real no existe algo que sea cien por ciento
seguro”. Todos los dias, se presentan situaciones que implican el tomar una decision con
informacién imprecisa. EI método que se ha utilizado tradicionalmente para manejar estos
problemas ha sido el modelo de Bayes. Buscando algunas alternativas que sobrepasaran las
limitaciones mostradas por este método, se han creado otros modelos que tratan ciertos tipos
de incertidumbre, cada uno de manera diferente. Entre estos métodos, esta la teoria de l6gica

difusa, creada por Lofti Zadeh (1965), y que trata de la vaguedad en la informacion. Otro
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método utilizado, es la teoria de la evidencia de Dempster y Shafer (1976). Esta teoria trata la
ambiguedad en la informacion, y provee una gran variedad de medidas que suministra
informacion mas precisa acerca del tipo de incertidumbre en los datos. En este articulo, se
muestran las ventajas y desventajas de cada uno de los métodos mencionados, se explica por
qué se considera a la teoria de la evidencia de Dempster y Shafer, como una de las que tiene
mayor potencial. Finalmente, se presenta la biblioteca numérica LIDSET para el manejo de la

incertidumbre.

Loquin y Strauss (2008), Presentan un estimador de densidad del histograma,
basado sobre una particion borrosa. Se ha demostrado su consistencia para estimar el
cuadrado medio del error (MSE), y se obtuvo una amplitud 6ptima para la minimizacion de
cuadrado medio del error integrado asintético (AIMSE). La ventaja principal de esta
herramienta, es que mejora la robustez del estimador de densidad del histograma con respecto

al caracter arbitrario de su distribucion.

Akbari y Rezaei. (2008), proponen un nuevo método para la estadistica de orden
borroso. En este estudio se hace uso de los estadisticos de orden y se desarrolla dicho
método para una muestra aleatoria borrosa. Establecen que teoria de conjuntos borrosos, es
una herramienta Util de este tipo, para la formulacion y analisis de los conceptos de
subjetividad e imprecision. Varios métodos de clasificacion han sido propuestos en la
literatura. En este estudio se construye un nuevo método para los estadisticos de orden en un
ambiente borroso, el cual, es completamente diferente a los mencionados anteriormente. Se
proponen dos técnicas diferentes, para obtener la distribucion de estadisticos de orden usando

variables aleatorias borrosas.
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Justificacion

Tal como se menciono anteriormente, lo usual de la mente humana es buscar la
exactitud y la precision en la explicacion de los fendmenos reales; sin embargo, el hombre
ha logrado entender que el comportamiento humano es extremadamente complejo, y esta
complejidad, genera multiples imprecisiones tanto en su comportamiento, como en la
percepcion que tiene del mundo que le rodea (Dempster, 1976). Si se acepta entonces esta
argumentacion, resulta totalmente justificado intentar una aproximacion de modelos y
teorias que combinen la fortaleza de la precision y la exactitud, tal como lo hace la teoria
estadistica; con las condiciones de imprecision y ambigiiedad que se genera en nosotros y

en nuestro entorno, tal como intenta estudiarlo con rigor la I6gica difusa.

Es interesante observar, que en la probabilidad y estadistica estamos obligados a
utilizar estimados; ¢no es valido también utilizar otras técnicas diferentes a la probabilidad,
que enriquezcan la solidez de las conclusiones, relacionadas a eventos condicionados por la

imprecision? (Reyes y Garcia, 2005).

Es importante sefialar que la ldgica difusa se sustenta en el concepto de la vaguedad
de la evidencia, para lo cual siempre es interesante establecer un criterio definido en el
momento de hallar una relacion de pertenencia, por lo que es necesario establecer algin
tipo de definicion que conecte la realidad del pensamiento humano con el reconocimiento

de patrones para la toma de decisiones en ese mundo abstracto. (Reyes y Garcia, 2005).

De acuerdo a estas consideraciones, se aspira que esta investigacion, genere un
enfoque interpretativo que surja de la comparacion de las bondades de la I6gica difusa y de
la potencia y utilidad de la probabilidad y estadistica clasica. En consecuencia, este estudio,
desde el punto de vista teorico, intenta ser un aporte en la direccion de generar
conocimientos interconectados de ambas teorias. De alli, que su aporte estaria representado
por el impulso a nuevas investigaciones, que sefialen otras opciones y caminos, para la
comprension de la naturaleza y alcance de dicha relacion, y obviamente, para el

enriquecimiento de estos campos de estudio.
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Objetivo General:

Establecer un enfoque a la teoria de probabilidad y estadistica clésica desde una perspectiva
difusa.

Objetivos Especificos:

1. Identificar los elementos fundamentales de la teoria de conjuntos borrosos y la l6gica
difusa.

2. Describir las operaciones de la I6gica difusa y su relacion con los procesos basicos de la
teoria de probabilidad y estadistica clasica.

3. Construir un enfoque interpretativo de la teoria clasica de probabilidad y estadistica

desde una perspectiva difusa.
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CAPITULO 11
MARCO TEORICO

En 1965, Zadeh introduce la teoria de conjuntos borrosos, como un mecanismo para
representar la vaguedad e imprecision de los conceptos empleados en el lenguaje natural.
Estos conjuntos borrosos, fueron definidos como una extension de los conjuntos clésicos,
capaces de modelar la imprecision propia de los conceptos humanos. A mediados de los
afios 70, llega la ampliacion del concepto de conjunto al campo de la Idgica; apareciendo
las légicas borrosas y sus aplicaciones. Hoy en dia, son muchas las aplicaciones, tanto
industriales como domeésticas, que hacen uso de este paradigma.

Antes de abordar el estudio de la teoria de conjuntos borrosos, se revisaran algunos
de los conceptos bésicos de la teoria clésica, con el objeto de alcanzar una mayor

comprension de ambas.

2. 1. Revision de la teoria clasica de conjuntos

2.1.1. Definiciones, terminologia y notacion:

El punto de partida de la teoria de conjuntos, son las nociones de elemento y de
conjuntos. Un conjunto se define genéricamente como una coleccion de elementos.
Tipicamente, los elementos que forman parte de un conjunto, tienen algun tipo de
propiedad en comun que les haga susceptibles de pertenecer al conjunto, pero tal requisito
es meramente anecdotico. El conjunto se suele representar con una letra mayuscula, tipo A,
B, C, entre otros, y los elementos del mismo se representan con una letra minuscula (a, b, c,

entre otros).
Sobre los conjuntos se define una relacion de pertenencia, la cual se denota con el

simbolo <. Asi pues, si el elemento a pertenece al conjunto A, este hecho se formaliza

mediante la expresion:
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aeA

En el caso de que b no pertenezca a A, se escribe: b ¢ A

Respecto a la forma de descripcion del conjunto, ésta se puede realizar de manera
enumerativa, A= {ai,az,....,an}, 0 bien, mediante la ley de formacion a la que se ha hecho
referencia, A= “los diez primeros numeros naturales”. Tal definicion, como puede

imaginarse, es equivalente a escribir de forma enumerativa A= {,2,3,....10}.

Se define el cardinal de un conjunto, como el nimero de elementos que forman parte
de dicho conjunto. Si dicho cardinal es un namero finito, el conjunto se denominara finito.
Caso contrario, serd infinito. Dentro de estos ultimos, deben distinguirse los de cardinal
numerable, que seran aquellos cuyos elementos se pueden poner en relacién con los
nameros enteros (por ejemplo el conjunto de los numeros pares). Por otra parte, se
encuentran conjuntos de cardinal no numerable, como por ejemplo, el conjunto de los

nameros reales comprendidos entre dos nimeros a 'y b.

La relacion de inclusion, se deriva de la relacion de pertenencia. Por ejemplo, un
conjunto B se dice que esta incluido dentro de un conjunto A, cuando todos los elementos
de B estan en A. Si tal es el caso, podemos expresar de forma abreviada que B <= A, o bien
que Ao B. Sise verificaque B< A y que Ac B de forma simultanea, entonces es que
los dos conjuntos son iguales.

Se dice gque dos conjuntos son disjuntos si no tienen ningun elemento en comdn. A

estos conjuntos, se les denomina también mutuamente excluyentes.

Dado un problema, el conjunto universal, denotado por E, sera el conjunto formado
por todos los elementos del problema. De forma complementaria, el conjunto vacio,

denotado por ¢, sera un conjunto sin ningin elemento. Como es natural, los conjuntos E y

¢ son mutuamente excluyentes.
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Sea E un universo del cual cualquier conjunto A es subconjunto, este es:
A E, VA

En teoria clésica de conjuntos, cualquier elemento x perteneciente a E, pertenece o0 no
pertenece al subconjunto A de manera clara e inequivoca, sin que exista ninguna otra

posibilidad al margen de estas dos.

La pertenencia o no, de un elemento arbitrario x, a un subconjunto A; viene dada en la
mayoria de los casos, por la verificacion o no, de un predicado que caracteriza a A, y da

lugar a una biparticion del universo de discurso S.

Por ejemplo, sea E el universo de discurso formado por todos los rios del mundo.
Definiremos el conjunto A, como aquél que estad formado por todos aquellos elementos de
E, que verifiquen el predicado “x fluye por europa”. Por citar algunos ejemplos
ilustrativos: Rhime A, Nilog A y Ebro e A.

Debe hacerse notar, que ha sido posible proporcionar una definicion clasica del

conjunto A, porque su correspondiente predicado permite la biparticion del universo E.

2.1.2 Funcion Caracteristica

El concepto de pertenencia o no de un elemento a un conjunto A, puede expresarse
numéricamente mediante una funcion caracteristica. Esta funcion, asigna a cada elemento x

del universo de discurso, un digito binario (1 6 0), segun x pertenezca o no al conjunto A.

1 si A
nESY mw-{ T
Si xeg A
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Cualquier conjunto A < E se puede definir por los pares que forman cada elemento x

del universo y su funcién caracteristica, expresandose de la siguiente forma:
A= {(X’/UA(X))X < E}

Por ejemplo, el conjunto A:{3,4,5,6,7,8,9,10} se puede representar por su funcion

caracteristica

1 para xc{3456,78910}
O ofro caso

£a(X) = {

2.1.3 Operaciones basicas entre conjuntos.

Dados dos conjuntos cualesquiera, A y B incluidos en E, es posible definir un
conjunto de operaciones bésicas entre ellos:

Complemento: El complemento de A se denota por A, y esta formado por todos los
elementos de E que no pertenecen a A (operador unario):

X e Asi X & A

Su funcidn caracteristica sera:

M4 (X) =1— 1, (X)
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Interseccion: Se define por el conjunto formado por aquellos elementos de E que

pertenecen a A y a B simultaneamente. Se denota AN B :
Xxe AnB si xe A y xeB

La funcion caracteristica correspondiente es:

£eps (X) = MiN (a0 (X)), 25 (X))

Unién: Es el conjunto formado, por aquellos elementos que pertenecen a A, 0 pertenecen a

B, 0 bien ambos simultaneamente. Se denota por Aw B y su funcion caracteristica es:

Lias (X) = mMax(zip (X)), £25 (X))

2.1.3.1 Propiedades de las operaciones basicas de los conjuntos clasicos:

Las operaciones entre conjuntos clasicos presentan ciertas leyes y propiedades:

1. Propiedad conmutativa:

AuB=BUA
AnB=BnA

2. Propiedad asociativa :
(AuB)uC=AU(BUC)
(AnB)nC=An(BNC)

3. Leyes de idempotencia:

AUA=A
AnA=A
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4. Leyes de Absorcion:
(AUB)NA=A
(ANB)UA=A
5. Propiedad distributiva:
AU(BANC)=(AUB)N(AULC)
An(BuC)=(AnB)U(ANC)
6. Propiedades de absorcion porEy ¢:
AUE=E
Ang=¢
7. Propiedades de identidad:
Aug=A
AnE=A
8. Involucién del complemento:
A=A
9. Leyes de Morgan:
AUB=ANB
AnB=AUB
10. Leyes complementarias:
AUA-=
AmZ:¢
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2.2 Extensién a conjuntos borrosos:

Se ha visto, como la mayoria de las veces los conjuntos clésicos se definen mediante
un predicado, que da lugar a una clara biparticion del universo de discurso E. Sin embargo,
el razonamiento humano utiliza frecuentemente predicados, de los cuales no resulta esa

biparticion; son los denominados predicados vagos.

Siguiendo con el universo de discurso anterior, el formado por todos los rios del

mundo, podemos definir en él el conjunto B, como aquél formado por los rios “largos”.

Por supuesto, es imposible dar a B una definicion clasica, ya que su correspondiente
predicado no divide el universo E en dos partes claramente diferenciadas. No resulta nada
facil afirmar, que un rio es “largo” o no lo es. El problema podria resolverse en parte
considerando que un rio es “largo” cuando su longitud supera cierto umbral fijado de
antemano. Decimos que el problema tan sélo se resuelve en parte, y de manera no muy
convincente, por dos motivos: de una parte el umbral mencionado se establece de una
manera arbitraria, y por otro lado podria darse el caso de que dos rios de longitudes muy
diferentes fuesen considerados ambos como “largos”. Evidentemente, el concepto “largo”

asi definido nos daria una informacion muy pobre sobre la longitud del rio en cuestion.
La manera mas apropiada de dar solucién a este problema es considerar que la

pertenencia 0 no pertenencia de un elemento x al conjunto B no es absoluta sino gradual En

definitiva, definiremos B como un conjunto borroso. Su funcién caracteristica (ahora “de

asociacion”) ya no adoptara valores en el conjunto discreto {0,1}, sino en el intervalo

cerrado [0,1] :

Mediante notacion matematica se define un conjunto borroso A como:

A= {(X,,uA(X))(X eE, u,(x) e [0,1]}
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2.2.1 Funcion de Asociacion:

En lugar de la funcion caracteristica, usada para asociar un elemento del universo en
estudio a un conjunto “clasico”, se reemplaza por una funcién de asociacion que se define

1, E—[0/]

De tal modo que #,(X) € [0,1] es el grado con el que un elemento X € E (siendo E

el universo de discurso) pertenece al conjunto borroso A.

1 si x € A
1 . L
U (X) = 5 Si X mas O menos pertenece A

0 si x ¢ A

La forma de la funcidn de asociacion tiene un cierto componente subjetivo, frente a
la forma rigida (objetiva) de las funciones caracteristicas de la légica clasica. En funcion de
la aplicacion de los conjuntos o de los conceptos representados por ellos, estas funciones
pueden adquirir diversas formas y muchas veces pueden ser elegidas con un amplio grado
de libertad por parte del “disefiador”, lo que en la practica puede traducirse como la

posibilidad de incluir cierto conocimiento experto.

A pesar de que las funciones podrian tener cualquier forma, en la literatura se tiende

a trabajar con funciones de asociacion estandares:

1. Funciones Gaussianas o con forma de S: Usan la formula

_ 1 (x=m)’
,U(X)—Sﬂexlo oq?
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Figura 1. Funciones de asociacion Gaussiana

2. Funciones triangulares o trapezoidales: Se definen en funcion de los vértices de
las funciones; A (a, b, ¢). Para las triangulares y T (a, b, c, d) para las trapezoidales. Son

sencillas de manejar en algoritmos numéricos.

.

Figura 2. Funciones de asociacion Triangulares y Trapezoidales

Zeng y Singh (1995), definen un modelo de funcién de asociacion que agrupa a las
principales clases, entre ellas la funcion pseudo — trapezoidal.

3. Funcién pseudo — trapezoidal: La funcion PTS (del inglés pseudo trapezoide -

shaped) es una funcién continua dada por:

1(X) x e [a,b)

h x e [b, c]
A(x;a,b,c,d,h) =

D(X) x < (c,d]

0 xeU-[ad]={xxeU,xe[a,d]}

donde a<b<c<d,a<d,I(x)>0 es una funcion mondtona estrictamente creciente en
[a,b) y D(x) >0 es una funcion mondtona estrictamente decreciente en (C,d]. Cuando la
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funcién de asociacion de un conjunto borroso A es una funcion PTS, se llama funcion de

asociacion PTS y se denota por A(X) = A(x;a,b,c,d,h) . Cuando el conjunto borroso es

normal (es decir, h = 1), su funciobn de asociacion se denota simplemente por

A(X) = A(x;a,b,c,d).

|
|
|
|
|
|
|
|
|
c

a b d

Figura 3. Funcion pseudo — trapezoidal (PTS)

De acuerdo con la definicién, las funciones trapezoidales son un caso especial de

funciones PTS cuandob <cy

y las funciones triangulares es el caso especial cuando b =cy

X—a X—a x—d x-d
b-a c¢c- c—-d b-d
JOVEN *. ,/ MADURO K ” /! VIEIO
e A S
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figura 4. Ejemplo de conjuntos borrosos

100
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Como ejemplo, en la figura 4 se muestran algunos conjuntos borrosos definidos en
el universo de discurso Edad. El conjunto borroso “Joven” representa el grado de
asociacion respecto al parametro juventud que tendrian los individuos de cada edad. Dicho
de otra manera, el conjunto expresa la posibilidad de que un individuo sea caracterizado
como “Joven”. Un conjunto borroso podria ser considerado una distribucion de posibilidad,

que es diferente a una distribucion de probabilidad.

Puede verse que los conjuntos borrosos de la figura 4 se superponen, entonces un
individuo x, podria tener un grado de asociacion en dos conjuntos: “Joven” y “Maduro”,

indicando que posee cualidades asociadas con ambos conjuntos.

Por razones practicas, muchas veces se asume que el universo de discurso E es

finito, esto es E ={X,,X,,....X. |, y el par {yA(X),X} se denota por 1, (X)/X, y cada par

1, (X)/ X se denomina individualidad borrosa (fuzzy Singleton). EI conjunto borroso A se

puede reescribir como:

A= {1, (%), X} = {0 01 X} = 21 () 1% + ot g1, ()1 %0 = 30 12, (%) 1%

donde + y X deben entenderse desde el sentido de la teoria de conjuntos. Por convenio, los

pares 1, (X)/Xcon ,(X) =0 se omiten.

Segun Azorin (1979), la eleccion del tipo de funcién de asociacion a utilizar puede

fundamentarse en alguno de los siguientes criterios:

a. Criterio individual: Los grados de asociacion de los distintos elementos del conjunto

borroso en cuestion son establecidos de forma subjetiva por el investigador.

b. Criterios colectivos: Consiste en tomar una muestra de opiniones sobre el valor p(x)
correspondiente a cada elemento x, y hallar un promedio teniendo en cuenta el peso relativo

de cada opinante.
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c. Procedimientos experimentales: Supone posible el obtener fisicamente el valor p(x). Es

el caso de las mezclas.

d. Procedimiento analitico: Exige la utilizacion de modelos que permitan explicitar la

funcion p(x).

2.2.2 Definiciones Bésicas sobre conjuntos borrosos:

A continuacién se presentan una serie de definiciones basicas de utilidad en el

manejo de los conjuntos borrosos.

Segln Zimmermann (1976).El conjunto borroso definido en la forma que lo hemos hecho

presenta una serie de propiedades y caracteristicas que se exponen a continuacion:

1. Soporte del conjunto borroso: Sea U el universo de discurso. El soporte de un conjunto
borroso A definido en U es el conjunto no borroso

S,={xeU:u,(x)>0}y ¢S, cU

2. Condicion de normalidad: Si el valor supremo de la funcién de asociacion para los
elementos del conjunto borroso A es igual a la unidad, podemos afirmar que A es normal.
Es decir:

max sz, (x) =1
Todo conjunto borroso puede ser normalizado dividiendo cada g, (X) por

max £z, (X) .

xeU

3. Condicidn de igualdad: Dos conjuntos borrosos A y B definidos sobre el mismo universo

de discurso U son iguales y se escribe A = B si y sélo si

Ha(X) = 15 (x), Vx eU
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4. Conjunto Vacio: Se dice que un conjunto borroso A es vacio, y se escribe A= ¢ siy solo
si

U, (X)=0,vxeU

5. Contencion: Dados dos conjuntos borrosos A 'y B, con funciones de asociacion dadas por
ua(x) y ug(x), respectivamente, se dice que A esta contenido en B, o de forma

equivalente, que A es un subconjunto de B o que A es menor que B, si y solo si,

Ha(X) < g (X), VX €U

Zeng y Singh (1995), introducen nuevas definiciones que conducen al concepto de

orden entre conjuntos borrosos.

Sea el espacio de entrada U — R el universo de discurso; los conjuntos A

definidos sobre U (i:1,2,...,N) son conjuntos borrosos y A (X)(i=12,....,N) son las

funciones de asociacion borrosas correspondientes.

6. Particion Completa: Se dice que los conjuntos borrosos A, A,,...., Ay son una particion
completa de U si ¥xeU existe al menos un A(i=1<i<N) tal que A(x)>0. Por

simplicidad, se dice que los conjuntos A, A,,...., A, son completos si forma una particion

completa.

7. Consistencia: Se dice que los conjuntos borrosos A, A,,...., Ay son consistentes si se

verifica que si A (X,) =1 paraalgin X, €U , entonces vj = i,A(%)=0

8. Subconjunto normal de un conjunto borroso normal: Se define el subconjunto normal de

un conjunto borroso normal A como
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M(A)={x|xeUy A(x) =1}

que es un subconjunto de S, (el soporte del conjunto borroso A). Si el conjunto borroso

normal A tiene funcién de asociacion PTS, entonces M (A) = [b, c].

9. Orden entre conjuntos borrosos Normales: Para dos conjuntos borrosos normales A 'y

BcU, se dice que A>Bsi M (A)> M (B), definiéndose esta desigualdad como
max M (A) > max M (B)

Proposicion 1: Si A, son conjuntos borrosos normales en U < R son funciones de

asociacion PTS A (X)=A(x;a,b;,c,,d,) (L1<i<N), existe una reordenacion

{iy iy,niy fde L<i <N talque A, <A, <. <A .

2.2.3 Operaciones entre conjuntos borrosos:

Las tres operaciones basicas definidas sobre los conjuntos clasicos (complemento,
interseccion y unién) pueden ser generalizadas a los conjuntos borrosos de diversas
formas, Zadeh (1965,1977), Balza (1984). Dentro de la teoria de los conjuntos borrosos
tiene especial relevancia la que hace uso de operaciones conocidas como operaciones

estandar, definidas como:

Interseccion: 4,5 (X) = min(u, (X), 15 (X))
Union: P (X) = max( z, (X), 15 (X))

Complemento:  £4; (X) =1—1,(X)

No obstante, al contrario pasa con los conjuntos clasicos, ésta no es la Unica forma
posible de definir estas operaciones; diferentes funciones pueden ser apropiadas para

representarlas en diferentes contextos. Por lo tanto, no solo las funciones de asociacion de
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los conjuntos borrosos van a ser dependientes del contexto sino también de las operaciones
sobre dichos conjuntos. La figura 5 que se presenta a continuacion, es un ejemplo gréfico
de la union, interseccion y complemento de dos funciones de asociacion, una trapezoidal
representando al conjunto borroso A y una triangular, representando al conjunto borroso B,

tal cual fueron definidas en la figura 2 anterior, las cuales se explican por si solas.

COMPLEMENTO

INTERSECCION

UNION

1

/,

Y,

i

Figura 5. Operaciones basicas entre conjuntos borrosos. Definicion estandar
a) Complemento Borroso

Dado un conjunto borroso AcU , se define su complemento como el conjunto

borroso A cuya funcién de asociacion viene dada por la expresion
15 (X) = C(up (X)), VX €U
donde C(x) es una funcién que debe cumplir las siguientes propiedades:

1. Condiciones de contorno: C(0) =1, C(1) = 0.
2. Monotonia: paratodo a, b € [0,1], si a<b, entonces C(a) > C(b)
La funcién C(x) es conocida por algunos autores como ¢ — norma.
En la mayoria de los casos, es deseable considerar algunos requerimientos

adicionales para estas funciones:

3. C(x) es una funcidn continua.

4. C(x) es involutiva, lo que significa que C(C(a)) = a, Va e [O,l]
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Existen muchas funciones que cumplen las propiedades antes descritas, y que por lo

tanto pueden ser usadas para representar el complemento borroso. Alguna de ellas son:

C(x)=1—x
Negacion
1—x
CO) = m/’t < (0,) Sugeno

C(x)=00-x")""w e (0,x) Yager

b) Interseccion borrosa: t — norma

Dados dos conjuntos borrosos A y B, definidos sobre un mismo universo de

discurso U, se define su intersecciéon como un conjunto borroso ANB cuya funcién de

asociacion viene dada por la expresion

Fpes () =T [0 (%), 115 () Wx €U

donde la funcién T (X, y) es una norma triangular o t — norma . Una t — norma es una

aplicacion T : [0,1]>< [0,1] - [0,1] se verifican las siguientes propiedades:

1. Conmutativa: T (X,y) =T (y, X), VX, y € [0,1]

2. Asociativa: T(T (x, y), ) = T(x, T (y, 2)), VX, Y,z €[0]].

3. Monotonia: si (x<y)y (w<z) entonces T(x,W) <T(y,z),¥x y,w,z €[0]].
4. Elemento Absorbente: T(x,0) =0,vx €[0].

5. Elemento Neutro: T(x1) = x,¥x €[0,1].
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Existen muchas funciones que cumplen estas propiedades y que por lo tanto pueden ser

utilizadas para representar la interseccion entre conjuntos borrosos. Algunas de ellas son las

siguientes:
T(X,y) =min(x,y) Minimo
T(X,y) =max(0,x+y-1) Diferencia acotada
T(X,y)=x*y Producto algebraico
min(Xx, i max(x,y)=1 o
T(X,y)= { (xy) s ( _y) Producto drastico
0 en cualquier otro caso

En ocasiones es necesario restringir las posibles t — normas considerando tres

requerimientos adicionales:

1. Continuidad: T(x) es una funcién continua.

2. Subidempotenciag: T(x, X) <X.

3. Monotonia estricta: & <a, y b, <b, implica T(a,,b,) <T(a,,b,)

El axioma de continuidad propone una situacion en la que un pequefio cambio en el
grado de asociacion de los conjuntos A 6 B produzcan un cambio grande (discontinuo) en
el grado de asociacion de A B. La subidempotencia se tiene en cuenta cuando los
grados de asociacion de A y B para alguna x tienen el mismo valor. Este axioma expresa el

requerimiento de que el grado de asociacion de AN B en este caso no exceda este valor. El

tercer requerimiento es una condicion mas fuerte de monotonia.

La interseccion de dos conjuntos borrosos expresada como,
Hpg(X) = 1a(X) A 25 (X) donde ~ representa el operador minimo (interseccion

borrosa estandar).
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c¢) Uniodn borrosa: t — conorma

Dado dos conjuntos borroso A y B definidos sobre el mismo universo de discurso
U, se define su unién como un conjunto borroso A B cuya funcion de asociacion viene

dada por la expresion:

Hao (X) - S[/LlAs,LlB] VX eU

donde la funcion S(x, y) es una conorma triangular, también Ilamada t- conorma o s —

norma. Es una aplicacion S : [0,1]>< [0,1] - [O,l] que satisface los siguientes requisitos:

1. Conmutativa: S (x,y) =S (y, X), VX,y € [0,1]

2. Asociativa: S(x, S (y, z)) = S(S (x, ¥), 2), VX, ¥, Z € [0,1].

3. Monotonia: si (x<y)y (w<z) entonces S(X,W) < S(y,z),vx,y,w,z < [0]].
4. Elemento Absorbente: S(x1) =1 vx €[0]].

5. Elemento Neutro: S(x,0) = x, Vx e [01].

Al igual que en los casos anteriores, existe un gran nimero de funciones que cumplen

estas propiedades y que pueden ser utilizadas para representar la union. Algunos ejemplos

son:
S(X,y) =max(X,Y) Maximo
S(X,y) =min(L, X+ y) Suma acotada
S(X,Y)=X+y—X-y Suma algebraica

i mim(x,y)=0
S(x,y) = {max(x, y) s (x.¥) Suma drastica

1 en cualquier otro caso
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En ocasiones es necesario restringir las posibles t — conormas considerando tres
requerimientos adicionales, que tengan en cuenta casos especiales, tal y como se hizo para

lat- norma:

1. Continuidad: S(x) es una funcion continua.

2. Subidempotencia: S(x, x) > x.

3. Monotonia estricta: & <a, y b, <b, implica S(a;,b,) <S(a,,b,)

Es corriente encontrar en la bibliografia la union de dos conjuntos borrosos expresada como

L g (X) = 110 (X) v 145 (X)

donde v representa al operador méximo (union borrosa estandar).

2.2.4 Propiedades de los conjuntos borrosos

Las leyes y las propiedades que, segun se ha visto, cumplen los conjuntos clasicos
no siempre se cumplen en el caso de los conjuntos borrosos. A continuacion se exponen

segun Kaufmann et. al (1994), qué leyes verifican los conjuntos borrosos y cuéles no:

1. Propiedad Conmutativa: siempre se verifica, debido que las t — normas y las t —
conormas son conmutativas por definicion.

2. Propiedad Asociativa: se verifica puesto que las t — normas y las t — conormas son
asociativas.

3. Leyes de idempotencia: se cumplen si se elige el minimo y méximo como
operadores para la interseccion y la union respectivamente. Pero si se escoge por
ejemplo el producto algebraico y la suma algebraica, no se cumplen.

4. Leyes de absorcion: también se cumplen si se elige el par minimo — maximo. Con

otras normas no ocurre necesariamente lo mismo.
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5. Propiedad distributiva: también se cumple para el minimo y maximo, pero no
necesariamente para otras normas.

6. Propiedades de absorcion e identidad: siempre se cumplen debido a la Ultima
propiedad de las t — normas y t- conormas.

7. Involucion del complemento: es cierta si se define ¢ (x)=1— 22, (x), es decir:

5 (%) =1— g1, (X) =1— (L — 225 (x) = g1, (x)
8. Leyes De Morgan: se garantiza su cumplimiento si la t — norma y la s — norma
elegidas se derivan la una de la otra. Es decir: T(x,y)=1-S@1—-x1-Y).

9. Leyes complementarias: en general no se cumplen. Es quizas la consecuencia mas

clara de introducir el concepto de borrosidad en los conjuntos.

Se puede comprobar facilmente que en el caso de que los conjuntos sean clasicos
(funcién de asociacion restringida a 0 6 1) las diferencias entre las diversas normas

desaparecen, convirtiéndose en los operadores de interseccion y union clésicos.

Puede parecer un inconveniente el hecho de que exista arbitrariedad a la hora de elegir
los operadores de union e interseccion, pero esto es una ventaja, ya que nos permite una
gran flexibilidad a la hora de abordar distintos problemas que involucren conceptos vagos.
Si se precisa mantener ciertas propiedades de los conjuntos clasico, deben elegirse una t —
norma y una t — conorma que lo permitan. Esta eleccion darad lugar a un tipo u otro de

I6gica borrosa.

2.3 Principio de extension

Este principio proporciona un mecanismo para calcular los conjuntos borrosos

obtenidos por medio de una transformacion concreta (no borrosa) de cierto nimero (N) de

conjuntos borrosos. Especificamente, si X, X,,..., X, son conjuntos borrosos con
funciones de asociacion  z4(X,), 14, (X)), ity (X)), €l nuevo conjunto borroso

Y = f(X,, X,,...., Xy ) tendra como funcién de asociacion:
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)= max [mNin}ﬂi (x)

=f(D(x)| i=1
2.4 o — cortes

Existe una manera directa de pasar de conjuntos borrosos a conjuntos clasicos
mediante los llamados a — cortes. Dado un nimero ae[O,l] y un conjunto borroso A,

definimos el a — corte de A como el conjunto A, , cuya funcion caracteristica se define:

A _|1si Ha(X) 2 a
oA, (x) = 0 en cualquier otro caso

En definitiva, el o — corte se compone de aquellos elementos cuyo grado de

asociacion supera o iguala el umbral a.

Se habla de o — cortes estrictos si:

L s >a
oA, (X) = o encualquier otro caso

Cualquier conjunto borroso A se puede representar mediante la union de sus o — cortes de

la siguiente manera:
#a(x) = maxfar- oA, (X)]

Los cortes son de especial utilidad en el estudio de propiedades tales como la

reflexividad, simetria y transitividad en conjuntos borrosos.
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2.5 NUmeros borrosos:

Un caso particular y de especial interés de los conjuntos borrosos son los Ilamados
nameros borrosos. Surgen estos como un intento de introducir vaguedad en los nimeros

reales.

Un conjunto difuso A definido en la recta real R se llama un namero difuso si A
cumple las siguientes propiedades:

1. Es normal, o lo que es lo mismo, existe al menos un elemento x de R tal que

Ha(X)=1.

2. Esconvexo, lo cual quiere decir que

vsel0l] Wvx,yeR

La(X+@A—3)Y) = min(ze, (X)), 24 (Y))

Geométricamente esta propiedad quiere decir que todos los a — cortes de A son

intervalos cerrados en R. La funcidn de asociacion es creciente hasta llegar al punto en que

1, (X) =1y decreciente a partir de él.

3. gLa funcion de asociacion es continua en intervalos.

4. El soporte de A es acotado.

La enorme importancia de los ndmeros borrosos, estriba en que son muchos los
ejemplos practicos, en los que el grado de asociacion de un determinado elemento del
universo U — R se puede expresar como funcion de una caracteristica mensurable del

mismao.
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Como ejemplo visual, se presenta unas posibles definiciones graficas de los nimeros
borrosos que expresan los predicados “aproximadamente 4” y “aproximadamente 6”. De un
modo arbitrario se han escogido funciones de tipo gaussiano y triangular, respectivamente,

tal y como se muestran en la figura 5.

Figura 6. Numeros borrosos “aproximadamente 4” y “aproximadamente 6”.

2.6 Subconjunto Aleatorio Borroso:

Este instrumento ha sido desarrollado, entre otros, por Hirota (1984) y Kaufmann y
Gil (1990). Si un subconjunto borroso A definido en un conjunto referencial X viene dado

por su funcion de asociacion . (x), que indica el grado de asociacion de x a A,
15 (x) €[01] y dicha asociacion es un valor cierto; en contraposicion, en un subconjunto
aleatorio borroso, que notaremos como A, el nivel de asociacion de un valor x vendra dado
por una distribucién de probabilidad. Asi, la asociacion de un valor X a f&,,u;(x), sera
aleatoria, y vendra dada por f(,uz\(x)za), siendo f(,uz\(x)za) una probabilidad si
y;(x) es una variable aleatoria discreta y una funcién de densidad, si el nivel de asociacion

de x es una variable aleatoria continua.

De esta forma, los operadores basicos para subconjuntos borrosos como el minimo y
el maximo, correspondientes a la interseccion y union de conjuntos- se ven afectados por
las leyes de la probabilidad, ya que el nivel de asociacion de un valor x a un subconjunto
aleatorio borroso viene dado por una ley de probabilidad. Es decir, si se opera con
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subconjuntos aleatorios borrosos no se puede hallar, I6gicamente, el nivel de asociacion de
un elemento x al conjunto unién, interseccion o al conjunto complementario, sino de la
probabilidad de que su nivel de asociacion al conjunto union, interseccién y complemento

tome un determinado valor.

De esta forma, sea x e X, y dos subconjuntos borrosos aleatorios A y B, para los

cuales el nivel de asociacién x viene dado por ”Z\(X) =1y yg(x) = 1,, que son variables

aleatorias. Para el operador minimo, si se denota como p una medida de probabilidad, se

obtiene:

Pl Aty =) =p(y =) ey, > ) + P, =a) pley, > ) +py = a) p(u, =)

Por otra parte, para el operador maximo, los resultados son:

Py v 1y =a) =p( =) pl, <) +p, =) pey <) +py, =) (i, =)

y para el complementario se obtiene:
P, (X) =) = p(iy =1-0)

Si u.(X) y u:(x)son variables aleatorias continuas, donde se denota como f(w)a

la funcion de densidad de ;. (x)y f,(u) ala funcion de densidad de #(X) , entonces, las

funciones de densidad del nivel de presuncion resultante de realizar las operaciones

minimo, maximo y complementacion son:
1 1
f (oA gty =) = fi(@) [ f,(u)dp + £, [ F,(u)dp

f (v 1, = a) = f(@)[ f,(u)du+ 1, f,(u)du

flu;e () =a)=f,(1-a)

39



Asimismo, se pueden definir estas operaciones, de forma que se simplifique la

notacion, a través de las funciones de distribucion complementarias de u;(x) y
Hs(X) = 14, , las cuales se denotan respectivamente como F(a) y F,(a) . Para H (%), si

ésta es una variable aleatoria discreta, se obtiene F,(«) como:

Fi(e)= > p(u)

Vuzo

Y si ,u;(x) es una variable aleatoria continla:

F(a) = [ f,(x)du

De esta forma, se pueden hallar las funciones de distribucion complementarias de

My A My N Y lade g, (x) como:

F(u Ay, =a) =F(a)F,(a)
F(u v i, =a)=F(a)+F,(a)-F(a) F(a)
F (i, (%) = ) =1- Fy(1-a)

Por otra parte, para el subconjunto borroso A , se puede hallar su valor esperado,

E[Z] que ser& un subconjunto borroso ordinario, ya que V x su nivel de asociacion en A

gueda reducido a un valor cierto. De esta forma:
1
Hefs]00) = | ot (o)
0

Para finalizar, se esboza el concepto de nimero aleatorio borroso. Para ello se parte,

de que para un subconjunto aleatorio borroso A, se puede generar un subconjunto borroso
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ordinario para cada uno de los niveles de « e[O,l], pudiendo estos ser denotados como

A@ . Para dicho subconjunto se define su funcion de asociacion como:
Hie (X) =F(«)

donde se denota como F («)al valor de la funcion de distribucion complementaria de
M (xX) en .

De esta forma, se dice que A serd un ndmero aleatorio borroso si A Y es un
namero borroso, es decir, si:

a) El conjunto referencial de A son los reales.

b) Va, A esnormal y convexo. Asi:

b.1) sup sz, (X) =1V [0/1]

VxeX
b.2) VX, X, € X,VA€[01]} Var € [0tz [A% + A= 2)%, |2 p150) (%) A 1150 (%)
2.7 Probabilidad de eventos borrosos:

Para definir el concepto de probabilidad de un evento borroso, se empieza
enunciando para un conjunto probabilizable Q, donde © es el conjunto de sucesos

elementales, el concepto de probabilidad, que es una aplicacion tal que:

p:Q2—>R"
AcQ— p(A)

donde A es un conjunto clasico de Q, o un evento ordinario.

Los axiomas que rigen a la probabilidad, suponiéndose, en cualquier caso, que los

conjuntos que se definen sobre Q son booleanos, son:
1) p(A)=0
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2) VAeQy VBeQy AnB=0
P(AUB) = p(A)+ p(B)
3) p(2) =1

A partir de estos axiomas, se deducen facilmente las siguientes propiedades:

4) p(@)=0

5) p(A%) =1-p(A)

6) p(A)+ p(B) = p(ANB)+ p(AUB)
7)Si Bc A= p(B) < p(A)

Zadeh (1968), denomina como evento borroso a un subconjunto borroso A definido

sobre el conjunto de sucesos elementales Q. Por supuesto, para A la asociacion de un
elemento weQ tiene asignado un nivel de verdad que vendra dado por su funcidn

asociacion, . (w). Zadeh propone hallar la probabilidad de un evento borroso, p(A),

como:

P(A) = > 45 () p()

Si el conjunto referencial, sobre el que se define la distribucién de probabilidad

fueran los nimeros reales, es decir Q=R y si para éste se denota como un suceso elemental

al numero real, la probabilidad del evento borroso A serd, en general:

P(A) = [ ez YAF(X)

donde F(x) es la funcién de probabilidad acumulada. Si el conjunto Q es discreto, y se

denota como p(x) a la probabilidad de un elemento x, entonces:

P(A) = 1z (X) p(x)
y es continuo:
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p(A) = [ 115 () T (x)elx

La probabilidad definida para eventos borrosos cumple asimismo los axiomas de la
probabilidad:

1) p(A)=0

)VAcQYyVB e QyAnB =0
P(AUB) = p(A) + p(B)

3) p(Q)=1

A partir de estos axiomas se deduce facilmente:
4) p(2)=0

5) P(A°) =1— p(A), donde si5. (@) =1— s ()
6) p(A)+ p(B) = p(ANB)+ p(AUB)

7) Si BcA= w5 () 2 s (w)Vw, se cumple que p(l_5;) < p(,&)

2.8 Variables Aleatorias Borrosas:

2.8.1 Conceptos y definiciones

El concepto de variable aleatoria borrosa ha sido desarrollado, de forma dispersa en
diferentes trabajos, siendo los mas representativos Kwakernaak (1978), Nahmias (1978),
Puri y Ralescu (1986) y Kruse y Meyer (1987). En ellos se analiza como trasponer y
generalizar a las variables aleatorias para el caso de subconjuntos borrosos en R. Como la
herramienta por excelencia para expresar cuantias borrosas, son los nimeros borrosos,
unicamente se analizara, el caso de que las variables aleatorias borrosas sean numeros

borrosos.

Una variable aleatoria borrosa, se construye sobre el conjunto de sucesos

elementales Q, en los que se ha definido una ley de probabilidad:
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A, Q- F(R)

weQ—)E\w

donde F(R) es el conjunto de nimeros borrosos y A, es el nimero borroso asociado al

suceso elemental w, y por tanto, puede venir representado por:

~

A, =tz 0f=1A =[A @), A@]o<ax<l

En este caso, Unicamente se estudiaran, las variables aleatorias borrosas discretas, y

que provienen de un espacio de sucesos elementales Q ={w1, ®y,...,j,...,0n}. Asi, para oj,

el numero borroso asociado a dicho suceso sera denotado como A, donde:

A =%z ()= (A, = [A@). A@]o<asLi=12...n]

A partir de los posibles eventos en que pueden concretarse cada uno de los sucesos,

se puede definir dentro de X , variables aleatorias convencionales, X, cuyos eventos son

{X1, X2,....Xn} Y que deben llevar aparejadas consigo un nivel de presuncion. Asi, se puede

hallar la funcién caracteristica de una variable aleatoria borrosa X , 4z (X), como:

4 (X)= A ()

que indicara el grado de verdad, con que la variable aleatoria X reconstruye a la variable

aleatoria borrosa X .

Normalmente, cuando se deba manipular subconjuntos borrosos suele ser dificil

trabajar con funciones de asociacion, y en cambio es mucho méas facil trabajar con
conjuntos de nivel. De esta forma, se puede definir a X a través de los conjuntos de nivel

asociados a los a-cortes de A, i=12,..n. Asi, los a-cortes de X , X, son aquéllas

a

variables aleatorias cuyos eventos son:

44



X, = {Xi € R‘,u/; (%)= a}

Asi, para X, se define como variable aleatoria inferior, X'(a) aquélla que sus

valores son los extremos inferiores de los a-cortes de A, i=1,2,..n., y como variable

a!

aleatoria superior, X?(«) aquélla cuyos valores son sus extremos superiores. Asf:

X' (a) = inf {Xi € R‘,ulzi (x)= a}z Al(a),con i=1,2,....n.

X2 () :Sup{xi € R‘,u/l-1 (x)= a}z A(a),coni=1,2,....n.

2.8.2 Esperanza, varianza y desviacion estandar de una variable aleatoria borrosa.

La primera definicion que se ofrece para la esperanza matematica, y las medidas de
dispersion, varianza y desviacion estandar de una variable aleatoria borrosa, es la propuesta
en Kruse y Meyer (1987), y consiste en definirlas via principio de extension de Zadeh

(1965). De esta forma, estas medidas vendran dadas también por los subconjuntos borrosos
que se denotan como E[X], V[x] y D[x], cuyas funciones de asociacion quedaran

definidas a través de la de X. Asi, se obtiene la funcién de asociacién de la esperanza

matematica como:

Hexg(X) = v 4z (X)
varianza sera:

HapgX) = ¥ 4= (X)
y la desviacién estandar:

— _ 2
Hp[x] (X) = X:\D/[X]ﬂg (X) = /J\7[X](X )
Como E[X], V[X] y D[X] se denotan los operadores esperanza matematica,

varianza y desviacion estandar para una variable aleatoria ordinaria.
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Por otra parte, para una variable aleatoria discreta X cuyos valores son: {xi,
X2,....Xn} las cuales presentan una probabilidad {pi, p2,....pn}, Se puede entender que E[X],
V[X] y D[X] son funciones de estos eventos y las probabilidades que éstos llevan

asociadas. Asi, su expresion es:

E[x]=> b
v[x]=gpi(xi—gpixij2

ob)- S0 -Son]

Por lo tanto, se entiende como variable aleatoria borrosa a una variable aleatoria
cuya i-ésimo valor es un nimero borroso A, siendo su probabilidad asociada pi, i=1,2,...,n,

la funcidn de asociacion de la esperanza, la varianza y la desviacion estandar pueden ser

halladas a través del principio de extension de Zadeh realizando:

g (X) = v g (X) A gty (Xo) Aen g (X))

X:Z:pixi
Hopg(X)= v Mt (X)) A gtz (X)) Aoy (X))
X= 2 Pi| X% —iZ:l: PiX;
upg(= v L (X0 A (X0) A g (X)) i (X°)

=1

B gpi[xi—gpixiJ

Es evidente, que en muchas ocasiones, no se podra hallar la expresion analitica de la

funcion de asociacion de E[X], V[x] y D[x], pero si sera posible, representar dichos
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momentos de una variable aleatoria borrosa a través de sus a-cortes. Asi, los a-cortes de la

esperanza matematica, E[X], vienen dados por:

E[x], —{x

Z PX X €A, :1,2,...,n}

Y como la funcion esperanza matematica es mondtona creciente respecto a ese valor, se

obtiene que:
= [E'[X)a) B [X)))= [E[X (@) | E[x* ()] = {Z p. Al Z p.A%(« }

Ese valor coincide, con el que se obtiene para el valor medio de un haz de nimeros

borrosos.
Respecto a la varianza, sus a-cortes son:
V[X]a = {x € R+|x = ?:1 pi(xi - 2?21 Di Xi)z,xi € Aia'i = 1,2, ,n} = [ Min X, Max X]

Dado que no existe monotonia de V[X] respecto a los valores de x, para hallar los

extremos de V[X]a se debe plantear el siguiente programa matematico:

n n 2
Minimizar (Maximizar) x=>’ pi(xi - pixij

i=1 i=1
A(e)<x < A(a)i=1,
Siendo el mé&ximo de X, el extremo superior de V[X]a, y el minimo de X, su extremo
inferior. Si bien, estos programas matematicos son relativamente sencillos de resolver,

realizar dicha implementacion para todo lo que se desee, puede ser complejo. Por ejemplo,
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Frihwirth-Schnatter (1992), propone una aproximacion a la desviacion estandar muestral,
cuando ésta se compone de numeros borrosos, basada en la aritmética de los intervalos de
confianza. Estos intervalos, permiten una aproximacion a los a-cortes de la varianza que

facilitan su determinacidn, aunque a costa de obtener un nimero borroso mas incierto.

Se puede definir a una realizacion centrada de una variable aleatoria X, como: ¢j =
Xj- E[X], siendo entonces la variable C, C=X- E[X], la variable aleatoria centrada que

deriva de X.

De forma analoga, se define para el i-ésimo valor de X, A, por tanto, lo
correspondiente a una variable aleatoria borrosa, a su valor centrado como C, = A —E[X],

utilizdndose en la construccion de los a-cortes de C,,C,, la aritmética de intervalos de

confianza se tiene:
C, =[ci(a).c¥(a)]=[A(a)-E*[X)a), AZ(a) - E X))

A partir de los a-cortes de C,, se haIIa(Ci)z, que es un numero borroso cuyos a-cortes son:

c.r-[le¥T@le yT @)

donde:

[c! @] sicl@)z0 e 2
(cX]@=1{lci@fsiccmy<o vy [c}] @)= {[Ci (@)] siCi(a)+ Ci(x)=0

2
[C.l a)l en otro caso
0O en otro caso i ( )-

De esta forma, V[X]a ~ Zi: P (Ci,x)z = {zi: P [(Ci )ZI(a%i P [(Ci )2:+ (a):|
y asf, como D[X], = V[X], ,entonces:
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zl: .Zl: P [(Ci )ZT(a)1 g Pi [(Ci)ZT(a)}

El concepto de varianza y desviacion estandar que se ha planteado anteriormente
estd basado en el concepto de distancia euclidea borrosa entre nimeros borrosos (Dubois y
Prade ,1980). Sin embargo, diversos autores como Feng et al. (2001), consideran que,
aunque es razonable sostener que el valor esperado de una variable aleatoria borrosa es un
numero borroso, la varianza de una variable aleatoria borrosa no debe ser borrosa, ya que
por la naturaleza del indicador varianza o desviacion estdndar éstos deben ser indices
ciertos. Asi, la idea subyacente de esta modelizacion de varianza, es la utilizacion del
concepto de distancia ordinaria entre nameros borrosos, como instrumento en la
aproximacion de numeros borrosos. Basandose en el concepto de distancia euclidea
ordinaria entre nimeros borrosos, Feng et al. (2001), la definen como varianza ordinaria de

una variable aleatoria borrosa, la cual se denota como V'[X] a:

V[X] = j( VX )]+ V [X? (@) b

L j{z o(#e)- Zoate)] +£0 w5 a0

Siendo entonces la desviacion estandar que se deriva del concepto de varianza de Feng,
D[X]:

D'[X] =V [X] \/%j (v [x )]+ V[X2(e) e

2.8.3 Funcion de distribucion y cuantiles de una variable aleatoria borrosa.
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Para una variable aleatoria discreta X, cuyos valores son {Xi, Xo,...,Xxn} Y cuyas
probabilidades asociadas son {p1, p2,....pn}, la funcion de distribucion de X, que se denota

como F[x] es una funcion tal que:

FIx]=p[X<x]= >.p,

Vi[%<x
Una funcidn de distribucidn F[x] debe cumplir las siguientes propiedades:

1) F[x] es no decreciente
i) F[x] > 0six —>-0yF[x] > 1six—0

iii) pX>x] =1 - p[X <x] =1 - F[x]

En el caso de variables aleatorias borrosas, la funcion de distribucion serd un

subconjunto borroso  F[x], que indicard p[X <x]. Su funcién de asociacion se podra

hallar a través de lade X planteando:

e (@)= v 1 (X)

Z=F[x]=p(X<x)

Asimismo, también se puede hallar sus a-cortes, lo cual sera normalmente més
operativo. En este caso, se debe tener en cuenta que dos variables aleatorias X e Y
discretas, cuyo campo de variacion es, {xij}i=1...ny {yi}i=1...n respectivamente con P[X =
xi] = P[Y=yi] = pi, Si Xi >Y; Vi, se cumple siempre que P[X < x] <P[Y <Xx]. De esta forma,
para X, se definen los a- cortes de la funcion de distribucion, F[x], a través de los a-cortes
de la variable aleatoria inferior y superior para dicho nivel a. En concreto, el extremo

inferior F*[X](c), se construiré a través de X?(a) y el superior F2[X]() a través de X*(a):

FIIXI(@) =pIX (@) <x]1= > py Fxl@=pX*(@)<x]= > p

Vil Al(a)<x Vil A? (a)<x
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Asi, F[x], no sera, en variables aleatorias borrosas discretas, un intervalo de confianza, ya

que su dominio es discreto. Sin embargo se puede afirmar que:
FIX, < [F[X](@), F*[Xl(«)]
cumpliéndose asimismo que F[x], o F[x],,V a<a'ya que A_A,,i=12...n.

Por supuesto, también se puede hallar la funcion de asociacion de F[x] través de F[x]a
como:

Hipy(2) = {Max alzeF[x], }con a<[0]]

Para definir el concepto de cuantil en una variable aleatoria borrosa, se iniciara por
concepto de cuantil para una variable aleatoria discreta. Se denomina e-cuantil de una
variable aleatoria X, al menor valor que acumula a su izquierda una probabilidad de e,

siendo dicho cuantil denotado como g°. En concreto, éste se halla:
g°=Min XF[x]>c0 Minx [p[X <x]ze¢

Se considera, en una variable aleatoria borrosa, los cuantiles seran subconjuntos
borrosos. A partir de la funcion de asociacion X, se puede definir el e-cuantil de X, Q°

como:

Ha: (@)= v uz (X)

q=Minx |F[x]z¢

A pesar de que los a-cortes de la funcion de distribucion, no vienen estrictamente

dados mediante un intervalo de confianza, los a-cortes del 1-¢ cuantil de Q¢, Q¢, si lo

seran. De esta forma para hallar Q2 se debe partir de F[x],, obteniéndose:

Q: =[0“ (2),Q* ()]
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donde:

Q¥ =Minx [F’[Xl(@)=ey Q*(a)=Minx |F'[X](a)2¢

Es decir, a partir de la inversa de la funcion de distribucion inferior, que es la de

X?(«), se obtendra el extremo superior del a-corte de Q¢ y viceversa.

Asimismo, si las realizaciones de las variables aleatorias borrosas A,A,.....,

cumplen que:
Alla) <A, (a),i=12,...n-1Va
A(a) <A (a),i=12,..,n-1Va

Los extremos inferior y superior de Q¢ son:

Q" (@) =A@MInY p 22y Q*(@)=A(@MinY p, >z

isi j<i

y por tanto:

A

2.8.4 Inferencia estadistica en muestras donde las observaciones vienen dadas por nimeros

borrosos.

En este topico se analiz6 la determinacién del la media muestral, de la varianza y

desviacion estandar muestral, la funcién de distribucién empirica y los cuantiles empiricos

en muestras tomadas de variables aleatorias, cuando las observaciones no vienen dadas de

forma cierta, sino mediante nimeros borrosos. Es decir, en este caso, se supone que el

observador dispone de n observaciones que vienen dadas por nimeros borrosos, siendo el

correspondiente a la i-ésima observacion A:

A =z ()= (A =[A(@), A@]0sa<l)i=12..n.
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El hecho de que, los datos obtenidos de la muestra sean borrosos, puede venir dado,
por ejemplo, por la dificultad o la imposibilidad de cuantificar exactamente los mismos.
Puede darse el caso, de que la metodologia que se utiliza para su medicion no es la
adecuada o bien por la misma naturaleza de los datos, por ejemplo, en los mercados
financieros, durante una misma sesion no suele negociarse un Gnico precio, sino que suelen
negociarse varios, de forma que, el precio de una accién un determinado dia no es “2000”,
sino “aproximadamente 2000”. En estas circunstancias la cuantificacién de dichos datos es

vaga, siendo mas realista modelarlos a través de nimeros borrosos.

2.8.4.1 Media muestral, varianza muestral y desviacion estandar muestral.

Estos pardmetros representativos del valor medio y la dispersion seran definidos a
través del principio de extension de Zadeh(1965). Para ello, la esperanza muestral de una
variable aleatoria X, E[X], su varianza, V[X] y su desviacion estandar, D[X] , si la muestra
obtenida es un vector (X1, Xp,...,Xn), siendo sus componentes cuantias ciertas, puede
expresarse como una funcion f:R"—R, en la que las variables independientes son los datos

obtenidos. En concreto:

Sin embargo, si los datos vienen dados a través de un vector borroso, donde el i-
ésimo componente es el numero borroso A, i=1,2,...,n, la esperanza, la varianza y la

desviacion estandar muestral son unos numeros borrosos que se denotan respectivamente
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como E[x], V[X], D[X]. Su funcién de asociacién puede ser hallada via principio de

extension de Zadeh como:

ﬂE[x](X) = (ﬂ;l(xl)/\,uxz (Xz)/\---/\,u/% (Xn))

x:ﬁizzllx,
ﬂ?[x](x): La v L z(ﬂﬂl(xl)/\ﬂ;z(xz)/\---/\ﬂg] (Xn))
X:Eig‘( X—— 2 %;
ﬂS[X](X) = v (”A(Xl) A g (o) A A g (xn)): ”S[x](xz)

Por otra parte, los a-cortes de la esperanza matemética de E[X], E[x], son

intervalos de confianza que se pueden hallar como:

Ex], - {x

x=12xi,xi A, =1,2,...,n}
N3

Y como la media muestral es monétona creciente, respecto al valor de las cuantias

que la forman, se obtiene que:

n«

£, - ) X1 23 A @23 A )|

Respecto a la varianza muestral, se observa que:

V[x], _{XG R

x_ilzn:(x,—%zn:x,j,x,eA‘ai_l,Z,...,n}_[Min X,Max x]

n—1% i-1
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Dado que no existe monotonia de V[X] respecto al valor de los valores obtenidos
en la muestra, para hallar los extremos de V[X], se debe plantear y resolver el siguiente

programa matematico:

i=1

n n 2
Minimizar (Maximizar) x = ﬁZ(xi —EZXJ
4=

S.a..

Al(@)<x <A (x)i=1, 2,....n.

Siendo el maximo de x, el extremo superior deV[X],, y el minimo de x, su extremo

inferior.

Cuando se estudio la determinacion de los a-cortes de la varianza borrosa, de una
variable aleatoria borrosa, se presume que, si la escala de verdad que emplea el observador
es relativamente detallada, este enfoque puede no ser operativo, ya que el nimero de
programas a resolver puede ser excesivo. Frihwirth-Schnatter (1992), proponen una
aproximacion a la varianza y a la desviacion estandar muestral, que se basa en la aritmética
de intervalos, siendo dicha aproximacion la que inspir6 la propuesta para aproximar la
varianza de una variable aleatoria borrosa. Esta aproximacion incluye al a-corte real de la

varianza, y facilita su célculo, si bien a costa de obtenerse un nimero borroso mas incierto.

Para ello, se debe hallar el valor centrado de cada una de las observaciones de forma

analoga a lo realizado en la esperanza, varianza y desviacion estandar de una variable

aleatoria borrosa. Para la i = ésima realizacion de la muestra A, su valor centrado es

C~:i = A - E[X]. Para hallar los a-cortes de Ei se utiliza la aritmética de intervalos, de

forma que:

C, =[ci@) @)= A (@) - EXI@), A (@)~ ETXI(@)]
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A partir de los a-cortes de éi , se halla (5i )2, siendo los o-cortes de este Gltimo nimero

borroso:

. F-lerl@lcrl @]

donde:

[ci@)f sicl@)>0 o 2
(V] @=1ct@fsici@<o vy kcdﬂxa)z{ki&n]S'Cda)+ C2(a)>0

0 en otro caso [Cil (06)]2 en otro caso

De esta forma,

n

V[X]a ~ %]-Zl:(cia)z = [ﬁg[(cu )ZI(Q)’ﬁg[(Ci )2}*(a):|

Y asi, como [A)[X]a = w/\?[X]a , entonces:

A l n 1 n
D[x], zl:\/EZ[(Ci )ZI(a)’\/EZ[(Ci )ZT(“)}
i=1 i=1
2.8.4.2 Funcion de distribucion muestral y cuantiles muestrales:

Para definir la funcion de distribucion y los cuantiles para muestras con
observaciones borrosas, se partira de su definicién suponiendo que la muestra tomada se

compone de cuantias ciertas, las cuales vienen dadas por el vector (X1,Xz,...,Xi,...,Xn). El

valor de la funcién de distribucion empirica para una cuantia x, F[x]es:

Fi- 3 2

VX <X

2.4
n

S

siendo el dominio de F[x] el conjunto discreto {0,
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Si la muestra viene dada por n valores borrosos A, i=1,2,...,n, entonces, la funcion

de distribucion para un valor x viene dado por un subconjunto borroso F[x] cuya funcion

de asociacion es:

ey @= v [ ps 0]
[x] 21 i=1" A

VXj <X n

También se puede hallar los a-cortes de la funcién de distribucion muestral, a través
de sus o-cortes, If[x]a. El valor inferior de If[x]a, F'[x](«x)se hallard a través de los
extremos superiores de los a-cortes de las observaciones, A’(«),i=12,...,n Yy el superior,

F2[x](«), a través de los inferiores, A'(«),i=1,2,...,n. Asi:

FiXe)- ¥ 5y P Z%

A (@)<x N

Asi, F[x],no ser& un intervalo de confianza, ya que como se ha presentado, su dominio es

discreto, {O1
n

SN

: 1} pero si se cumple que:

FIx, < |[F'IXI(@), B IX(@)|

cumpliéndose asimismo que F[x], o F[x],,V a<a'yva que A,_A,,i=12..n

Por supuesto, se puede obtener la funcidn de asociacion de IE[x] través de If[x]a

como:

Hipg (D) = {Max alz eF[x], } con a<f0]]
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Por otra parte, para definir el concepto de cuantil borroso en una muestra donde las
observaciones son borrosas, se partira del concepto de cuantil en el caso en que la muestra

sea un vector cierto (X1, X2,...,Xi,...,Xn) donde X;<x;<...<x,<...<Xp
El cuantil de orden ¢, §° es aquel valor xi.1 que presenta una frecuencia acumulada tal que:

. B [ - i+1
4% =X ":[Xi]:—<5S FlXal=—
n n
Si las observaciones de la muestra son borrosas, A, i=1,2,...,n, entonces, dicho

cuantil serd también un nimero borroso, que se denota como Q¢, donde la posibilidad de

un valor del mismo g° = x+; vendra dado por:

He Q) = v /n\ﬂz\ (%)

=X, |F[% ke<Fx,q ]\ i=1

Como en el caso de las variables borroso aleatorias, los a-cortes del cuantil de orden
g, pueden ser hallados a través de los a-cortes de las observaciones que componen la

muestra estudiada. De esta forma, para hallar Q; , donde:

Q: =[Q" (), Q* ()]

se debe hallar el valor inferior de su a-corte Q* («)a través de los extremos inferiores de

los a- cortes con dicho nivel de presuncion de A i=1,2,...,n, Al(), Y el superior, Q% (),

a través de los superiores, A’(«), 1=1,2,...,n. Para ello se ordenan los extremos de los a-

cortes de A ,&2 Eh , para cada nivel en orden creciente, de forma que:

A(a)< A, (a),i=01...n-Va
A(a) <A, (a),i=0L..,.n-1Va
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Donde, tras la ordenacion efectuada, el i-ésimo extremo inferior que se obtiene no tiene por

qué pertenecer al mismo nimero borroso que el i-esimo extremo superior.

Finalmente, se obtienen los extremos del a-corte del cuantil, que se pretende hallar
de forma que: Q" (a) es aquel extremo Al (a) y Q%**(a) es aguel extremo AZ, ()

que cumplen respectivamente:

ﬁz[p‘l(a)]:%qs'fz[pﬁl(a)]!%l y 'fl[ﬁf(a)]—iqslfl[A,il(a)]JJle

n
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CAPITULO IlI

METODOLOGIA

Este trabajo comprende fundamentalmente, una aproximacion tedrica de caracter
documental, descriptivo y comparativo, a un enfoque de la teoria clésica de probabilidad y

estadistica, desde la perspectiva de la borrosidad.

Dicho enfoque, intenta configurar un marco tedrico referencial que aproxime las
propiedades y bondades de la borrosidad y la légica difusa al mundo practico y real de la

teoria clasica de la probabilidad y la estadistica.

Para la construccion tedrica de este enfoque, se realizaron los siguientes pasos:

Se realiz6 una revision documental, para identificar los elementos fundamentales de la
l6gica difusa, que pudieran relacionarse con los conceptos basicos de la teoria clasica,

con el objeto de alcanzar una aproximacién teorica y practica entre ambas teorias.

Se elaboré un enfoque previo de la teoria clasica de conjuntos.

Se identificaron los elementos fundamentales de la borrosidad y légica difusa,

detallando:

3.1 Extension de la teoria clasica de conjuntos a los conjuntos borrosos, sefialando:

3.1.1 Funcion de asociacion: explicando como la forma de la funcion de asociacion tiene
un cierto componente subjetivo, frente a la forma rigida de las funciones caracteristicas de
la l6gica clasica. Igualmente, la manera en que estas funciones pueden adquirir diversas
formas y en ocasiones pueden ser elegidas con un amplio grado de libertad por parte del
“disefiador”, lo que en la practica puede traducirse como la posibilidad de incluir

conocimiento experto.
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3.1.2 Definiciones bésicas sobre conjuntos borrosos.

3.1.3 Operaciones entre conjuntos borrosos:

Se sefialan como las tres operaciones basicas de los conjuntos clasicos (complemento,
interseccion y union), pueden ser generalizadas a los conjuntos borrosos de diversas
formas. Con especial relevancia de la que hace uso de operaciones conocidas como

operaciones estandar, definidas como:

Interseccion: 41, (X) = min(z, (X), 15 (X))
Union: Haog (X) = maX( 1, (X), 145 (X))

Complemento: ,ux(x)zl—,uA(x)

3.1.4 Propiedades de los conjuntos Borrosos:

Las leyes y las propiedades que, segun se ha visto, cumplen los conjuntos clésicos no
siempre se cumplen en el caso de los conjuntos borrosos. En este trabajo se muestra qué
leyes verifican los conjuntos borrosos y cuales no.

Las leyes y propiedades que se evaluaron, son: Propiedad Conmutativa, propiedad
Asociativa, leyes de idempotencia, leyes de absorcién, propiedad distributiva, propiedades
de absorcion e identidad, involucion del complemento, leyes De Morgan, leyes

complementararias.

3.1.5 Principio de Extension.
3.1.6 Numeros borrosos.
3.1.7 Subconjuntos aleatorios borroso.
3.1.8 Probabilidad de eventos borrosos.
3.2 Variables aleatorias borrosas:
El concepto de variable aleatoria borrosa ha sido desarrollado, de forma dispersa en
diferentes trabajos, siendo los mas representativos Kwakernaak (1978) y Ralescu (1984).
En ellos se analizaron como trasponer y generalizar a las variables aleatorias y los

conceptos que de dicho instrumento se derivan al caso en que las realizaciones de la misma
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sean subconjuntos borrosos en R. Como la herramienta por excelencia para expresar
cuantias borrosas son los numeros borrosos, Unicamente se analizaron, el caso en que los

eventos de las variables aleatorias borrosas sean nimeros borrosos.
3.2.1 Esperanza, varianza y desviacion estandar de una variable aleatoria borrosa.

La primera definicidn que se ofrece para la esperanza matematica, y las medidas de
dispersion, varianza y desviacion estandar de una variable aleatoria borrosa, es la propuesta
en Kruse y Meyer (1987), y consiste en definirlas via principio de extension de

Zadeh(1965). De esta forma, estas medidas vendran dadas también para los subconjuntos
borrosos que se denotan como E[X] V[x] y D[X], cuyas funciones de asociacion se

abordaron en esta investigacion.
3.2.2  Funcion de distribucidn y cuantiles de una variable aleatoria borroso.

3.2.3 Inferencia estadistica en muestras donde las observaciones vienen dadas por
ndmeros borrosos.

En este topico se describio la determinacion de la media muestral, de la varianza y
desviacién estandar muestral, la funcion de distribucion empirica y los cuantiles empiricos
en muestras tomadas de variables aleatorias, cuando las cuantias que son observadas no
vienen dadas de forma cierta, sino mediante nimeros borrosos. Es decir, en este caso, se

supone que el observador dispone de n observaciones que vienen dadas por ndmeros

borrosos, siendo el correspondiente a la i-ésima observacion A .

Los parametros representativos del valor medio y la dispersion fueron definidos a

través del principio de extension de Zadeh.

4. Descritas ya las operaciones de la légica difusa, para alcanzar el tercer objetivo, se
elabor6 un andlisis interpretativo, de las caracteristicas, propiedades y principios,
susceptibles de ser relacionados entre la teoria clasica de la probabilidad y estadisticas y

la teoria de la l6gica difusa.
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CAPITULO IV

ENFOQUE INTERPRETATIVO

Es fundamental sefialar, que la falta de informacion en los experimentos cientificos,
se presenta de dos maneras diferentes: con incertidumbre y con imprecision. Por esta razon,
dos teorias diferentes se han desarrollado, con el fin de resolver esta falta de informacion, a
saber: la teoria de probabilidades y la teoria de los conjuntos borrosos. Pero como la
incertidumbre y la imprecision se presentan simultaneamente, esto ha obligado al uso de
una combinacion de las dos teorias mencionadas. En los capitulos anteriores, se revisaron,
identificaron y caracterizaron los elementos fundamentales de ambas teorias, configurando
un marco teérico referencial, con el objeto de construir, a continuacién, un enfoque
interpretativo, que permita conectar las propiedades y bondades de la borrosidad y la légica

difusa, con el mundo préctico y real de la teoria clésica de la probabilidad y estadistica.

Como es conocido, fue Zadeh (1965), quien introdujo la teoria de los conjuntos
borrosos y desde ese mismo momento, comenzaron los intentos por parte de muchos
investigadores, de combinar adecuadamente, la teoria de los conjuntos borrosos con la
teoria de probabilidades, para minimizar el problema que representaba la imprecision y la
aleatoriedad en los diferentes experimentos llevados por cualquier investigador. Ese ha sido
precisamente, uno de los elementos fundamentales de esta investigacion; describir las
aproximaciones que han desarrollado en las referencias consultadas para resolver el

problema de la incertidumbre y la imprecision desde una perspectiva borrosa.

Zadeh (1965), establece que la funcion caracteristica es reemplazada por una
funcién de asociacion y que el conjunto borroso es como una clase de objetos con un
continuo grado de asociacién. Tal conjunto, esta caracterizado por una funciéon de
asociacion, la cual asigna a cada objeto un grado de asociacién evaluable entre cero y uno.
A diferencia del conjunto clasico, el cual esta caracterizado por una funcion de asociacion

(funcion caracteristica), evaluable en cero 6 uno.
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Por ejemplo, para un conjunto clésico tendriamos lo siguiente:

Hesiente () T

Caliente
1 ol e an an - a—

|
|
I
1
|
I
|
T

>

0

Q 500 1000 X ( Temperatura)

Figura 7. Ejemplo de conjunto clasico.

En conjunto se definiria asi: Caliente = {x | x > 500}, Temp [°C]

_ (1 x € Caliente
Hcatiente(x) = {0 x & Caliente

Para un conjunto difuso tendriamos lo siguiente:

H Calierte ( ) 1

1 B

>

0 T T L4
0 500 1000 X ( Temperatura)

Figura 8. Ejemplo de conjunto difuso.

El conjunto se definiria asi: Caliente = {x, Ucatiente (X)| x € U}

Abscisas (eje x) Universo de discurso: U=1[0,1000 ]

Ordenadas (eje y) Grados de asociacion en el intervalo: picgrientecxy = [0, 1]
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Un conjunto difuso puede contener elementos con grados de asociacion, a diferencia
de los conjuntos clasicos en los que los elementos pueden “pertenecer” o “no pertenecer” a

dichos conjuntos.

La forma de la funcion de asociacion, de la logica difusa, tiene un cierto
componente subjetivo, frente a la forma rigida (objetiva), de las funciones caracteristicas de
la légica clasica. En funcion de la aplicacion de los conjuntos o de los conceptos
representados por ellos, estas funciones pueden adquirir diversas formas y muchas veces
pueden ser elegidas con un amplio grado de libertad por parte del “disenador”, lo que en la

préactica puede traducirse como la posibilidad de incluir cierto conocimiento experto.

Es importante sefalar, lo establecido por Azorin (1979), acerca de que la eleccion
del tipo de funcién de asociacion a utilizar, puede fundamentarse en alguno de los

siguientes criterios:

a. Criterio individual: Los grados de asociacion de los distintos elementos del conjunto

borroso en cuestion son establecidos de forma subjetiva por el investigador.

b. Criterios colectivos: Consiste en tomar una muestra de opiniones sobre el valor p(x)
correspondiente a cada elemento x, y hallar un promedio teniendo en cuenta el peso relativo

de cada opinante.

c. Procedimientos experimentales: Supone posible el obtener fisicamente el valor p(x). Es

el caso de las mezclas.

d. Procedimiento analitico: Exige la utilizacion de modelos que permitan explicitar la

funcién p(x).
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Entre las funciones de asociacién estandares se encuentran:

Funcion de asociacion Trapezoidal:

Ejemplo: Representacion del conjunto difuso, persona Joven.

Ma A

L »
»

|
0 20 25 30 50 Edad

Figura 9. Representacion del conjunto difuso, persona Joven.

Se observa que el grado de asociacién de una persona de 25 afios al conjunto
Persona Joven es de 0.5, mientras que la edad 20, su grado de asociacion al conjunto es

igual a 1.

Para conjuntos difusos con universos continuos se encuentra la funcion de

asociacion Gaussiana.
Ejemplo:
Conjunto difuso B = méas o0 menos 50 afios de edad.
X = conjunto de nameros reales positivos (continuos)

B = {(x, 125 (X) | xinX }

1

- 2
1+(x—50}
10

g (X) =
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0.8
0.6
04
0.2

i

0 100
edad

X

Figura 10. Ejemplo de funcion de asociacion gaussiana.

Entre las funciones de asociacion L y GAMMA se usan para calificar valores

linglisticos extremos, tales como bebé o anciano, respectivamente. Las funciones Pl y

LAMBDA se usan para describir valores intermedios (como joven, de mediana edad,

maduro). Su principal diferencia reside en que la funcién PI, implica un margen de

tolerancia alrededor del valor que se toma como mas representativo del valor linglistico

asociado al conjunto difuso.

Se considera la variable lingliistica “Altura de una persona adulta”, que toma

valores en el universo de discurso U = [1.4, 2.50]. Se hace una clasificacion difusa de los

seres humanos en tres conjuntos difusos (o valores linguisticos): Bajo, mediano y alto.

L% Corfunto
clifiisa
Funcion de . . . . Vdf”.-
asociacion 1 bajo mediano alto «—— linguistica
ALTURMA
1.5 1.7 1.9 & \
Ui verso e Vegicehie
Bscurse inguistica

Figura 11. Ejemplo de funcion de asociacion tipo L, triangulo y gamma.
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En esta ilustracion se muestran tres conjuntos difusos sobre la variable lingiistica
altura, cuyos valores linglisticos asociados son: bajo, mediano y alto respectivamente. Las
funciones de asociacion son de tipo L para bajo, lambda o triangulo para el mediano y
Gamma para el alto. Si José mide 1.80 metros, la logica difusa nos dice que es un 0.2
mediano y un 0.8 alto. De este modo, expresamos que mientras un elemento puede estar
dentro de un determinado conjunto, puedo no cumplir las especificaciones al cien por cien
(por ejemplo, en el caso de José, a la vista del resultado se podria afirmar que es poco

mediano y mas bien alto).

La notacién habitual para los conjuntos difusos es la definida por Zadeh(1965), que

es la siguiente: sea A un conjunto difuso definido sobre el universo U:

A= {(x s ())x U}

Que indica que A esta formado por todos los pares ordenados x y el resultado de la funcion
de asociacion para todo elemento u dentro del universo de discurso U. Para denotar el

conjunto difuso A:

Si el universo es discreto: Y, us(x)/x

Si el universo es contindo: F = fu ua(x)/x

Se debe tener cuidado con esta notacién, La sumatoria o la integral pierden su
significado habitual. En la légica difusa quieren simbolizar una mera enumeracion de
duplas. La barra tampoco indica una fraccion sino que simplemente se separa los dos
elementos de la dupla. Asi por ejemplo, el conjunto difuso discreto “numero grande” al

lanzar el dado, podria definirse como:

F= 1/6+O'7/5+O,5/4+0’2/3
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La parte derecha de la dupla indica el elemento y la parte izquierda el grado de
asociacion.
Los conjuntos difusos y las funciones de asociacion pueden emplearse de dos formas

posibles:

e Para estimar grados de asociacion a un conjunto. Por ejemplo, si nos dicen que una
persona mide 170 cm, ¢en qué grado es una persona alta?

e Para expresar posibilidades en una situacion en la que se dispone de informacion
incompleta. Por ejemplo, si nos dicen que una persona es mediana, ¢cual sera su
altura? En este caso la funcién de asociacién | puede interpretarse como una
distribucion de posibilidad que nos indica la preferencia sobre los valores que una

variable de valor desconocido puede tomar.

De este modo, se observa, que la principal diferencia entre la teoria de conjuntos
clasica y la difusa es que mientras que los valores de la funcién de pertenencia de un
conjunto clasico son siempre 0 6 1, la funcién de asociacion de un conjunto difuso toma
valores en todo el intervalo [0,1]. Al contrario de los conjuntos clasicos, que pueden
definirse de varias formas, los conjuntos difusos vienen siempre definidos por su funcion

de asociacion.

En 1966, Loginov hizo un primer intento de combinar la teoria de la probabilidad
con la teoria de los conjuntos borrosos, pero no tuvo éxito. Fue precisamente el mismo
Zadeh (2002), quien usando los operadores maximos y minimos logro definir la unién y la
interseccion de eventos borrosos. Establecio de forma contundente, que el uso de estos
operadores en la combinacion de ambas teorias, satisfacia completamente los axiomas de

Kolmogorv, lo cual habia sido la limitante principal hasta ese momento.

De manera similar a los conjuntos clasicos que realizan operaciones entre ellos, en
conjuntos difusos se puede hacer lo mismo, pero debido a la naturaleza diferente de ellos, la

formulacion de estas operaciones es algo especial.

Ello lleva a concluir, que las tres operaciones basicas definidas sobre los conjuntos
clasicos (complemento, interseccién y unién), pueden ser generalizadas a los conjuntos
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borrosos de diversas formas. Dentro de la teoria de los conjuntos borrosos tiene especial
relevancia la que hace uso de operaciones conocidas como operaciones estandar, definidas

como:

Interseccion: g (X) =min( e, (X), 115 (X))
Union: L (X) = max( g, (X), 445 (X))

Complemento:  £4; (X) =1—1,(X)

No obstante, al contrario de lo que pasa con los conjuntos clasicos, ésta no es la Unica
forma posible de definir estas operaciones; diferentes funciones pueden ser apropiadas para
representarlas en diferentes contextos. Por lo tanto, no solo las funciones de asociacién de
los conjuntos borrosos van a ser dependientes del contexto, sino también las operaciones

sobre dichos conjuntos.

Se muestran dos conjuntos difusos los cuales nos servirdn para definir las operaciones

fundamentales que entre ellos se pueden realizar.

Ha 353

>

Figura 12. Funcidn de asociacion de los conjunto Ay B.

La idea intuitiva de interseccion heredada de los conjuntos clasicos, expresa que el
conjunto interseccién de dos conjuntos A y B, se define como los elementos que estan en el

conjunto Ay en el conjunto B.

Siguiendo esta idea, se podria graficar la interseccion de los conjuntos difusos:
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Uang:

e S 4

Figura 13. Interseccion de dos conjuntos difusos.

De manera similar a como se define el nivel de asociacion a un conjuntos difuso,
vamos a encontrar el nivel de asociacion de valor x= 4.5 a la interseccién de los dos

conjuntos difusos mostrados.

Graficamente, el valor x=4.5 tiene un nivel de asociacién de 0.8 al conjunto Ay de 0.2
al conjunto B, siendo el valor de asociacion de x= 4.5, correspondiente a la interseccion
(zona sombreada). Si se desea expresar como una operacion entre estos valores, se observa
que de estos dos valores, el que "toca™ la zona sombreada es el de 0.2, por lo que de manera
intuitiva, se puede afirmar que el valor de asociacion del valor dado a la interseccion de los
conjuntos A y B, es el valor minimo de los valores de asociacion del dicho valor con
respecto a los conjuntos de manera individual; de manera matemaética lo anterior se puede

expresar asi:
A

Hing

1]

Figura 14. Ejemplo de la interseccion de dos conjuntos difusos.
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Por su parte, la interseccion borrosa (t-norma), viene: dados dos conjuntos borrosos A
y B, definidos sobre un mismo universos de discurso U, se define su interseccion como un

conjunto borroso AN B cuya funcién de asociacion viene dada por la expresion

Hans (X) =T [, (X), 15 (X) VX €U

donde la funcion T (X, y), es una norma triangular o t — norma .

Existen varias funciones que cumplen las propiedades de las t — norma y que por lo
tanto, pueden ser utilizadas para representar la interseccién entre conjuntos borrosos.

Algunas de ellas son las siguientes:

T(X,y) = min(x, y) Minimo
T(X,y) =max(0,x+y—1) Diferencia acotada
T(X,y) =x*y Producto algebraico
min(x, y) si max(x,y)=1 o
T(xy)= (xy)si ( _y) Producto dréstico
0 en cualquier otro caso

Se expresa la interseccion de dos  conjuntos  borrosos  como

s (X)) = £, (X) A 25 (X) donde ~ representa el operador minimo (interseccion

borrosa estandar).

En los conjuntos clasicos se expresa que la union de dos conjuntos A y B, se define

como los elementos que estan en el conjunto A o estan en el conjunto B.
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Siguiendo esta idea, se podria graficar la unién de los conjuntos difusos:

y N

Uaus

11

Figura 15. Union entre dos conjuntos difusos

De manera similar, a como se define el nivel de asociacién a un conjuntos difuso,
vamos a encontrar el nivel de asociacion de valor x = 4.5 a la unién de los dos conjuntos

difusos mostrados.

Gréficamente, el valor x=4.5 tiene un nivel de asociacion de 0.8 al conjunto Ay de 0.2
al conjunto B, y el valor de asociacion de x= 4.5 a la union (zona sombreada), se desea
expresar Como una operacion entre estos valores. Se observa que de estos dos valores, el
que "toca" la zona sombreada es el de 0.8, por lo que de manera intuitiva se puede afirmar,
que el valor de asociacion del valor dado a la union de los conjuntos A 'y B, es el valor

maximo de los valores de asociacion. De manera matematica, lo anterior se puede expresar

a 7 i 0) = MAX (i (), (X))
Fios
11 X=45 :
/
R S a—

Figura 16. Ejemplo de Union entre dos conjuntos difusos
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Es corriente encontrar en la bibliografia, la unién de dos conjuntos borrosos expresada

Ccomo sz, 5 (X) = 12, (X) v 125 (X) donde Vv representa al operador maximo (union

borrosa estandar).

En lo referente a la unién borrosa (t-conorma), queda definida: Dados dos conjuntos
borrosos A y B, definidos sobre el mismo universo de discurso U, se define su unién como

un conjunto borroso AUB, cuya funcion de asociacion viene dada por la expresion:

L s (X) =S|, 115 WX €U donde la funcion S(x, y), es una conorma triangular, también

llamada: t- conorma 6, s — norma.

Al igual que en los casos anteriores, existen diferentes funciones que cumplen con las

propiedades y que pueden ser utilizadas para representar la union. Algunos ejemplos son:

S(X, y) = max(x,Yy) Méaximo
S(x,y) =min(L, X+ y) Suma acotada
S(X,Y)=X+y—X-y Suma algebraica

i mim(x,y)=0
S(x,y) = {max(x, y) s (x.¥) Suma drastica

1 en cualquier otro caso

En los conjuntos clasicos, se define el complemento como el conjunto de los elementos

que le faltan a un conjunto para ser igual al conjunto universo.

De la misma manera, en conjuntos difusos se habla del complemento como el conjunto
formado por los valores de asociacion, que le permitirian al conjunto obtener el valor
maximo de asociacion posible, siendo 1 el valor maximo de asociacion que un conjunto
difuso puede suministrar. Este conjunto se podria formar restandole a 1, los valores de

asociacion del conjunto difuso al que se desea encontrar el complemento.

Gréaficamente, esto se visualiza asi:
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X
Figura 17. Complemento de un conjunto difuso

En la grafica anterior, el conjunto complemento se ha dibujado con trazo negro. De
manera similar, a como se define el nivel de asociacion a un conjuntos difuso, vamos a

encontrar el nivel de asociacion de valor x = 6, al complemento del conjunto difuso A.

S S S—
Figura 18. Ejemplo del Complemento de un conjunto difuso

En x = 6, se observa que el valor de asociacion al conjunto A, es de 0.8 si pensamos
en el complemento como lo que le falta a este valor para alcanzar el méximo valor posible

que es 1, se tendria que el nivel del asociacion de x = 6 del complemento, es de 0.2. En la

grafica, se puede verificar esta conclusion. Matematicamente, esta operacidn se expresa asi:

pi=1—py

Existen muchas funciones que cumplen con las propiedades, y que por lo tanto,
pueden ser usadas para representar el complemento borroso. Algunas de ellas son:
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C(x)=1-x

1-x Negacion
C(x) = e (0,0) o
C(X)=[-x"}""we(0,x)
Yager

Es importante sefialar, que los operadores basicos para subconjuntos borrosos como
el minimo y el maximo, correspondientes a la interseccion y union de conjuntos, se ven
afectados por las leyes de la probabilidad, ya que el nivel de asociacion de un valor x a un
subconjunto aleatorio borroso, viene dado por una ley de probabilidad. Es decir, si se opera
con subconjuntos aleatorios borrosos, el nivel de asociacion de un elemento x al conjunto
unién, interseccion o al conjunto complementario, viene dado por la probabilidad de que su

nivel de asociacion a estos conjuntos tome un determinado valor.
A continuacion, veamos el siguiente ejemplo:

Sea E un conjunto continuo 6 discreto, se llama subconjunto borroso E a todo

conjunto de pares ordenados :
A={(x/pz(x)), v x €E}

uz: E — [0,1], es la funcién de asociacion
wi(x), es el grado o nivel de asociacion de x a E.
La notacion que emplearemos en adelante para distinguir un conjunto borroso de uno nitido

es el simbolo ~ colocado sobre la letra que indica el conjunto.

Sea un conjunto de inversiones E = {a, b, c, d, e, f}. Tales que a: bonex, b: acciones,
c: fondo de inversion, d: plazos fijos, e: bonos Brady, f: otros activos.

En un determinado periodo “a” resulté una muy buena inversion, “b” mala, “c” ni buena ni

mala, “d” muy redituable, “e” bastante buena y “f” bastante mala.
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Podemos definir en el conjunto de inversiones E, el siguiente subconjunto borroso:

A={(a/1),(b/0),(c/.5),(d/.9),(e/.7), (f/4)}

Debe quedar claro que A podra ser diferente en otro momento, o bien si las
inversiones de E son analizadas por otra persona. Es decir, no hay unicidad para un
subconjunto borroso, en la realidad tampoco existe unicidad (o0 siempre coincide con su
agente de bolsa?

El conjunto 4 , o cualquier conjunto difuso incluido en un referencial finito, también

puede expresarse de la siguiente manera:

—

X a b c d e
nyo [ 1[0 9

Gréaficamente, podremos representarlo del siguiente modo:

“A
1 .

Y
>

a b ¢ d e f X

Figura 19. Representacion grafica de un conjunto difuso.

La definicion de un subconjunto borroso depende de la situacion que se considere;
veamos este ejemplo sobre una idea extraida de Tanaka (1997): Cuando uno piensa en la
velocidad de un auto, la interpretacion de cuan "rapido™ el auto esta circulando difiere
segun se considere el transito en una avenida, en una autopista o bien en un circuito de
carrera. La siguiente figura, muestra las funciones de asociacion correspondiente cada uno
de los casos mencionados para el subconjunto borroso de R que podemos llamar

“velocidad de circulacion rapida”. Se observa que 60km/h es considerada una velocidad
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rapida para una avenida, pero no lo es para una autopista y menos aun para un circuito de

carrera.

0,9 1
0.8 1
0.7 1
0,6 1
0,5 1
0.4 -
0,3 1
0,2 1
0,11
0
10 40 70 100 130 160 190
VELOCIDAD EN Km/h

= = = Autopista

Carrera

Figura 20. Funciones de asociacion de un subconjunto borroso aleatorio.

Igualmente se debe concluir, que el hecho de que, los datos obtenidos de la muestra
sean considerados borrosos, puede venir dado, por ejemplo, por la dificultad o la
imposibilidad de cuantificar exactamente los mismos. Ello puede darse, si la metodologia
que se utiliza para su medicion no es la adecuada o bien por la misma naturaleza de los
datos. Por ejemplo, en los mercados financieros, durante una misma sesion no suele
negociarse un unico precio, sino que suelen negociarse varios, de forma que, el precio de
una accion un determinado dia no es “2000”, sino “aproximadamente 2000”. En estas
circunstancias la cuantificacion de dichos datos es vaga, siendo mas realista representarlos

a través de niimeros borrosos.

En probabilidades, un evento F es un conjunto ordinario de un espacio de muestreo
U. Por ejemplo, al tirar un dado, el espacio de muestreo U es el conjunto de numeros

naturales,

U={1,2345,6}

y un evento como E dado por

E = {x/x es natural y menor que 4} = {1,2,3}
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E es un subconjunto ordinario de U. El evento ocurre si al menos uno de los elementos del

subconjunto ocurre (es decir 1,2,3).

La probabilidad condicional, P(E/E’), define la probabilidad de un evento E dado
que E’ ha ocurrido. Por ejemplo, tomando el mismo universo U y el evento E definido

anteriormente viene dada por la siguiente expresion P(E/3)=1.

Supongamos ahora que E no es un subconjunto ordinario, sino £, un subconjunto
difuso. Por ejemplo, sea “E = un niimero grande” y su funcién de asociacion se puede

definir como:

E= HUgrande(u) = 1/6 + 0'7/5 + 0'5/4_ + 0'2/3

¢Cual es la probabilidad de tirar un nimero grande?

'" 1
P(E) = X P(w). tgranae) = Z(1+ 0,7+ 05+ 0,2) = 0,4,

en donde % es la probabilidad de cada u;.

Otro tipo de probabilidad es la llamada probabilidad subjetiva, que se describe por
el grado de confianza subjetiva de que un evento va a ocurrir. Para describir estos eventos
se le pide ciertas propiedades, entre ellas la claridad, que dice que “cada proposicion a la
que se asocia una medida de probabilidad debe poder clasificarse en términos de verdadera

o falsa”.

Zadeh (1965), sefiala que un conjunto difuso induce una distribucién posibilistica en
el universo. Por ejemplo, el conjunto difuso “ntimero grande” del ejemplo anterior induce

una distribucion posibilistica:
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Es “imposible” que 1 6 2 sean numeros grandes.
S osible” que 3 sea un nimero grande.
Es 0,2 “posible” que 3 n e de
Es 0,5 “posible” que 4 sea un nimero grande.
S osible” que 5 sea un niimero grande.
Es 0,7 “posible” que 5 n e de
i u un nu .
Es “posible” que 6 sea un numero grande

Se concluye entonces, que la definicion de probabilidad de eventos difusos es una
extension de la probabilidad clasica propuesta por Zadeh. Desde la interseccion y la union
de los conjuntos difusos que dependen de T Normas y T Conormas, considerando ademas,
si los axiomas de Kolmogorov se mantienen o no; esto depende de la T Norma elegida.
Zadeh demostrd que su probabilidad satisface los axiomas de Kolmogorov cuando la
interseccion y la union se definen por medio de los operadores minimo y maximo. A pesar
de esto, existen otras T Normas que no satisfacen los axiomas de Kolmogorov, razén por la
cual, se caracterizaron los T Normas continuas, que permiten la probabilidad de eventos
difusos definidos por Zadeh, para satisfacer los axiomas de Kolmogorov, y a la cuales
Ilamamos las Normas T compatibles con la probabilidad Zadeh (PZ). También se demostro,
que cada T Norma estricta es compatible con la PZ, mientras que el Unico nilpotente
compatible con las T Normas y compatibles con PZ, es el operador Lukasiewicz. Por otro
lado, cada suma ordinal sin elementos nilpotentes (no triviales), también es compatible con
PZ, pero debe satisfacer las ecuaciones (1) y (2) con el fin de ser compatible con la
probabilidad de eventos difusos. Los resultados obtenidos se han aplicado a algunas
conocidas familias paramétricas de T Normas, y se puede concluir que la familia que mejor
se comporta con respecto a la compatibilidad PZ es la familia Frank, ya que es la Gnica, en

la que todos sus miembros son continuos y compatibles con PZ.

Ejemplo: Sea T una suma ordinal definida por T = ((0,%, T.), (%, 1, TL)):

80



1 _ 172
7740 47) iy efog].
1 3

(
I
TGy = imn 22N yemefn]

min(x,y) en cualquier otro caso.

Estat—norma P,-compatible. En efecto:

2
e Eq.(1) se satisface para cada (x,y) € Z(T) satisfaciendo (x,y) € (O, %) también satisface

2
(1—x,1—y)e(%,1) ,y por definicionT(1 —x,1 —y)=1—-x—y.

e EQ.(2) se mantiene desde s = 0 = % y ambas.

1—s>9y9§%

En otro orden de ideas, es importante concluir, que un sistema probabilistico
altamente impreciso podria ser formalizado mediante la teoria de conjunto difuso o
variables aleatorias de valor, tal como lo establecié Stojakovic, en su trabajo esperanza de
una variable aleatoria borrosa en 1994, y tal como fue ratificado posteriormente por Zadeh,
en su investigacion sobre el uso de la teoria de probabilidades imprecisas en el 2002 y por
Augustin y Coolen en el 2004, en su trabajo sobre intervalos de probabilidad e inferencia
predictiva no paramétrica. Acordaron estos investigadores que un conjunto de datos
incompletos, proporciona una evaluacion imprecisa de la probabilidad de un evento que
podria ser expresado por un subconjunto de [0, 1], o conjunto difuso, en lugar de un
namero, tal como lo exige la teoria clasica de probabilidades. En otras palabras, la teoria de
probabilidad se complementa con una dimension extra de incertidumbre proporcionada por
la teoria difusa. Este concepto ha recibido el nombre genérico de la probabilidad incierta.
Sin embargo, este término genérico se ha interpretado y matematicamente formalizado de

diversas maneras.

Una de las interpretaciones mas atractivas de una probabilidad imprecisa es la

probabilidad de que un evento imprevisto ocurra, debido a la imprecision de los

81



conocimientos previos 0 escasez de la muestra de datos, se expresa en términos de

subconjunto o conjunto difuso de [0, 1].

El conjunto o la teoria de la probabilidad difusa valorada no pretende reemplazar,
sino complementar y ampliar la nocion clasica de la probabilidad bayesiana para enfocar la
teoria de probabilidades, poniendo a su disposicién herramientas para trabajar con los
estados de informacion méas débiles, como por ejemplo, el método de conjuntos de
aritmética restringida, realizado por Klir y Pan en 1998, donde este método se utiliza para
tratar las probabilidades de un conjunto de valores difusos, donde la suma de todas las
probabilidades individuales es uno. Se puede considerar este concepto como la extension

generalizada del modelo cléasico de la teoria clésica de la probabilidad.

Igualmente, se debe sefialar, que la probabilidad imprecisa es un término genérico,
para cubrir todos los modelos matematicos que miden la probabilidad o la incertidumbre
sin alcanzar probabilidades numéricas estrictas (Stojakovic, 2010). Esta probabilidad
imprecisa, incluye elementos tanto cualitativos tales como: probabilidad comparativa y
ordenaciones parciales preferentes, como cuantitativos (intervalo de probabilidades, teoria
de la posibilidad, funciones de creencias, previsiones superior e inferiores, probabilidades
superiores e inferiores, la probabilidad difusa, entre otros). Concluy6, que se necesitan
modelos de probabilidades imprecisas en problemas inferenciales donde la informacion
pertinente sea escasa, imprecisa o contradictoria, y en los problemas de decisién donde las
alternativas de respuesta pudieran estar incompletas. Un tema comdn en todos estos
métodos generalizados es que se centran en la reflexién realista de la informacién y las
alternativas de respuesta disponibles, y como tal, las decisiones de apoyo informativo.
Igualmente, la incertidumbre con respecto a un experimento puede tener esencialmente dos
origenes: la aleatoriedad debido a la variabilidad natural de la observacion 6 la imprecision

debido a la informacion incompleta de los datos de interés.

Posteriormente, se establecid una logica para razonar acerca de las probabilidades
de eventos difusos, bajo un enfoque modal (Flaminio y Godo, 2006), donde la idea basica
ha sido tratar un evento difuso como una forma de la logica finita valorada de Lukasiewicz
L, en lugar de la Logica Booleana cléasica, y usando la nocién de estado para capturar la
generalizacion de un numero finito aditivo de medidas de probabilidad de &lgebras MV.
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Debe considerarse también, que una variable aleatoria difusa, X, es una aplicacion
que asigna un espacio a un subconjunto difuso, X (o) € £ (£,), siendo este subconjunto,
cualquier elemento del espacio inicial, ® € Q; provisto de la estructura de espacio de
probabilidad (Cousoa y Sanchez, 2010). Esta asociacion expresa alguna informacion
imprecisa acerca de los resultados en ambos espacios. Asi, el concepto de variable aleatoria
difusa se extiende de la definicion clésica de variable aleatoria. De hecho, una variable
aleatoria le asigna un elemento en €, a cada resultado de ;€€ Entonces, este expresa
una relacion deterministica entre Q; y Q, Una vez, que un clemento de Q; ha sido

seleccionado, el elemento en Q; queda inequivocamente determinado.

En otro orden de ideas, desde un punto de vista formal, el concepto de variable
aleatoria borrosas no es Unico, y cada definicion en la literatura difiere de las otras en la
estructura del espacio, la forma y de su posibilidad de medicion. Por otra parte, a las
variables aleatorias borrosas se le han dado diferentes interpretaciones en la literatura,
independientemente de la definicion formal especifica. Por ejemplo, Puri y Ralescu (1986),
consideran que las observaciones de algunos experimentos aleatorios no consisten en
salidas numéricas, sino que estan representados por términos linglisticos vagos. Cuando
en particular, la variable aleatoria difusa tiene un nimero finito de imagenes, los valores de
probabilidad pueden ser asignados a diferentes "etiquetas difusas". Por ejemplo, se podria
generar el siguiente modelo: el resultado es "alto” con una probabilidad de 0,5, "medio"” con
una probabilidad de 0.25 y "bajo" con una probabilidad de 0.25, donde "alto"”, "medio™ y

"bajo" son etiquetas linguisticas asociadas a los subconjuntos difusos del espacio final.

Es importante mencionar, que Kruse y Meyer (1987), ofrecen una interpretacion
alternativa de variables aleatorias borrosas, como el caso de la representacion de variables
aleatorias desconocidas. Para ello, la variable aleatoria borrosa, induce una "funcion de
asociacion ", definida sobre la clase de todas las variables aleatorias. En esta configuracion,
se define una funcion de asociacion sobre la clase de todas las posibles distribuciones de
probabilidad, de una manera natural. Desde un punto de vista teorico, este modelo es una
distribucion de posibilidades de segundo orden, ya que la informacion acerca de la
probabilidad de la verdad, se representa por una medida de posibilidad definida sobre la

clase de todas las medidas de probabilidad, con una interpretacion adicional de variables
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aleatorias borrosas, diferentes de los enfoques de Puri y Ralescu (1986). La diferencia
esencial del enfoque Kruse y Meyer (1987), es que se centra en la omision de la suposicion
acerca de la existencia de una variable aleatoria subyacente.

Bajo esta nueva interpretacion, el resultado final en €, no es asumido para determinar
el resultado inicial de m1€Q4, y es asi como la variable aleatoria difusa, no representa mas la
funcion de aceptabilidad sobre la clase de variable aleatoria. De todas formas, la nueva
interpretacion, estd de acuerdo a la interpretacion probabilistica de los conjuntos difusos y
del enfoque de Kruse y Meyer. Mas especificamente, supone gue se tiene una informacion
parcial sobre la distribucion de probabilidad que modela una secuencia de dos experimentos
en Q; y Q, respectivamente y que la distribucién de probabilidad que modela el primer
experimento estd completamente determinada. Por otro lado, el segundo experimento es
solo conocido a través de una familia de medidas condicionales posibles. Este ejemplo,
modela el nivel de conocimiento sobre las relaciones entre el resultado del primer
experimento y los posibles resultados del segundo. Si el resultado del primer experimento
es o, entonces, el grado de posibilidad de que x ocurra en el segundo es X (®) (x). La
combinacion de ambas fuentes de informacion lleva a describir de una forma natural, la
distribucion de probabilidad en Q, (la distribucion de probabilidad que dirige el segundo
experimento), por medio de una probabilidad superior (un modelo estandar de probabilidad,
diferente al de segundo orden). De esta manera, se explica como la variable aleatoria difusa
es construida con una variable aleatoria nitida y un conjunto difuso, en un ambiente finito.

La nocion de esperanza, también es estudiada bajo esta perspectiva.

Por ultimo, se establecid la relacion formal entre los tres modelos asociados a las
tres interpretaciones (la medida de probabilidad asociada a las variables aleatorias borrosas,
la distribucion de probabilidad de segundo orden, y el modelo superior- inferior). Se
muestra, que las probabilidades superiores e inferiores, son de hecho, co-capacidades de
orden. lgualmente, se demostro que las probabilidades superiores e inferiores asociadas al
enfoque de Cousoa y Sanchez (2010), admiten una interpretacion alternativa bajo el
enfoque de Kruse y Meyer (1987), mediante el método desarrollado por Walley, donde una
probabilidad superior e inferior es derivada de cualquier medida de probabilidad de

segundo orden, a través del uso de técnicas de extension natural.
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Por otra parte, el concepto de varianza y desviacion estdndar en subconjuntos
aleatorios borrosos, estd basado en el concepto de distancia euclidea borrosa entre nimeros
borrosos, tal como lo establecieron Dubois y Prade (1980). Sin embargo, diversos autores
como Feng et al. (2001), consideran que aunque es razonable sostener que el valor esperado
de una variable aleatoria borrosa es un numero borroso, la varianza de una variable
aleatoria borrosa no debe ser borrosa, ya que por la naturaleza del indicador varianza o
desviacion estandar, éstos deben ser indices ciertos. Asi, la idea subyacente de este
modelaje de varianza, es la utilizacion del concepto de distancia cierta entre ndmeros
borrosos, como instrumento en la aproximacion de numeros borrosos y su aplicacion en la

teoria clasica de probabilidades.
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CAPITULO V

Conclusiones y Recomendaciones

Las conexiones, relaciones e ideas principales, tratadas en el enfoque interpretativo
de capitulo anterior, da pie para concluir, que no obstante, la vaguedad y la imprecision del
mundo real, es posible descubrir conexiones importantes, entre dos teorias con principios y
caracteristicas distintas, que juntas pueden desentrafiar el mundo real caracterizado por la
imprecision. Es por eso, que el mundo cientifico intenta conocer esta compleja realidad,
para lo cual se crean y desarrollan nuevas teorias con el proposito de dar respuesta a este
tipo de eventos de interés para la ciencia. Por lo tanto, no es extrafio, que se intente
impulsar teorias que sean capaces de funcionar en un contexto de extrema complejidad,
generador de informacion vaga e imprecisa, como por ejemplo, el propio comportamiento
humano. Como se ha establecido, a lo largo de esta investigacion, la combinacion de las
bondades de la Teoria de los Conjuntos Borrosos y la teoria clasica de la probabilidad y
estadistica, parece ser una respuesta adecuada, ya que intenta dar “grados” de precision a
eventos y comportamientos que son imprecisos. Tal como lo establece Zadeh(1977):
“supone una aproximacion entre la precision de la matematica clasica y la sutil imprecision

del mundo real”.

La Teoria de los Conjuntos Borrosos, segun Azorin (1979), investiga y trata que lo
“borroso”, sea aceptado como algo real y susceptible de medicion, con lo cual se abre un
abanico de investigacion en campos de alta complejidad desde el punto de vista de la
medicion, como la sociologia, la economia, la linguistica, la programacion, entre otros,
donde juegan un papel importante las nociones de clasificacion, agregacion, particion,
discriminacion, jerarquizacion y naturalmente, en el campo de la Probabilidad y la
Estadistica, para fines de inferencia, prediccion, proyeccion de eventos, toma de decisiones

con informacidn vaga y escasa.
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Como resultado de esta investigacion, se tienen las siguientes conclusiones:

1. La teoria de los conjuntos borrosos, con su logica difusa, viene a complementar el
modelo de Bayes, en el tratamiento de la vaguedad y ambigiedad de la informacién;
para ello, como lo establecen Reyes y Garcia (2005), identifica criterios que definen
una relacion de “asociacion” y detectan patrones de comportamiento para la
particion, agregacion, discriminacion y jerarquizacion de los datos, y posteriormente
alimentar subsiguientes procesos de toma de decisiones. Un ejemplo de
complementariedad, es el método de conjuntos de aritmética restringida utilizado
por Klir y Pan (1998). Este método es recomendable para tratar las probabilidades,
de un conjunto de valores difusos, en el cual la suma de todas las probabilidades
individuales es uno y se conoce como la extension generalizada del modelo clasico

de la teoria de la probabilidad.

2. El conjunto o la teoria de la probabilidad difusa valorada no pretenden reemplazar,
sino complementar y ampliar la nocion clasica de la probabilidad bayesiana para
enfocar la teoria de probabilidades, poniendo a su disposicion herramientas para

trabajar con los estados de informacion mas débiles.

3. EIl concepto de variable aleatoria borrosas no es unico, y cada definicion en la
literatura difiere de las otras en la estructura del espacio, la forma y de su
posibilidad de medicion. En ese orden de ideas, Puri y Ralescu (1986), establecieron
que las observaciones de algunos experimentos aleatorios no consisten,
necesariamente en salidas numéricas, sino que pueden estar representados por
términos linguisticos vagos y cuando en particular, la variable aleatoria difusa tiene
un nuamero finito de imagenes, los valores de probabilidad pueden ser identificados

con diferentes "etiquetas difusas".

4. Se muestra que Kruse y Meyer (1987), propusieron una interpretacion alternativa de
variables aleatorias borrosas, en el caso de asignar valores a variables aleatorias
desconocidas. Para ello, la variable aleatoria borrosa, asume una "funcion de

aceptabilidad”, definida sobre la clase de todas las variables aleatorias. En esta

87



configuracién, se define una funcion de aceptabilidad sobre la clase de todas las
posibles distribuciones de probabilidad, de una manera natural. Representa la
informacion disponible, acerca de la verdadera distribucion de probabilidad del
experimento aleatorio objeto de estudio. Este modelo de segundo orden, representa
una medida de posibilidad definida sobre la clase de todas las medidas de
probabilidad, con una interpretacion particular para este tipo de variables aleatorias
borrosas, diferentes de los enfoques de Puri y Ralescu (1986). La diferencia
esencial de este enfogque con respecto al enfoque de Kruse y Meyer (1987), es que
se centra en la omision de la suposicion acerca de la existencia de una variable

aleatoria subyacente.

Un sistema probabilistico sustentados en informacion vaga e imprecisa, puede ser
formalizado mediante la teoria de conjunto difuso o variables aleatorias de valor,
como lo confirma Stojakovic, en su trabajo “Esperanza de una Variable Aleatoria
Difusa”, en 1994. Lo cual, fue ratificado posteriormente por Zadeh, en su trabajo
sobre la teoria de probabilidades imprecisas en el 2002; y por Augustin y Coolen, en
su trabajo sobre intervalos de probabilidad e inferencia predictiva no paramétrica,
en el 2004. En estos trabajos se establecid, que aun con datos incompletos, se puede
realizar un célculo probabilistico para un subconjunto entre 0 y 1 [0, 1] en lugar de
un numero en especifico, como lo exige la teoria clasica de probabilidades. Esto se
conoce como probabilidad incierta, que con el tiempo se ha interpretado y
desarrollado bajo diferentes enfoques.

Una critica frecuente a la Teoria de Conjuntos Borrosos deriva de su arbitrariedad a
la hora de elegir los operadores de union e interseccion. Pero ha detectado, que esto
mas bien puede resultar en una ventaja, puesto que permite flexibilidad a la hora de
abordar estadisticamente, eventos que involucren conceptos e informacidn vaga e
imprecisa. Por otra parte, los operadores basicos para subconjuntos borrosos como
el minimo y el maximo, correspondientes a la interseccion y union de conjuntos
estan afectados por las leyes de la probabilidad, debido a que el nivel de asociacion
de un valor x a un subconjunto aleatorio borroso, viene dado por una ley de

probabilidad. Es decir, si se opera con subconjuntos aleatorios borrosos, se obtiene
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la probabilidad de que su nivel de asociacion al conjunto unidn, interseccion y

complementario tome un determinado valor.

7. Queda tambien establecido, que la definicién de probabilidad de eventos difusos es
una extension de la probabilidad clasica propuesta por Zadeh. Desde la interseccion
y la union de los conjuntos difusos que dependen de T Normas y T Conormas,
considerando ademas, si los axiomas de Kolmogorov se mantienen o no; esto
depende de la T Norma elegida. Zadeh, demostré que su probabilidad satisface los
axiomas de Kolmogorov cuando la interseccion y la union se definen por medio de
los operadores minimo y maximo. Sin embargo, existen otras T Normas que no
satisfacen los axiomas de Kolmogorov, razon por la cual, se caracterizaron los T
Normas continuas, que permiten la probabilidad de eventos difusos definidos por
Zadeh, para poder satisfacer los axiomas de Kolmogorov, y a la cuales llamamos las
Normas T compatibles con la probabilidad Zadeh (PZ). Igualmente establecid, que
cada T Norma estricta es compatible con la PZ, mientras que el Unico nilpotente

compatible con las T Normas 'y compatibles con PZ, es el operador Lukasiewicz.

8. Se mostraron elementos tedricos que permiten acercarnos a la relacion formal entre
la medida de probabilidad asociada a las variables aleatorias borrosas, la
distribucion de probabilidad de segundo orden, y el modelo superior- inferior.
Queda demostrado, que las probabilidades superiores e inferiores, son de hecho, co-
capacidades de orden. Igualmente, se demostré que las probabilidades superiores e
inferiores asociadas al enfoque de Cousoa y Sanchez (2010), admiten una
interpretacion alternativa bajo el enfoque de Kruse y Meyer (1987), mediante el
método desarrollado por Walley, donde una probabilidad superior e inferior es
derivada de cualquier medida de probabilidad de segundo orden, a través del uso de

técnicas de extensién natural.

En atencion, a lo anteriormente expuesto, se podria sefialar que esta investigacion
alcanzo los objetivos propuestos. Particularmente, en cuanto a establecer una relacion entre
los elementos caracteristicos de la teoria de los conjuntos borrosos y de la légica difusa, con

los procesos fundamentales de la teoria clasica de probabilidad y estadistica. Toda esta
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revision y discusion teorica, permitié construir un enfoque interpretativo, sustentado en las
investigaciones de los creadores y expertos principales de estas teorias. La construccion del
enfoque interpretativo, representa el aporte principal de este trabajo, porque allana el
camino hacia la profundizacion de las conexiones que caracterizan estas dos importantes

teorias, y la consiguiente facilitacion del estudio de la vaguedad y de la imprecision.

Finalmente, se recomienda continuar con el estudio de los elementos y operaciones de
la I6gica difusa, que pudieran estar relacionados con los conceptos y procesos basicos de la
teoria clasica de probabilidad y estadistica, a fin de identificar las conexiones entre ambas
teorias, y eventualmente facilitar el abordaje de situaciones y eventos de interés

caracterizados con una informacion vaga e imprecisa.
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Glosario

Aqui se muestran algunas definiciones de términos que han ido apareciendo a lo largo de la
investigacion:
Conjunto: Es una coleccion de elementos (reales o imaginarios) considerados como un

todo.

Conjunto borroso: Es aquél en que cada elemento tiene un grado de pertenencia asociado,

dicho grado es un numero real en el intervalo [0,1].

Conjunto clasico: Es aquél en que cada elemento tiene asignado un grado de pertenencia, 1

si el elemento pertenece al conjunto y 0, si el elemento no pertenece a dicho conjunto.

Funcion de asociacion: Es una funcion que indica el grado de asociacion de un elemento a

un conjunto.

Grado de asociacion: Es un valor numérico en el intervalo [0,1] con el cual se expresa la

medida en gue un elemento cumple un determinado predicado.

Ldgica Difusa: Es un tipo de l6gica que utiliza informacion de entrada vaga e imprecisa
para extraer conclusiones. Mediante ella se definen conceptos que no pueden ser
formulados de forma precisa.

Predicado: Lo que se afirma o niega del sujeto de una proposicion.

Predicado vago o borroso: Es un predicado que al aplicarlo a un conjunto proporciona

informacién imprecisa.

Universo: Conjunto de elementos cualesquiera en los cuales se consideran una serie de

caracteristicas a estudiar.
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Nilpotente: un elemento x de un anillo R se dice que es nilpotente si existe algun entero

positivo n tal que x" = 0.

Anillo: un anillo es una estructura algebraica formada por un conjunto (A) y dos
operaciones, llamadas usualmente suma y producto (A,+,*), de modo que (A,+) es un grupo
conmutativo con elemento neutro (que designamos 0), y el producto * es asociativo y tiene

la propiedad distributiva respecto de la suma.

95


http://es.wikipedia.org/wiki/Anillo_%28matem%C3%A1tica%29
http://es.wikipedia.org/wiki/Entero
http://es.wikipedia.org/wiki/Estructura_algebraica
http://es.wikipedia.org/wiki/Conjunto
http://es.wikipedia.org/wiki/Operaci%C3%B3n_matem%C3%A1tica
http://es.wikipedia.org/wiki/Grupo_%28matem%C3%A1tica%29
http://es.wikipedia.org/wiki/Grupo_%28matem%C3%A1tica%29
http://es.wikipedia.org/wiki/Elemento_neutro
http://es.wikipedia.org/wiki/Propiedad_asociativa
http://es.wikipedia.org/wiki/Propiedad_distributiva

